Version itérée du Théoreme de Rolle

Soit n € N*.

1. Soit f: R — R une fonction de classe C" sur R.
On suppose que f s’annule au moins n + 1 fois sur R.

(a) Montrer que f’ s’annule au moins n fois sur R.
(b) Montrer que f(™ s’annule au moins une fois sur R.

2. Soit f :[0,1] — R une fonction de classe C™ telle que :
Vk € [0,n — 1], f*)(0) = 0 et f(1) = 0.

(a) Montrer que f’ s’annule au moins une fois sur |0, 1[.
(b) Montrer que f(™ s’annule au moins une fois sur ]0, 1.

1. (a) Par hypothese, la fonction f s’annule en ag < a1 < ... < ay,.
Pour 0 < k < n, la fonction f est de classe C! sur le segment [ay, ar+1] et f(ax) =
flak41)-
D’apres le théoreme de Rolle, il existe by, €]ag, ag4+1] tel que f/(by) = 0.
Ainsi on a trouvé n réels bg < by < ... < b,_1 qui annulent f’.

(b) On montre par récurrence sur k € [0,n] que f*) s’annule au moins (n + 1 — k) fois.
On a linitialisation pour k£ = 0 (hypothése de ’énoncé) et k = 1 (question a.)
Hérédité. Soit k < n et ag < ... < ay_g les (n+ 1 — k) racines de f*). La fonction

%) est de classe O™ 1~ sur R donc au moins C' sur [, a;p1] et foy) = f(ais).
D’aprés le théoreme de Rolle, il existe 8; €]a;, ;1] tel que fFHD(8,) = (fR)(8;) =
0.
On obtient donc fg < ... < fBn_k_1 qui sont (n — k) racines de f*+1).
Conclusion. Pour k = n, on a donc I’existence d'une racine de (™).
2.(a) On a f de classe C! sur [0,1] et f(0) = f(1) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il
existe ¢ €]0, 1] tel que f'(c¢) = 0.
Donc f’ s’annule au moins une fois sur |0, 1[.

(b) On montrer par récurrence sur k € [1,n] que f*) s’annule au moins une fois sur 0, 1].
L’initialisation k = 1 est vue dans la question a.

Hérédité. Soit 1 < k < n et ¢ €]0, 1[ une racine de f*).

La fonction g = f*) est de classe C"~* sur [0, 1] donc au moins C'* sur le segment
[0,¢]. De plus g(0) = f*(0) = 0 = f*)(c) = g(c). D’apres le théoreme de Rolle, il
existe d €]0, c[ tel que ¢/(d) = 0. Ainsi d €]0, 1[ est une racine de ¢’ = f+1).

Conclusion. Pour k& = n, on trouve que f(™) s’annule au moins une fois sur 0, 1.
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