DS n°4 - Corrigé

Exercice 1: a. La suite (uy)n>0 suit une récurrence linéaire d’ordre 2.
Le polynome caractéristique est : X2—X+1 = (X —2)(X —z) avec z = 1 = ge”/‘i.
Dot u, = (v/2/2)"(acos(nm/4) + bsin(nr/4)) avec a,b € R & déterminer.
l=uy =a
l=u = g(acos(w/él) + bsin(w/4))
Donc a =1 et b = 0. Puis u,, = (v/2/2)" [cos(n7/4) + sin(r/4)].
La suite tend vers 0 car |u,| < 2(v/2/2)™ — 0.
b. On définit f(z) = 2(z + 1/z) et g(z) = f(z) — =.
On recherche les points fixes : g(z) = —x/3+2/(3z) = —(2? —2)/(3z). Ainsi les points
fixes sont v/2 et —v/2.
La fonction f est dérivable et f'(z) = 2(1 — 1/2?). Donc f est croissante sur [1,v/2].
Done f([1,v2]) = [f(1), f(V2)[= [4/3,V2[C [1,V/2] est un intervalle stable.
Enfin v, 11 — v, = g(un) = —(u2 —2)/(3u,) > 0 car u, < V2.
Donc la suite est croissante et majorée. Elle admet un limite [ € [1, /2] par le théoreme
de convergence monotone. Puis la condition f(I) = I impose | = /2.

Les conditions initiales donnent {

c. Onnote f(z) =1+ 1. La fonction est décroissante sur R? qui est un intervalle stable.
Puis wy 12 = f(f(wy)) avec f o f croissante sur R . Donc les suites (w2n) et (wan41)
sont monotones.

On peut calculer wy = 1/2,w1 = 3,wy = 4/3 et ws = 7/4. Ainsi wy < wsy et la suite
(way, ) est croissante. Puis wy > ws donc la suite (way,+1) est décroissante.

On en déduit que ces deux suites extraites convergent chacune vers des limites finies
qui sont des points fixes de fo f.

Ona f(f()) =lssil=1+frssil(l+1)=(1+7)+1

ssilzl—i—%ssilQ—l—lessil:HT‘/g>Ooul:17‘/g<0.
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+Tf et wa, 1 — +Tf

Ainsi wa, —
Donc la suite entiére tend vers 1+2‘@ le nombre d’or.

Exercice 2: a. Soit # € R} fixé. On démontre le résultat par récurrence sur n € N*.

Initialisation. Pour n =1, f(1.z) = 1 f(x) est trivial.
Hérédité. Soit n € N* tel que f(nz) =+ f(z).
Dans la relation de ’énoncé, on prend y = nz, on obtient :

_ _ f@)fnz) _ (1/n)f(x)?
F((n+1)z) = flo+n2) = 25005 = e

= (nﬂﬁf(w) = ﬁf(x)
Conclusion. Pour tout n > 0, f(nz) = L f(x).
b. Soit r =p/q € Q% avec p,q € N*.
Ona firz) = £ (15) = 31 (5) et /@) = £ (a5) = 7 () daprts ).
Donc le quotient donne ];(Zf)) =2 =1cad f(rz) = ; f().
c. On pose A = f(1). Pour r € Q%, on a f(r) = f(r.1) = Lf(1) = 2.
Soit z € R Il existe une suite de rationnelle z,, = 107" [10"z] — .

Or z > 0 donc il existe un rang N tel que Vn > N,x, >0

Pour n > N, f(z,) = 2 — %. Donc par continuité de f en x, on a f(z) = %.

La syntheése donne szg)f;z) = A“}iﬁiy}y = ﬁ = f(z + y) toujours vraie. Donc pour

tout A > 0 et f(z) = 2 vérifie équation fonctionnelle et la condition de continuité.

Tz

Exercice 3 : a. La fonction f, est de classe C*° sur RY. Pour 2 > 0, f/(z) = 1 — Z. Donc f,
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est strictement croissante sur [n, +oo| et strictement décroissante sur |0, n].

b. La fonction f, est continue et strictement décroissante sur |1,2[C]0, n] car n > 3. De
plus f,(1) =1>0¢et f,(2) =2 —nln(2) <2 - 31n(2) < 0. Donc d’apres le théoreme
de la bijection continue 0 admet un unique antécédent dans 'intervalle |1, 2].

c. On sait que 11 — (0 + 1) In(zp41) = 0. Done fr(Tnt1) = Tpt1 — nln(xp41) =
In(z,4+1) > In(1) = 0 est positif.

Puis f,(z,41) > 0 = fu(z,) avec f,, strictement décroissante donc x, 1 < x,. Ainsi
(zn)n>3 est décroissante.

d. On sait que (2,,)n>3 est décroissante et minorée par 1. D’apres le théoreme de la limite
monotone, z, — [ € [1,z3].

Puis la définition, donne x,, = nIn(z,). Donc In(z,) = = — 0 par opération.
Enfin z, = exp(lnx,) — exp(0) = 1 car la fonction exp est continue en 0.

Probléme I : Méthode 1 :

Un+1+Un 4 4 2" 1 1
1. Pour n € N, on a : a4 = =0t = u"gnﬂﬁﬁ = 2“";;”” +35 =20, +3.

Puis recherchons a € R le point fixe o = 2o + § donne o = —1/2.
La condition initiale est ag = “02745“0 = 1. La suite est «,, = 2" (ap — ) + a = %2" — %
; 2uy 41 —3v, —ouy43u, 2"t B,
2. De méme, fpq1 = = +21"+1v === Eiiﬁ = TB + 1.

Le point fixe 8 € R tel que § = —3/2+ 1 est 5 =2/3.
La condition initiale est By = 24e3% = 2,

Done B, = (~1/2)"(o — ) + 8= 4 (-1)" + 2.

3. On a 2" — 400 et (—%)n — 0. Donc par opération, a,, — +o0o et 8, — 2/3.

Uy, + U, =2"q,
2y — v, =278,

et v, = 22°2n=2"Pn

4. On résout le systeme {

On obtient u,, = 22 nt2"6n "”5” B

Donc trouve | u, = $£4™ + 1£(—=1)" — £2" |et | v, = 24" — L

Méthode 2 :

1. On a tpio = 2Upi1 + 3vpa1 + 277 = 2up, 01 + 3(2u, + v,) + 27H1
= U1 + 6uy + 3v, + 27 = 20y g + 6up + (U1 — 2u, — 27) + 271
= 3up+1 + 4u, + 2" Donc upyo — 3up+1 — 4u, = 2™
2. On recherche une solution x,, = a2”. On obtient 2" = x,, 19 — 3xp41 — 42y
=a(4— 3.2 - 4)2" = —6a2", on trouve a = 7 qui convient.
3. Notons wy, = up — Tp. On a Wy 4o — 3wWpt1 — 4wy, = [Upy2 — unp1 — 4uy] — [Tnyo —
3xp 41 — 4x,] = 2™ — 2" = 0. Donc (w,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
4. 0nax(X) = X2 -3X —4 = (X +1)(X —4) donc w,, = A\14" + Xp(—1)". Puis
Up = A14™ + Ao (—1)" — %2" avec A1, Ao € R & déterminer.
Les conditions initiales sont ug = 1 et u; = 2ug + 3vy + 2° = 3.
AM+A =1+
A —Xy =3+1
5. On a 3v, = up41 — 2u, — 2" d’apres la relation de récurrence.
Donc v, = & (A1 (4" — 2.4™) 4+ Xp((—=1)" ! = 2(=1)") 4+ @27+ — 2.27) — 27)

Ainsi v, = %4” — 145(—1)" — %2” apres simplification.

. On trouve \; = % et Ay = 2.

On obtient le systeme { 15

Question commune
1. Par croissance comparée, on a (—1)" = 0(2") et 2" = o(4™).
Donc u,, ~ %4” — 400 et v, ~ %4" — 400.

3qn
. 54
2. Par quotient, on a 3= ~ Evy
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