TD 22 - Corrigé

Exol: a) Pourxz € Eety=0€ E, on obtient :

N(z) = dist(z,0) = dist(f(z), f(0)) = N(f(x)).

b) On peut utiliser une identité de polarisation —2(z|y) = N?(z —y) — N?(x) — N*(y) =
N2(f(z) = f(y)) = N?(f(x)) = N2(f(y)) = —2(f(2), f(y))-

¢) Pour i,j € [1,n], on a (f(es), f(e;)) = (€1, €5) = dicy.
Donc la famille (f(e1), ..., f(en)) est aussi une base orthonormée de E.
Puis la décomposition est f(z) = >0 (f(@)|f(e:)) f(ei) = Doii(z|e;) f(e;) d’apres
I'invariance.

d) La correspondance f(z) = > . (z|e;) f(e;) est bien celle d’une application linéaire de
E dans E.
Puis « € Kerf ssi f(z) = 0ssi N(f(z)) =0ssi N(z) =0 ssi z = 0. Donc l'application
est injective.
Donc f est un automorphisme de E.
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Exo 2 : Dans R?, on dispose du produit scalaire canonique. Pour u = ( ) etv = (
de Cauchy-Schwartz donne
[{(ulv)| < ||ul].]|v]] avec égalité ssi u et v colinéaires
Donc |z + 2y + 32| < V/14y/22 + y2 + 22 avec égalité ssi (y = 2z et z = 3x).

Exo3: a) On a ¢, : E — R,z — (z|a) est une application linéaire surjective. En effet,
Img, # {0} car ¢4(a) = ||a|]|* > 0 donc Img¢, = R. Puis H, = Kerg, est un espace
vectoriel de dimension dimF — rg¢, = n — 1 d’apres le théoreme du rang.

b) Soit @ € HL. On a H+ = Vecta car dimH+ = n — (n — 1) = 1 = dimVecta et
Vecta C H*. Puis H = (Vecta)* = H,,.

¢) Soient a,b € E —{0g} tels que H, = H; alors (Vecta)* = H, = Hj, = (Vect b)* donc
Vect a = Vect b. Donc a et b sont colinéaires. La réciproque est triviale.

d) Soient a,b € E—{0g} tels que ¢, = ¢, alors H, = Ker¢, = Ker¢y, = Hp, donc a = A\b
car ils sont colinéaires. Puis pour z € E, ¢p(x) = pu(x) = (a|z) = Ab|zx) = Adp(x)
donc A = 1. Ainsi ¢, = ¢, = a = b et la réciproque est triviale.

e) Ona ®: EF — G,a— ¢, est injective d’apres la question précédente.

Pour a,b € E et A € R, on a pour tout € E, ¢pgixp(x) = (a + Ab|x) = (a|z) + A(b|x)
= ¢ (x) + Adp(x). Donc ¢airp = P + Adp. Ainsi @ est une application linéaire.
Enfin dimG = dimLg(F,R) = dimE.dimR = dimFE.

Par caractérisation par la dimension ® est un isomorphisme.

Exo 4 : (=) On suppose p orthogonal. Pour € E, on a p(z) € Imp et x — p(x) € Kerp donc
(p(z)|z = p(z)) = 0. Puis ||z[|> = ||(z — p(z)) + p(@)[|* = ||z = p()|]* + [Ip@)|]* = |Ip(=)|?
(Pythagore)

(<) On suppose que pour tout z € E, ||p(z)|| < ||z]l.

Soit u € Kerp, v € Imp et A € R. On pose z = Au+v € E. Alors p(x) = p(Au +v) = v
et [[v]* = [lp(@)|* < |J2|[* = X?[Jul|* + 2A(ulv) + ||v]|*. Done A?[jul|* — 2A(ulv) > 0 est un
polynéme du second degré toujours positif donc de discriminant négatif. Ainsi (u|v) = 0.
Donc KerplImp et p est un projecteur orthogonal.

Exo5: a) Onrésout en 2z = —z+ 1 et 2y = 3z + ¢ avec z,t € R Donc F = Vect (v, v2) =

SOK0) |

Puis on rend la base orthonormée via le procédé de Gramm-Schmidt b; = Tia

- 8 2
(v2|b1) = \/% puis bQZ’UQ—\/%bl :%(—;) et by = \%7 (‘ﬁ)
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b) On a F+ = Vect (v3,v4) = Vect [(_1%) , (_(2)1)] Le procédé donne by = % (_1})

~ 3 3
Puis (b3lva) = 1572 = —Let by =vs — (~1)bs = 5 <_31) donc by = 5= (_31)
1 -1

¢) On note By la base canonique et B = (by,bs,bs,bs) la base orthonormée. On a
—1/V/14  2/V7  1/2  3/2V5
3/V14  —1/V7  1/2 —1/2V/5

P = 5/ Jii -1 ) Jioo1 /2 3/2 N la matrice de passage orthogonale donc
0 VT —1/2 —1/2V/5
Pl =tp
1 0 00
_ 01 0O 1
On a Matp,(p) = P 00 0 0 P
0 0 0O

-1/v14  2/v7  1/2 3/2V6 —-1/V14 3/V14 2/V14 0
3/V/14  —1/V/7 1/2  —1/2/5 2/VT 1T —1NT 1T
2/V/14  —1//7 —1/2 3/2V5 0 0 0 0
0 VT —1/2 —1/2v/5 0 0 0 0
9 -7 -6 4
-7 18 =2
“l-6 8 6 -2
4 -2 -2 2
d) Pour un vecteur u € R* On peut calculer p(u) avec la matrice précédente. Puis
d(u, F) = |Ju—p(u)].
On ap(1,0,0,1) = £(13,—11,-8,6) donc d(u, F)* = (1/14)* + (11/14)> + (8/14)* +
(8/14)% = 250/14% = (51/10/14)2.
De méme, on peut obtenir le résultat pour les vecteurs suivants.
zT+z 1 0 1 1 0
Exo 6 : Onnote F' = {(x—fg;',%z) pour z,y, z € R} = Vect [(%) , (—11) , ((2))} = Vect K%) , (—11)].

On dispose donc de (by,b2) = (% (i) , % (—(1)1 )) une base orthonormée de F'.

On note v = (—;5) et on recherche d(v, F)%.
oté - (N as (9o (S
Le projeté est pp(v) = (v|b1)b1 + (v|b2)bs = 3 (%) + 3 ( 11) = ( 111%3 .
Donc d(v, F)? = [[v = pr(v)|[* = (=1/3 = 1)* + (=13/3 4 5)% + (11/3 — 3)? = 18531 = §

Exo 7 : On se place dans E = R[X]| munie du produit scalaire (P|Q) = O+°O e tP(t)Q(t) dt.
L’expression est bien définie car P(t)Q(t) =¢_s 10 0(e?/?) donc et P(t)Q(t) =¢_s 100 0(e™"/?)
avec [7° e~t/2dt qui converge.

On ' (PIQ) = (QIP) ct (Pr + \PIQ) = (P1Q) + MPo|Q) -

Et AP|P) = O+°° e tP(t)?dt > 0 avec égalité ssi Vt €]0, +oo[,e ' P(t)?> = 0 ssi P = 0 car
le polynéme a un nombre infini de racines.

Puis on pose F' =Ry [X] et v=X? € E.

On a inf, per fooo e t(t? — at + b)2 dt = dist?(F,v).

Puis F = Vect (1, X) avec ||1]|? = f0+oo e 12dt = 1 donc by = 1 est unitaire.

(1,X) = [[Fettdt = [—e~'t]y™ — [[7(~e")1dt = 1 par IPP.

Donc by = X — (1, X)1 = X — 1.

Et ||X—1[]> = [ e t(t-1)2dt = [e t(—(t —1)> = 2(t = 1) = 2)] 7 = Ld'oti by = X~ 1L.
Puis pr(v) = (v]|b1)b1 + (v|ba)be

= e At + [P R20 - 1)de(X —1) =2+ 4(X —1) =4X — 2.
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Ainsi dist?(v, F) = ||[v — pr(v)|]? = 0+OO e t(t? — 4t +2)%dt = ... = 4 (IPP).
Exo 8 : On pose b; = %vl unitaire.

~ 1/2
Puis b2:1)2—<'l}2|b1>b1 :’UQ-F%’Ul = (1(/)2>.
1

Et b, =

: g\H
I
~

1
1
0
2
(u

Puis pF ‘bl bl + <’Z,L|b2>b2
z 1 dz—2y+2t
DonCpF<g> y( )+w+yﬁ+2t((1))_é( 2:1:+4y+2t>
¢ 2 2x+2y+4t

Donc la matrice du projecteur dans la base canonique est : %

O O OO
N O ==

Exo 9: a) L’intégrale sur le segment est bien définie.
La symétrie est trivial (P|Q) = (Q|P).
On a (P + APg\Q) (P1]Q) + M(P|Q) par linéarité de l'intégrale.
Puis (P|P) = f P(t)?dt > 0 avec égalité ssi Vt €] — 1,1[, P(t) = 0 ssi P = 0 car le
polynome a une mﬁmte de racines.

b) On part de (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. On peut calculer tous les produits

2 . .
— s b
scalaire avec (X?|X?%) = f_ll patb gy = { atbrr SO + patt
0 si a + b impair
Donc |[1]|? = 0+0+1 = 2. On pose blzﬁ.
Puis by = X — 2(X|1)1 = X car (X]|1) = 0.

Et [|X[|? = 2 donc by = /3/2X.
Et by = X2 — L(X21)1 - (X X)X = X2 - L —o0.
2
Puis || X2~ 1/3][2 = || X?|| = 2(X2[1/3) + |1/3]* = 2 -2/33 +1/9.2 = = (22)".
Donc b3 = g%(XQ 1/3).
¢) On a F = Vect (1, X?) = Vect (b1, b3). Donc pr(X2+ X +1) = (X% + X + 1|by)by +
(X% 4+ X + 1|b3)bs
= (1/2).(2/3+ 0+ 2).1 + (45/8)(X2 + X + 1| X2 — 1/3)(X2 — 1/3)
— 4/3 4 (45/8)[2/5 — (1/3)(2/3) + 0+ 0+2/3 — 2/3](X? — 1/3) = X2 + 1.
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