TD 20 : Intégration - Corrigé

Exo1l: On utlhse les sommes de Riemann :

Onad ., %%5(7““) sin(w/n) Zk 0 m

~nstoo =30 ém oo fo m avectk:’%r
0+°O % avec la régle de Bioche u = tan(¢/2) qui est un changement de

variable bijectif et justifiant donc la convergence de 'intégrale.

+ u > =
=/ 0 32+<1u2 = %[Arctan (u/\/§)]§ = %

Ona Y70 A Arctan (5) = 1 32070 (k/n)Arctan (k/n)
o0 fol tArctantdt avec t, = k/n

2 1
= [5 Arctan (£)]§ — [, t2 133z dt par TIPP.
=z_1 fol (1 - th) dt = Z — L[t — Arctan (¢)]§ par décomposition en éléments simples
T 1-7n/4 _ « 1
-8 T2 T4 2

Enfin on passe au logarithme pour transformer produit en somme :
=
In <n2<HZ_1 B ) =2In(n) — £ 3" kink

=2In(n) — & Yp_, [kIn(k/n) + kInn] = 2In(n) — 5 [z;;:l kn(k/n) + " 10 (n)
= (2= g nn — & 550 (k/n) In(k/n).

D’une part (2 — %)lnn = (2 -2 - %) Inn = %m" — 0.

D’autre part 2 37, (k/n) In(k/n) — 4[01 tintdt avec tj, = k/n.

L’intégrale est faussement impropre en 0 car ¢tInt —;_,¢ 0 puis on a la calcul par IPP.

1 2 1 2 _
fO tlnt:[%lnt] 0 t21dt:0—[%]6271

4
o o s . T2
Par combinaison linéaire, on obtient In (nQ( A kk> > — 1.

Puis (n2(HZ_1 kk>_ > —el =e.
Exo 2 : (Intégrale de Dirichlet)

N

a) On a déja f(x)w ~z0 5 = 1. Donc f se prolonge par continuité en posant
f(0)=1.
Puis |f(x)| = w < SUPg<, <, | sin’(y)| < 1 d’apres I'Inégalité des accroisse-
ments finis.

b) Soit z > /2. Onafx/gf (t)dt = [*, +sintdt = [=<=t]” —fx/Z et dt.

/2t /2 T
Puis |1 S84 < [T # =[]0 =2 - 1
Et chtost /2‘ _ Cos(m) S%
Done | 7, £(8)de| < [[=¢1]7 |+ ﬂfﬁwﬂsé+%f%:%
¢) Le prolongement de f en 0 démontre que C = f ~/ 2 t)dt est bien définie comme
convergent. Puis pour > 0, on pose F'(z fo t)dt ex1ste d’apres la convergence en

0. C’est bien une primitive de f d’apres le thm fondamentale de ’analyse différentielle.
Puis |F(z)| < ﬂ/Q f(t dt’ f:/Qf dt’ < |C|+ 2 est bien borné.

oo b‘“t dt converge pourtant elle ne converge pas

Remarque : Cec1 démontre que f
absolument.
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Exo 3 : On note F(x fo t) dt la primitive de f qui s’annule en 0 (Thm fonda). On en déduit

g(x) = F(m) = %5(0) -0 F'(0) car F' est dérivable en 0. Donc limg g = f(0).

Exo 4 : (Inegahte de Cauchy—Schwarz)
. b b b b
Le polynéome P(X) = fa (f(t) + Xg(t))2 dt = ([, 9> X2+ 2(fa fo) X + (fa 2.
Donc son discriminant est A = 4([: f9)? — él(f;7 gQ)(f;7 f?). Or pour x € R, on a P(z) >0
2
par positivité de l'intégrale. Donc A < 0 puis (f: f(t)g(t)dt) < ff f(t)2dt f; g(t)%dt
De plus on a égalité ssi A = 0 ssi il existe un z¢ € R racine double de P

ssi f )+ z0g(t))?dt = 0 ssi Vt € [a,b], f(t) + z0g(t) = 0 ssi f et g colinéaires.

Exo5: On a F(x) =[- cos(t)]i2 = cos(z) — cos(z?). Donc F est dérivable comme composée de
fonction C*. Et F’(z) = —sin(z) + 2z sin(z?).
Remarque : La dérivée d’une intégrale n’est pas trivial, mais respecte la formule pour a,b
des fonctions dérivables et f une fonction continue :

A () ) dt) = b(@)f (b)) — o' () f(a()).
Exo 6 : On raisonne par majoration. En utilisant le théoreme des bornes atteintes : f est conti-

nue sur un segment [0, 1] donc il existe C' € Ry tel que pour tout ¢t € [0,1],]f(¢)] < C.

Ona0< || < fy|{2

< [y S dt = [Cln(t +n)]y = Cln (2£L) — 0.
Donc I,, — 0 par encadrement.

‘ dt par I'inégalité triangulaire

De méme 0 < |J,,] < fol [t™ f(t)| dt par 'inégalité triangulaire

< [lomat = [Ot"“r - < 0.

Donc J,, — 0 par encadrement.

Enfin 0 < |K,| < fo 1+nt dt par I'inégalité triangulaire

< fo 1+nt dt = [€In(1 —l—nt)]o = C% — 0.
Donc K,, — 0 par encadrement.

. 1/5 1/5)x+2/5
Exo7: a) Ona fi(z) = (z2+1)(z+21+3w+2) = (w2+1%(x+2) a,J/rz - %

Donc fol fi=[tIn(z +2) — {5 In(z? + 1) + ZArctan (z)]§ = £ In(3) + 55 — 3 In(2).
b) La fonction ¢ — g(t)f,(t) est bien définie et continue sur le segment [0,1] donc 'inté-

grale u, = fO t) fn(t) dt est bien définie. Puis |u,| < fo lg(®)||fn(t)| dt par I'inégalité

triangulaire

< supyg 1) |9 fol MW d’aprés le thm des bornes atteintes avec gC° sur un seg-

ment

1
< supjo 1 |91 fo 3= %Sup[o,u lgl-
Donc la suite (uy,)n>0 est bornée.

¢) La fonction fn est continue, strictement décroissante et positive sur [0, 1] car t — —

==
et t — 1+t2 le sont.
Donc f,, réalise une bijection de [0,1] vers f,,([0,1]) = [f (1), £»(0)] = [%5-, L].
On a bien 27" € [2.-, 1], donc il admet un unique antécédent z,, € [0, 1].

d) On sait que f,(z,) = 27" puis fry1(zn) = (z?ﬁl)n‘lﬂ(znﬁ) = r%+1 In(zn) = 9323:7:1 >

2; =271 = Frt1(Tng1)-
Puis fro11(zn) > far1(@ps1) done z, < 41 car f,41 est une bijection décroissante.

Donc la suite (z,)n>0 est croissante.
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e) La suite (z,,)n>0 est croissante et bornée car x,, € [0,1]. Donc le théoréme de conver-
gence monotone montre qu’elle admet une hmlte finie. On note [ = lim;,, 4o . On
a2 = m donc (22 + 1)" = w7y +2) puis nln(1 + 22) = nln(2) — In(2 +
Tn) ~nstoo nIn(2). Or nln(l + 22) ~, 400 nln(l +1?). Done In(2) = In(1 +1?) et
l=1carl>0.

Exo8: a) Soit n€N.Ona I,y — I, = [{ (Int)"™ — (Int)" d¢ par linéarité
= fle(lnt)”(lnt —1)dt<0Ocarpour 1 <t <e, Int>0etlnt—1<0.
Donc la suite (I,,)n>0 est décroissante.
Onaly = [{Intdt=[tInt—t{ = 1.
b) Ona I,y = [ 1x (Int)"*tdt = [t(Int)" ] — [ ¢t2H (Int)" dt par IPP
=e—(n+1)I,.
¢) Ona I, >0 car pour ¢t € [1,¢],Int > 0. Donc (n+ 1)1, > 0.
Puis 0 < I,11 =e—(n+1)I, donc (n+ 1)1, <e.
d) On en déduit 0 < I, < 51 — 0. Donc I, — 0 par thm d’encadrement.
Puisnl,=n+1)I,—I,=e—I,41 — I, — e
Remarque : On en déduit que I, ~p 400 5
1 1 1 1
Exo9: Ona 0= [ f(t)ydt— [; f(t)*dt = [J[f(t) — f(t)*]dt = [y f(£)(1 — f(¢))dt.

Exo 1

Exo 1

Or pour tout ¢ € [0,1], f(¢) € [0,1] donc f(¢)(1 — f(¢t)) > 0.

Donc par stricte positivité de 'intégrale, on déduit que pour tout ¢ € [0, 1], f(¢)(1—f(¢)) =
C’est a dire f(t) € {0,1}. Or f est continue donc par le TVI si elle n’était pas constante
elle vaudrait une fois 0 et une fois 1 donc prendrait toutes les valeurs intermédiaires ce qui
est absurde. Donc f est constante égale a 0 ou égale a 1.

0 : D’apres le thm de la borne atteinte, il existe cy,c— € [a,b] tel que f(ci) = supp, ) |f|
et f(c_) = infjo |f]
Puis pour ¢ € [a,b], f(c-)g(t) < f(t)g ()<f(C+) (t) Carg()>0

Donc par croissance de 1’1ntegrale fle f g < f ft)g(t)dt < f(eq) f g.
Ainsi A = fa f)g(t)de/ f g(t) dt est une valeur mtermedlalre pour la fonction f continue
entre c_ et cq. Donc d’apres le TVI, il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = A cad fa f®)g(t)dt =
b
c) J, 9(t)dt
1 : On réalise les décompositions en éléments simples pour pouvoir primitiver.
3
On a fi(z) = i:ﬂ =z ;3121””“ =z + &t par division euclidienne
_ +1 — +1 iaat] o
=x+ (a:_l)(;_j)(w_jg) =x+ m par factorisation sur R[X]
=r+ 5+ lgfj_jﬁ) + gy aveca = 1+1+1 = 2/3 (multiplier par (z — 1) et z = 1) puis
b(w+1/2) + z+1 2/3 _ 3(z+1)— 2(:E +z4+1) —2z%+z+1 _ —2z—1
z2+z+1 2+z+1 — D)@zl z-1 — 3@-0)(@Zfz+l) — 3@-1)(z2+z+1)  3(@ZHzfl)”
Donc b= —-2/3 et ¢ = 0
Donc fl(xz) =z+2-L -2 ﬁii/fl admet pour primitive
Fi(z) =% + %ln|x—1| — g(x +z+1).

_ 2% —42?422+1 _ azx+bd cx+d
Ona fo(z) = @D (@2 4) — 2241 T 22422

Puis 23 — 42?2 + 22+ 1 = (ax + b) (2% +4) + (cx + d)(2® +1) = (a + )z + (b + d)2* + (4a +
c)x + (4b+ d)

Donc a+c=1et 4a+ c=2 se résout en a = 1/3 et ¢ = 2/3.
Etb+d=—4et4b+d=1serésout en b=5/3 et d = —17/3.

Ainsi une primitive de fo est

Fy(z) = (1/3)3 In(1 + %) + (5/3)Arctan (z) + (2/3) 5 In(4 4+ 2?) + (—17/3) 2 Arctan (z/2).
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On a f; 3(951) = fsif =1+ ilijr; par division euclidienne
=l+ o=+t — o
admet pour primitive F3(z) = 2 + 1 In(2? + 1) — Arctan (z).

— 1 1 1 1 1
On a f4(x) T 2224a+1 T 22243/2+41/2 T 2 (a+1/4)2+(V/7/4)2

F4($) = %\%Arctan (%) = 27\7/?1AI'Ctan (@)

admet pour primitive
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