
TD 18 - Corrigé

Exo 1 : a) On a D1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
a b− a c− a
a2 b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣∣∣ C2 ← C2 − C1, C3 ← C3 − C1

=

∣∣∣∣ b− a c− a
b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣ on développe suivant L1

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣ 1 1
b+ a c+ a

∣∣∣∣ on factorise C1 par b− a et C2 par c− a.

= (b− a)(c− a)(c+ a− b− a) = (b− a)(c− a)(c− b).

b) On développe suivant C4 :

P (x) = −1

∣∣∣∣∣∣
a b c
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ +x

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ −x2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ +x3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣
= −abcD1 + xD3 − x2D2 + x3D1.
On a factorisé dans le premier déterminant C1 par a, C2 par b et C3 par c.
Ainsi si D1 ̸= 0 i.e a, b et c 2 à 2 distincts alors degP = 3. Sinon P = 0.

c) On suppose a, b et c 2 à 2 distincts.
On a P (a) = P (b) = P (c) = 0 car dans le déterminant il y a deux colonnes identiques.
Ainsi P (X) = D1(X − a)(X − b)(X − c) car on a trouvé trois racines simples d’un
polynôme de degré 3 et de coefficient dominant D1.
Ainsi P (x) = (b− a)(c− a)(c− b)(x− a)(x− b)(x− c).
Puis en développant, on obtient P (X) = D1(X

3−(a+b+c)X2+(ab+bc+ca)X−abc) =
D1X

3 −D2X
2 +D3X − abcD1.

En identifiant les coefficients, on trouveD2 = (a+b+c)D1 = (a+b+c)(b−a)(c−a)(c−b)
et D3 = (ab+ bc+ ca)D1 = (ab+ bc+ ca)(b− a)(c− a)(c− b).

Exo 2 : On a

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + z x+ y + z x+ y + z x+ y + z

x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ par L1 ←
∑4

k=1 Lk

= (x+ y + z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ on factorise L1

= (x+ y + z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
x −x z − x y − x
y z − y −y x− y
z y − z x− z −z

∣∣∣∣∣∣∣∣ par Ci ← Ci − C1 pour i = 2, 3, 4.

= (x+ y + z)

∣∣∣∣∣∣
−x z − x y − x
z − y −y x− y
y − z x− z −z

∣∣∣∣∣∣ on développe suivant L1.

= (x+ y + z)

∣∣∣∣∣∣
−x+ y − z 0 y − x− z

0 −y + x− z x− y − z
y − z x− z −z

∣∣∣∣∣∣ par L1 ← L1 + L3 et L2 ← L2 + L3

= (x+ y + z)(y − x− z)(x− y − z)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 1

y − z x− z −z

∣∣∣∣∣∣ on factorise L1 et L2.

= (x+ y + z)(y − x− z)(x− y − z)[−z − (y − z)− (x− z)] d’après la règle de Sarrus.
= (x+ y + z)(y − x− z)(x− y − z)(z − x− y) .
Donc l’ensemble géométrique est l’union des quatre droites d’équation :
x+ y + z = 0, x = y + z, y = x+ z et z = x+ y.

Exo 3 : a) On peut développer par rapport à L1 puis par rapport à C1 et on obtient :
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Pn(x) = −xPn−1(x)− 1Pn−2(x)

b) On reconnâıt une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son polynôme caractéristique est
X2 + λX + 1 avec ∆ = λ2 − 4.

Si λ ∈ {2,−2} alors ∆ = 0 et un = (µ1n+ µ2)(−λ/2)n ∈ Vect C(n(−λ/2)n, (−λ/2)n).
Sinon il existe δ ∈ C∗ tel que δ2 = ∆ on pose q1 = −λ+δ

2 et q2 = −λ−δ
2 . L’espace est

alors Vect C(q
n
1 , q

n
2 ).

c) On a Pn(λ) + λPn−1(λ) + Pn−2(λ) = 0 donc Pn(λ) = µ1q
n
1 + µqn2 .

Or P0(λ) = 1 et P1(λ) = −λ = q1 + q2. Donc on résout le système et Pn(λ) =
qn+1
1 −qn+1

2

q2−q1
.

Donc Pn(λ) = 0 ssi qn+1
1 = qn+1

2 et q1 ̸= q2 ssi q1 = ωq2 avec ω ∈ Un+1 − {1} ssi

(−λ+ δ) = e2ikπ/(n+1)(−λ− δ) ssi δ = λ 1−eiθk

1+eiθk
= −iλ tan(θk/2) avec l’arc moitié.

Puis δ2 = ∆ = λ2 − 4. Donc λ2 − 4 = −λ2 tan2(θk/2)
puis λ2 = 4

1+tan2(θk/2)
= 4 cos2(θk/2).

Ainsi λ ∈ {2 cos
(

kπ
n+1

)
pour 1 ≤ k ≤ n} est l’ensemble des racines du polynôme.

Exo 4 : On a :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 . . . an

a1 0
...

...
...

. . . an
a1 a2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (
∏n

k=1 ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 . . . 1

1 0
...

...
...

. . . 1
1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
en factorisant les colonnes

= (
∏n

k=1 ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n− 1 1 . . . 1

... 0
...

...
...

. . . 1
n− 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 ←

∑n
k=1 Ck

= (n− 1) (
∏n

k=1 ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

1 0
...

...
...

. . . 1
1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
on factorise C1

= (n− 1) (
∏n

k=1 ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0

1 −1
...

...
...

. . . 0
1 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ck ← Ck − C1

= (n− 1) (
∏n

k=1 ak) (−1)n−1.

On note U =

(
1
...
1

)
et B = (e1, ..., en) la base canonique.∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 b1 . . . b1
b2 a2 + b2 b2
...

...
. . .

...
bn bn . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = detB(a1e1 + b1U, a2e2 + b2U, ..., anen + bnU)

= detB(a1e1, ..., anen) +
∑n

k=1 det(a1e1, a2e2, ..., bkU, ..., anen) + 0
par multilinéarité et avec det(..., U, ..., U, ...) = 0
=
∏n

i=1 ai +
∑n

k=1 bk
∏

i ̸=k ai =
∏n

i=1 ai (1 +
∑n

k=1 bk/ak).

Exo 5 :

∣∣∣∣∣∣
1 cos(a) cos(2a)
1 cos(b) cos(2b)
1 cos(c) cos(2c)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 cos(a) 2 cos2(a)− 1
1 cos(b) 2 cos2(b)− 1
1 cos(c) 2 cos2(c)− 1

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
1 cos(a) cos2(a)
1 cos(b) cos2(b)
1 cos(c) cos2(c)

∣∣∣∣∣∣
= 2(cos b− cos a)(cos c− cos b)(cos c− cos a) comme Déterminant de Vandermonde.
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Pour x ∈ R, on note D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c+ x b+ x . . . b+ x

a+ x c+ x
...

...
. . .

. . . b+ x
a+ x . . . a+ x c+ x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On a D(−a) = (c− a)n car la matrice est triangulaire supérieure et D(−b) = (c− b)n car
la matrice est triangulaire inférieure.

Puis D(x) = det(C1 + xU, ..., Cn + xU) avec C1, ..., Cn les colonnes et U =

(
1
...
1

)
. En dé-

veloppant et en remarquant que si le détermiant contient deux fois U alors il est nul, on

obtient : D(x) = det(C1, .., Cn) + x
∑n

k=1 det(C1, ...,

k−ieme︷︸︸︷
U , ..., Cn) = D(0) + xλ.

Ainsi D(0)− aλ = D(−a) = (c− a)n et D(0)− bλ = D(−b) = (c− b)n.

Donc D(0) = a(c−b)n−b(c−a)n

a−b .

On a Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c b 0

a c
. . .

. . .
. . .

0 a c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

= cDn−1 − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0

0 c
. . .

...
. . .

. . .

0 a c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

en dvt L1

= cDn−1 − abDn−2 en dvt C1.
Donc (Dn)n≥0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2
avec D0 = 1, D1 = c et D2 = c2 − ab.

Le polynôme caractéristique est X2− cX+ab puis ∆ = c2−4ab et q1 = c+
√
∆

2 , q2 = c−
√
∆

2 .

Ainsi Dn = λ1q
n
1 + λ2q

n
2 donne λ1 + λ2 = 1 et λ1q1 + λ2q2 = c. Donc Dn =

qn+1
1 −qn+1

2

q1−q2

Exo 6 : D1 =

∣∣∣∣∣∣
1 cos(a) tan(a/2)
1 cos(b) tan(b/2)
1 cos(c) tan(c/2)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 cos(a) tan(a/2)
0 cos(b)− cos(a) tan(b/2)− tan(a/2)
0 cos(c)− cos(a) tan(c/2)− tan(a/2)

∣∣∣∣∣∣
Notons ta = tan(a/2), tb = tan(b/2) et tc = tan(c/2).

On a cos θ = 1−tan(θ/2)
1+tan(θ/2) (Bioche universel)

Donc cos b− cos a =
1−t2b
1+t2b

− 1−t2a
1+t2b

=
2(t2a−t2b)

(1+t2a)(1+t2b)
.

PuisD1 =

∣∣∣∣∣
2(ta−tb)(ta+tb)
(1+t2a)(1+t2b)

tb − ta
2(ta−tc)(ta+tc)
(1+t2a)(1+t2c)

tc − ta

∣∣∣∣∣= 2(ta−tb)(ta−tc)
1+t2a

∣∣∣∣∣
ta+tb
1+t2b

−1
ta+tc
1+t2c

−1

∣∣∣∣∣= 2(ta−tb)(ta−tc)(tb−tc)(1−tatb−tatc−tbtc)
(1+t2a)(1+t2b)(1+t2c)

.

D’après la règle de Sarrus :∣∣∣∣∣∣
1 cos(c) cos(b)

cos(c) 1 cos(a)
cos(b) cos(a) 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 2 cos a cos b cos c− cos a− cos b− cos c

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
a b 1 1
a2 b2 2a 2b
a3 b3 3a2 3b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a b− a 1 0
a2 b2 − a2 2a 2b− 2a
a3 b3 − a3 3a2 3b2 − 3a2

∣∣∣∣∣∣∣∣ C2 ← C2 − C1 et C4 ← C4 − C3.

= (b− a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a 1 1 0
a2 b+ a 2a 2
a3 b2 + ab+ a2 3a2 3(b+ a)

∣∣∣∣∣∣∣∣ en factorisant C2 et C4.
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= (b− a)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a 0 1 0
a2 b− a 2a 2
a3 b2 + ab− 2a2 3a2 3(b+ a)

∣∣∣∣∣∣∣∣ C2 ← C2 − C3

= (b− a)2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0

b− a 2a 2
b2 + ab− 2a2 3a2 3(b+ a)

∣∣∣∣∣∣ en développant L1

= (b− a)2
∣∣∣∣ b− a 2
(b− a)(b+ 2a) 3(b+ a)

∣∣∣∣ en développant C2

= (b− a)3[3(b+ a)− 2(b+ 2a)] = (b− a)4.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x b
1 a b x
1 b a x
1 x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 a− x b− x x− b
1 b− x a− x x− b
1 0 0 a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣ par transvections sur les colonnes
=

∣∣∣∣∣∣
a− x b− x x− b
b− x a− x x− b
0 0 a− b

∣∣∣∣∣∣ en développant L1

= (a− b)

∣∣∣∣a− x b− x
b− x a− x

∣∣∣∣ en développant L3

= (a− b)[(a− x)2 − (b− x)2] = (a− b)2(a+ b− 2x).
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