TD 18 - Corrigé

1 1 1 1 0 0
Exol: a)OnaDy=|a b c¢|=|a b-a c—a |Cy+Cy— (01,03 C3—C
a®> b 2 a? b —a® % —a?
= bg : 22 cg : 22| o développe suivant L,

=((b-a)(c—a) ‘b—ll—a c—|1—a‘ on factorise Cj par b —a et Cy par ¢ — a.

=Mb-a)(c—a)lcta—b—a)=(b—a)(c—a)(c—D).
b) On développe suivant Cy :

a b ¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(x)=—1|a®> b 2| +xla® b | —2%|la b c|4+2%|a b ¢
PRI RS N By B 2 B 2

= —abecDy + D3 — 22Dy + 23 D;.
On a factorisé dans le premier déterminant Cy par a, Cy par b et C5 par c.
Ainsi si Dy #0i.e a,b et ¢ 2 & 2 distincts alors deg P = 3. Sinon P = 0.

¢) On suppose a,b et ¢ 2 & 2 distincts.
On a P(a) = P(b) = P(c) = 0 car dans le déterminant il y a deux colonnes identiques.
Ainsi P(X) = D1(X — a)(X — b)(X — ¢) car on a trouvé trois racines simples d'un
polynome de degré 3 et de coefficient dominant D;.
Ainsi P(z) = (b—a)(c—a)(c = b)(z — a)(z — b)(z — ¢).
Puis en développant, on obtient P(X) = D1 (X3 —(a+b+c)X?+(ab+bc+ca)X —abe) =
D1X3 — D2X2 + D3X — abch.
En identifiant les coefficients, on trouve Dy = (a+b+c)D; = (a+b+c)(b—a)(c—a)(c—b)
et D3 = (ab+bc+ ca)Dy = (ab+ be + ca)(b — a)(c — a)(c — b).

0 z y = rt+y+z r+y+z rz+y+z x+y+z
z 0 =z T 0 z
Exo02: Ona y oz 0 z = y - 0 Za/j parL1%Zi:1Lk
z y x 0 z y T 0
1 1 1 1
_ z 0 z y .
=(r+y+2) y oz 0 on factorise L
z y x 0
1 0 0 0
_ T —r z—T Yy—z _ o -
—(x+y+z)y ey -y z—y par C; + C; — C; pour i = 2,3, 4.
z Yy—z x—2z2 —2

- z—T y-—x
=(@x+y+2)|z—y —y x—y|on développe suivant L.

y—2z2 Tv—2 —z
—rz+y—=z 0 Yy—T—2z
=(z+y+2) 0 —y+x—2z x—y—z| par L1 < L1+ Lz et Ly < Lo+ L3
y—z x—z —z
1 0 1
=(x+y+2)ly—z—2)(x—y—=2)| 0 1 1 | on factorise Ly et Lo.

y—z x—2 —z
=(z+y+2)y—z—2)(r—y—2)—2—(y—2) — (x — 2)] d’apres la régle de Sarrus.
=@+y+t2)y—z—2)(@-y—2)(z-z-y).

Donc I’ensemble géométrique est 'union des quatre droites d’équation :
r+y+z=0r=y+z,y=x+zet z=a+y.

Exo 3: a) On peut développer par rapport & L; puis par rapport & C et on obtient :
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Pn<.’17) = —xPn,l(x) — 1Pn,2(.’L')

b) On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son polyndme caractéristique est
X2+ AX +1avec A=)\ —
Si A e {2,—-2} alors A =0 et u, = (u1n + p2)(=A/2)™ € Vect c(n(—=A/2)™, (=A/2)™).
Sinon il existe § € C* tel que 42 = A on pose g1 = =5 et go = =2~
alors Vect ¢ (g}, 4%).

c) On a P,(A) + AP,_1(A) + P—2(X\) = 0 donc P,(A) = g + pgy.
Or Py(A) = 1 et Pi(A) = =\ = ¢1 + ¢2. Donc on résout le systeme et P,(\) =

1 1
aptt—gpt

q2—q1
Donc P, (M) = 0 ssi q"+1 = q;LH et g1 # g2 ssi @1 = wqo avec w € U,1q — {1} ssi
(=\+0) = e2Fm/(nFD (X — §) ssi 5 = )\L:zg: = —iAtan(f/2) avec I'arc moitié.
Puis §%2 = A = )\2 4. Donc \? — — A2 tan?(0/2)
puiS )\2 = MTM = 4COS (0k/2)

Ainsi A € {2cos ( T ) pour 1 < k < n} est ensemble des racines du polynome.

+1
0 ay ... ap o1 ... 1
Exo4: Ona: |" 0 = (ITi—; ar) Lo | en factorisant les colonnes
ay az .. 0 1 1 0
n—1 1 1
n 0 n
(ITx=1 ar) ] 14 2kt Ck
: 1
n—1 1 ... 0
11 1
1 0
=(n-1)ITi; ax) on factorise C4
: 1
1 1 . 0
1 0 0
n 1 71 S
= (n - 1) (Hk:l ak) ] ) _ Cp+ Cy—C4
o .0
1 0 ... -1

= (n = 1) (Ix=y ax) (=1)"

1
On note U = () et B=(eq,...,en) la base canonique.
i
a1 + by by ce by
bg as + b2 b2
. . _ . = detg(arer + b1U, azez + baU, ..., aney, + b, U)
bn by cee GpF by

=detg(aier, ...,anen) + > p_y det(arer, azes, .., by U, ..., anen) + 0
par multilinéarité et avec det(...,U,...,U,...) =

= [l ai + 225, b Hi;ﬁk a; = [Timy @i (1+ 3220, br/ax).

1 cos(a) cos(2a) 1 cos(a) 2cos?(a) —1 1 cos(a) cos?(a)
Exo5: |1 cos( ) cos(2b)| = cos(b) 2cos?(b) —1| =2|1 cos(b) cos?(b)
1 cos(e) cos(2c) 1 cos(c) 2cos?(c) —1 1 cos(c) cos?(c)

= 2(cosb — cosa)(cos ¢ — cosb)(cos ¢ — cosa) comme Déterminant de Vandermonde.
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c+z b+zxz ... b+x
Pour = € R, on note D(z) = atr et .
: . b+
a+x a+x c+x

On a D(—a) = (¢ — a)™ car la matrice est triangulaire supérieure et D(—b) = (¢ — b)™ car

la matrice est triangulaire inférieure.

1
Puis D(x) = det(Cy + 2U, ..., C,, + 2U) avec C4,...,C), les colonnes et U =

. En dé-

i
veloppant et en remarquant que si le détermiant contient deux fois U alors il est nul, on

k—ieme

NS
obtient : D(z) = det(Cy,..,Cp) + &Y p_, det(Cy, ..., U ,...,Cp) = D(0) + zA.

Ainsi D(0) — aX = D(—a) = (¢ —a)"™ et D(0) —bA = D(—b) = (¢ —b)".
Donc D(0) = ale=b)" —b(e=a)"

a—b
c b 0 a b 0
OnabD,=|" ¢ :ch_l—b(? © - en dvt Ly
0 a ¢ 0 a ¢

n
=cD,_1 —abD,_5 en dvt Cj.
Donc (D,,)n>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2
avec Do =1,D; =cet Dy = c? — ab.

Le polynéme caractéristique est X2 —cX +ab puis A = ¢ —4ab et ¢; = CJF;/Z L2

n+1l

Ainsi Dy, = A1q7 + A2qy donne A\ + A2 =1 et A\yq1 + A2¢g2 = ¢. Donc D, = 4
1 cos(a) tan(a/2) 1 cos(a) tan(a/2)

q1—q2

Exo 6: Dy =1 cos(b) tan(b/2)| =1|0 cos(b) —cos(a) tan(b/2)— tan(a/2)

1 cos(c) tan(c/2) 0 cos(c) —cos(a) tan(c/2) —tan(a/2)
Notons t, = tan(a/2),t, = tan(b/2) et t. = tan(c/2).

c—VA
R

n+1
2

1—tan(0/2 . .
On a cosf = HETM (2B10che2umversei) )
_ 1t -2 22—}
Donc cosb — cosa = 1+t§ e m
2(ta—tp) (tatts) tr —t ta+ty -1
Puis Dy = |, 0+65) b el 2(ta—te)(ta—te) | 1HE — 2(ta—ts)(ta—te) (ts—te) (1—tatp—tate—tyte)
2<(t1a:2¢))((1ti;t)c> to—t, 1+42 %njt; -1 (1+e2)(1+63) (1+82)
D’apres la regle de Sarrus :
1 cos(c) cos(b)
cos(c) 1 cos(a)| =1+ 2cosacosbcosc — cosa — cosb — cos ¢
cos(b) cos(a) 1
1 1 0 0 1 0 0 0
a b 1 1 a b—a 1 0
a® b 2a 26| |a® ¥ —a® 2a 2b-2a Co = Co = Cret Cy = Gy = G,
a® b 3a® 3b° a® b —a® 3a® 3b% — 3a?
1 0 0 0
=(b—a)? ;2 b _il_ a 21a g en factorisant Cy et Cy.
a®> v +ab+a? 3a® 3(b+a)
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1 0 0 0
o y2la 0 1 0 B
= (b a) a2 b—a % 9 Cy+ (Cy—C3
a® b2 +ab—2a%2 3a®> 3(b+a)
0 1 0
= (b—a)? b—a 2a 2 en développant L,
b2 +ab—2a%> 3a%? 3(b+a)

b—a 2
(b—a)(b+2a) 3(b+a
(b—a)®B(b+a) —2(b+2a)] = (b—a)’.

) en développant Co

1 =z = b
1 a b =x
1 b a x
1 2 = a

0 0 0

1
1 a—x b—2 x—-0 .
1 bew a—xz z—pl P transvections sur les colonnes

1 0 0 a—>b

a—x b—zx -0
=|b—xz a—x x—b|en développant L

0 0 a—>b
=(a—0b) Z:i z:x en développant Lg

=(a—b)la—2)?>—(b—-2)=(a—0b)?(a+b-21).

N.Provost LMB-PCSI1



