19.1 Recherche d’équivalent

TD 19 - Corrigé

19.1 Recherche d’équivalent
Exol: a) Onan®+4+3n% -5~ n'carl =, o(n?) etn®=,, o(n*).
b) On a 3™ —n® 4+ 10 ~; o 3" car 1 =, 0(3") et n® =, 0(3")
¢) On aln™(n) 43" —n? ~; o In"(n) car n® =, o, 0(3") et 3" =, o, o(In"(n)).

In"(n) _ (Wn)\" _ . 6
En effet T 3 > 2" — 400 pour n > e°.
3n 4 2nn2 3n
d) On a ~loo .
) In®(n) — n? oo _p2
2"n? 2\"
Car 3: = (3) n? — 0 donc 2"n? =, o, o(3").

Et In?(n) =, « o(n?).

Inn

e) On aln(l+n)In(1+ l) ~too ln(n)l = —. Car In(1 + z) ~yo .
n n n

f) OnaVAn + 1 —2vn=2n((1+1/(4n)Y/? - 1)

11 1 n
—ava (it o (M) )~y V8
24n n 4n

Et v/(n+1)3 — ny/n = n?/? ((1+1/n)3/271)

31 1 3
= 32(1+2=+ Z ) =1 ~ 2pl/2
oo (( 2n 0<n) ) oo 2n

Vin+1-2 “1274 0 1
Donc nt \/ﬁ n /*—.

Vi r 1P —nyn 7 3nl2/2 7 6n

asia>1

Onal+a”+n®~
g) +Oo{n°‘sia§1

Et In” 4+n% ~ o n® car o > 0.
n

D 14+ a™ +n® a—asia>1
OnCﬁf\ufoo ’I”L.
n-n-rn lsia<l1

h) On a v/n* +3n —n® = n? ((1 +3/n%)2 - 1)
13 1 1
_ .2
i) Onaln(l+2) ~y 0z et l—e® ~y 0 —2x.

Donc 1 — 621“(1+%) =10 1— e2/nto(l/n) -2

Foo T
n
1 1
j) Onaln (n + 5) —Inn=Ihn+In(14+n7"% —Inn=In14+n"°) ~ 5
n n
. 1 1 .
k) On a sin (1 — Cos ) ~ioo 1 —cos— carsinz ~y 50 T.
n n
b
2n?’
1 1 2
1) On note z,, = — — 0. On a In(cos —) 4 cos(tan —) — 1 = In(cos x,,) + cos(tan(2z,)) — 1
n n n
=2, 0 In(1 — 22 /2 + o(x3)) + cos(2x,, +o(22)) — 1
5
=200 =2 /2 4 0(23)) + 1= (220)%/2 4 0(@7)) = 1 ~a, 0 = 5T = oo —

1 1 1
m) Onasinln(l—i—w) ~+Ocln(1+2n2> oo 53

Puis cosz = 1 — 2%/2 + o(23) donc 1 — cos — ~ 4o
n

5
on’
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19.2 Recherche d’équivalent de suite autonome

Exo 2: On ae" — e’ = e (e" " — 1) ~ € (u, — v,) car v, — 0 et (u, —vy,) — 0.

19.2 Recherche d’équivalent de suite autonome

2 41— 2u, n—1)2
Exo 3: a) Onaun+1—un:u”+2 Y :(u 5 ) > 0. Donc la suite est croissante.

1 2
En posant f(z) = tr croissante sur ]0,1[. On trouve f(]0,1[) =]f(0), f(1)[=
]1/2,1[. Donc Uintervalle est stable par f et par récurrence Vn € N, u,, €]0,1][.

D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite est croissante et majorée. Donc
elle converge vers [ €]0, 1] un point fixe. Puis f(I) =1 ssil = 1.

1 1 2 1
b) O te v, = — = _
) Onnote v Upp1— 1 up—1 w2 -1 wu,—1
_ 2= tl) -1l
(= D(un+ 1) u, +1 2
n—1
¢) D’apres le Lemme de Cesaro Z Vi ~n—too —N/2.
k=0
i 1 1 1
Or kzovk = —— p— ~ oo w1 par télescopage.
-2 2 1
Donc u, —1 ~ —. Clest a direu,, =1——+o0 <)
n n n

up —2up+1  (up —1)?
g O w

> 0.

Exo4: a) Pourn>1,onécritn=%k+1. Onaug —2=
Donc u, = ugy1 > 2> 1.

1 . .
b) On a uy,4+1 — up, = — > 0 donc la suite est croissante.
n

¢) On suppose par l'absurde que u,, est majorée alors elle admet une limite finie [ > 1 tel
que [ =1+ 1/l donc 1/1 = 0 est absurde. Puis la suite est croissante et non majorée
donc u,, — +oo.
d) Onav, =ul —ul = (up + 1/ uy)® —ul =2+ 1/u — 2 car 1/uz, — 0.
n—1
e) D’aprés le lemme de Cesaro u? = u2 + Z Vk ~too Up + 20 ~ 2n.
k=0
Donc uy, ~400 Von.

Exo5: a) On a upr1 —u, = ¢ “* > 0. Donc la suite est croissante. Si il est majorée alors
elle tend vers I € R tel que I = 14+ e~'. Or e=! = 0 est absurde. Donc (Un)n>0 €st
croissante et non majorée. Puis u,, — 400.

b) On note v, = e+t — e = e"" (exp(Uupt1 — Un) — 1)
=" (exp(e ") —1) =e" (1+e " +o(e ") —1) car e " — 0.

=1+4o(1) — 1.
n—1
¢) On en déduit e* = e"* 4+ Z v ~ e +1n~n=n+o(n).
k=0

Donc u, = In(e*") =In(n + o(n)) = In(n) + In(1 + o(1)) = In(n) + o(1) ~ In(n).
Exo 6: a) On awu; = sin(ug) €]0,1] qui est un intervalle stable par sin.

Donc pour tout n > 1,u,, €]0,1].

On note g(z) = sinx — x dérivable sur |0,1] avec ¢’(x) = cosz — 1 < 0.

Ainsi g est décroissante et g(z) < g(0) = 0.

Donc up+1 — up = g(uyn) < 0 pour n > 1 et la suite est décroissante.

Elle converge vers un point fixe tel que g(I) =1 et [ € [0,1] donc I = 0.
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19.3 Développement limité

3

—u
b) On a tyy1 — Uy = sin(uy) — Up = tp — ud /6 4+ o(ul) — u, ~ 6"
1 1 uZ  —u? —
¢)Onav,=—5 - —5— = ”;1 "~ (un u")iu"+1 + tn) Car Upi1 ~ Up
U, un+1 unun+1 Up,
(/62 1
ud 3
1
Donc v,, — -3
1 1 &K
d) Ona—QZ—Q—kaNf.DoncunN 3/n.
Up UG = 3

19.3 Développement limité

Exo 7: a) On a exp(sinz) = exp(z — 2°/6 + o(2?))
=20 1+ (z —23/6) + (. — 2%/6)? /2 + (x — 2°/6)3 /6 + o(2®)
=0 L+ 2+ 2%/2 4 o(z®)
b) On aIn(cosz) = In(1 — 2%/2 + 2* /24 + o(z*))
o —(2?/2 — 21/24) — (22/2)%/2 + o(a)
=z—0 —.1'2/2 - 1‘4/12 + O(J'A)
1
c) On a R
=0 1+ (22 + 23) + (2% 4+ 2%)2 + o(2”)
=, 0 l+ 22 +23+2*+22° + 0(x5)
d) On a (14 z)* = exp(zIn(l + z))
=20 explz(z — 22 /2 + 2 /3 4 o(2?))
=po0 1+ [2° = 2/2 + 2% /3] + [2°]2/2 + o(a?)
=0 1+ 22 — 2%/252% /6 4 o(z?)
! 1+tanzx
. [1 - tanx}
=1In(1+tanz) — In(1l — tanz) = f(z) — f(—=x).
On a f(z) = In(1 +tanz) =, o In(1 +x + 23/3 + o(z*))
=0 (@ +2%/3) — (x +23/3)%/2 + 23 /3 — 2* /4 + o(z*)
=20 @ — 22 )2+ 2233 — T2t /12 + o(z)
Donc f(x) — f(—2) =40 2 + 423 /3 + o(z®).
1+
f) On pose f(x) = Arctan (1 e
(14 22) —2(1 + )] /(1 + 22)*
1+(1+ :v)2/(11+ 2x)?

> de classe C™ au voisinage de 0.

On a f'(z) =

(1+22)2+ (1+2)2 2+ 6a + ba?
~1 1

T2 143z +522/2
-1
=20 7(1 — 3z + 52%/2) + (32)% + o(2?))
a0 (Z1/2) + (3/2)a — (13/4)2° + o(a?)
Donc en primitivant f(z) =, 0 f(0) — /2 + 32%/4 — 1323 /12 + o(2?)
avec f(0) = Arctan (1) = 7/4.
Exo8: a) Onaz®lnz —, 00 et 22 -1, —1 donc 1ign fo = 0 et la fonction se prolonge

par continuité en 0.
(14 h)*In(1 + h)
(I1+h)2-1

On note x = 1+ h au voisinage de 1. On a f,(1+h) =

N.Provost LMB-PCSI1



19.3 Développement limité

b)

Exo09:

c)

(T4 ah+o(h))(h—h?/2+0(h?)  h(l+(a—1/2)h+o0o(h)) 1
- 2h + h? - 2h(1 + h/2) )

Donc la fonction se prolonge par continuité en 1.

Le développement limité en 1 donne :

f(L4+h) =ns0 %(1 +(a—1/2)h+o(h))(1 —h/24 o(h)) = %(1 + (a — 1)h + o(h)).

-1
Donc f est dérivable en 1 et f/'(1) = a 5
La définition de la dérivabilité en 0 donne :
fa(x) — fa(0) 2 'Inz . Osia—1>0

z—0 x?—1 +oosia—1<0
Donc f, est dérivable en 0 ssi a > 1.

a) On réalise le développement limité de ST :
24 cosx
sin x—23/6 + 2°/120 + o(z5)

2+cosz “02+1 —22/2 + x4/24 + o(a5)

=, 0 g(l —2%/6 + 2 /120 + o(x®))

1—(22/6 —2%/72 4 o(x?))

0 g(l — 22/6+ 2% /120 + 0(2°)) (1 + (22/6 — 2*/72) + (22/6)2 + o(2?))
—o 2(1 +(1/120 — 1/72 + 1/36 — 1/36)z* + o(z*))
z—0 g _ % + O(xS) .
simf(x X X
Done 24 cf)szm) T 37 540
On a (Arcsinz)’ = 711_7 =(1-a)V2 =, p1- %(—xQ) + %x4 + o(z”)

Donc Arcsinz = 0+ x + 2% /6 + 32° /40 + o(2%)

Et tantanz =, o tan(z + 2 /3 + o(z*))

=0 (@4 2%/3) + ()2 /3 + o(z?) =40 = + 22 /3 + o(z?).

Donc tan(tanz) — Arcsina =, ¢ 22°/3 — 2% /6 + o(x?)

~z—0 $3/2

Onaz®Vr—1+a2°=21—1-2)"%) =02°(1 - (1 —2/3+0(z)))
~r—0 1‘4/3

a) Onax —sinz =, 0z — (z — 2°/6 + o(23)) ~p0 23/6.

Et sh3z ~py0 To.

r —sinz /6 1

Donc ~p) — —
h3z ¢ x3 6

S

1
On pose = = 7 pour h — 0.

Onaf(x)x(l+i)x6x2ln (1+310)

1 e
=1+ h)t/h — 2z In(1+h)

=h-0 %exp LIL In(1+ h)} - %(h — h%/2 + o(h?))
_— %exp(l —hf2+ oh) ~ ¥+ £ + (1)
e(l —h/2+ o(h)) e

e
= - =+ = 1) =o(1).
h—0 h h+2+0() O()

Donc f(z) = z— 400 0.
On pose x = 7/2 + h avec h — 0.
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19.4 Avec recherche d’idées

2 1

72—’_7.
C(iS z Insinz

On ag(z) =
2
sin® h + Incosh
_ 2lncosh — sin? h
~ sin?hlncosh
Or Incosh =0 In(1 — h2/2 4+ h*/24 + o(h*))
=n—o (/2 — h'/24) + (h*/2)” + o(")
=n—0 h?/2 + 5h* /24 4+ o(h*)
Et sin® h =, .o (h — h*/6 + o(h?))*
= 1% — h*/3 4 o(h?).
Donc 21Incos h — sin® h ~j,_, 3/4h*
3ht/4 3
“ho0 hEpz Y

puis g(m/2 + h)

19.4 Avec recherche d’idées

Exo 11: a) On a tan’(z) = 1 + tan®z.
En partant de tanz =, ,o = + 2%/3 + 22°/15 4 o(x%), on en déduit :
tan’(x) =50 1 + (z 4+ 2%/3 + 22°/15)% + o(2%)
=0 1+ 2% +22*/3 4+ (1/9 4 4/15)2° 4 o(2°).
Puis en primitivant on trouve :
tanx =, 0 x + 23/3 + 22° /15 + 1127 /315 4 o(z").
b) De méme la formule th'(z) = 1 — th?(z) et tha ~yu_o .
On trouve th'(z) =,_,0 1 — 22 + o(z?)
donc th (z) =40 x — 2°/3 + o(z?).
En trois étapes on abouti a :
th (2) =50 v — 2%/3 + 225 /15 — 1127 /315 + o(z").
a + bx?

1+ cx?
=200 (@ +b2?)(1 — ca? + A2at — 320 4 o(2?))
=20 a4+ (b—ac)z® + (ac® — be)zt 4 (bc? — ac®)a® + o(zF).

a =1

Exo 12 : On réalise le développement limité de :

Donc l'ordre est maximal lorsque ¢ b —ac = —1/2
ac® —be =1/24
On obtient a =1,b = —5/12 et ¢ = 1/2.
6

Dans ce cas, f(z) ~g_0 (bc? — ac®)a® = %
Exo 13 : La fonction f est de classe C°° par opération sur | — 1, 4o0].

Pour z > —1,on a f'(z) = (x + 1)e” > 0.

Donc f est strictement croissante et continue donc elle réalise une bijection de | — 1, +o0[

vers f(] — 1,+00[) =] — 1/e, +00.

De plus f est C*°, f’ ne s’annule pas et f est bijective.

Donc f~! est C™ sur | — 1/e, +-o0l.

On a f~1(0) = 0 car f(0) = 0.

Puis f(z) =p_0= 2 + 2% + o(x?)

et 1 (y) =y—0 0+ ay + by* + o(y?)

doivent vérifier f~1(f(x)) = x.

Donc f~1(f(x)) = a(z + 22) + b(x + 2%) + o(2?) = azx + (a + b)x? + o(2?) = .

Par unicité du développement limité, on trouve a =1 et b = —1.
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19.5 Problémes

Exo14: a) Ona f de classe C°° sur R et f/(z) = —2— —1 o k)
x014: a) Ona e classe sur R e x) = —1= .
1+ 22 1+ 22
Donc f est continue et strictement décroissante. D’apres le théoreme de la bijection
continue, f réalise une bijection de R dans R.

En effet lim f = —o0 et lim f = 4-o00.
+oo —o0

4

b) On a f(z) =In(1 +2?) — 2 =, 0 (2* — % +o(z) —

st 4
=0 —T+1°— el + o(z*).
¢) La fonction f est de classe C™ et f’ ne s’annule pas au voisinage de 0 donc f~' est
également de classe C* au voisinage de f(0) = 0. D’apres la formule de Taylor-Young,
il existe un DL f~*(y) =40 ay + by? 4 cy® + dy* + o(y).
On obtient = f~(f(x))
=0 a(—x + 2% —2*/2) + b(—z + 22)? + c(—2 + 2 + d(—2)* + o(2?)
=20 —ax + (a + b)2* + (—c — 2b)a® 4+ (—a/2 + b + 3¢ + d)z* + o(x?)

Donca=-1,b=1,c=-2et d=

2

Exo15: a) Ona f(z) = o(2?) car fif) = zsin(1/z) —,—0 0. Donc f admet un DLy(0).

Si par I'absurde, f admet un DL3z(0) alors f(x) = cx® 4 o(x®) car on peut le tronquer
en f(z) =0+ o(x?).

Donc f(f) —a0 ¢ Or L;E) = sin(1/z) n’admet pas de limite en 0. Absurde.
T x
b) On a f(z) =4—0= 0+ 0z + o(z). Donc f se prolonge de classe C* en 0 avec f(0) =0
et f'(0) =0.

¢) Soit # # 0. On a f'(z) = 322 sin(1/x) — 2 cos(1/x).
f'(x) = '(0)
z—0

Donc = 3zsin(1/z) — cos(1/z) ~z—0 —cos(1/x) n’admet pas de limite.

Donc f’ n’est pas dérivable en 0.
Ainsi f n’est pas prolongeable de classe C? malgré Iexistence d’un DL (0).

19.5 Problémes

Nk
D (Va4 o(a)

n
Exo 16 : a) On a Arctan/x =, o Z
k=0

_ . (_l)k k n+1
=0 \/§I§2k+1x +o(z")

~ (=D

k n
T + o(z™) est un DL, (0).

Donc f(z) =4—0 (1 + z)

k=0
b) A lordre 1 on trouve : f(x) =40 (1 +2z)(1 —2/3) +o(z) =1+ gx + o(z).

2
Donc f est prolongeable de classe C' en posant f(0) =1 et f(0) = =.

3
1+ 22

¢) On pose g(z) = Arctan (z) de classe C*° sur R*.
14+22 1

rz 1422

-1
On a ¢'(x) = (— + 1)Arctan (z) +
T

(22 — 1)Arctan (z) + @
B 2

T
2

= g L (Arctan (z) +
x

2 -1
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19.5 Problémes

Exo 17 :

Puis on étudie h(z) = Arctan (z) + 2&0 T de classe C* sur R — {—1,1}.
22—
1 2 1) — 242
1+ 22 (22 —1)2
(@t =222 +1) — (2t + 227 + 1)
T
_ —4z? <0
(ta?)(e? =12
Donc h est décroissante avec h(0) = 0, I}mh = —00, lir+nh = 400 et Emh =m/2.
H 1 s

Donc h < 0 sur ]0,1[ et 2 > 0 sur |1, +oo].
Puis ¢’ > 0 sur R, donc g croissante.
Puis f(z) = g(v/z) donc f est croissante sur R, .

1
Onposeh:ﬁﬁo.

On a f(1/h%) = 1+ (/h)?

a/m Arctan (1/h)

1+ h? 1
= — 1 (/2 — Arctan (h)) car tan(w/2 — 0) = —
=h-0 (3 +h)(w/2 = b+ o(h))

™ ™
—h—0 % -1+ gh + O(h)

m T 1

TVT =1+ 1 +o(—=).
2\/5 +3 7z + o ﬁ)
a) f est de classe C®° sur R, f/ (x) = e+ 2z —net f)(z) =€e"+2>0.
Donc f], est strictement croissante et continue sur R.

Elle réalise une bijection de R vers f; (R) =] — 0o, +00[ en calculant les limites.
Donc il existe un unique x,, € R tel que f, (z,) = 0.

Donc f(z) =s—+00

Pour z < @y, f}(z) < f)(z,) = 0 donc f,, est strictement décroissante sur | — oo, zy,
et de de méme f,, est strictement croissante sur ]z, +oo. Donc f, atteint en x, un
minimum global égale a u,, = f,(z,).

Puis f/(Inn) = ™" 4+ 2Inn —n =2Inn > 0 = f,(zx,) donc z, < Inn.

On a f](z,) =0 donc €*" + 2z, —n =10

puis z,, = In(n — 2z,) =Inn + In(1 — Qx—n)
n

=ioo Inn — In o(xp/n) car 0 < z,/n <lnn/n — 0.
Donc z,, ~+£ Inn.

On a puy, = fn(z,) =™ +:ci —nz,

=100 emmenn) 4 (lnn 4 o(Inn))? — n(lnn + o(Inn))
=100 7e°Y + (In?n 4 o(In?n)) — nlnn + o(nlnn)

=10 (n+0(n)+ (In*n+ o(ln®n)) — (nlnn + o(nlnn))
~too —nIn par croissance comparée.
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