TD 14 : Espace vectoriel

14.1 Sous-espace vectoriel

Exercice 1 (x) Montrer que F = {(uy)n>0 € RY tel que ¥n € N, up10 = 12u,41 — 36u,} est un
espace vectoriel avec deux méthodes.
Exercice 2 (x) Montrer que F = {y € C?(R,R) tel que Vt € R, 3" (t) + 4%/ (t) + 5y(t) = 0} est un
espace vectoriel avec deux méthodes.

Exercice 3 (x) Soit A € M, (R). Montrer que E = {M € M, (R) tel que AM = MA} est un
espace vectoriel.

Exercice 4 (x) Les parties de F(R,R) suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

a) A={f:R — R tel que f est monotone} c) C={f:R— R tel que f sannule}
b) B={f:R — R tel que f s’annule en 0} d) D={f:R— R tel que f est impaire}.

Exercice 5 (x) Soit £ = F(R,R), C I'ensemble des fonctions croissantes et
A ={f—gpour f,g € C}. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 6 (xx) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si (FF C G ou G C F)).

Exercice 7 (x%) (Complezifié de E') Soit E un R-espace vectoriel. On munit le produit cartésien
E x E de 'addition usuelle et de la multiplication externe par les complexes définie, pour (a,b) €
R2 et (z,y) € Ex E,par: (a+1b) - (z,y) = (a-z—b-y,a-y+b-x).

Montrer que E x F est un C-espace vectoriel.

Exercice 8 (x) Soit w € C. On note R - w = {x - w pour = € R}.
Montrer que R - w est un sous-espace vectoriel de C vu comme R-espace vectoriel.
A quelle condition R - w est un sous-espace vectoriel de C vu comme C-espace vectoriel 7

14.2 Espaces supplémentaires

Exercice 9 (*) On considere P = {(z) ER3telquez —y+2= 0} et D = Vecty (%)
Montrer que P et D sont supplémentaires dans R3.

Exercice 10 (x) Montrer que F' = {P € R[X] tel que P(1) = P(2) = 0} et G = Ry[X] sont
supplémentaires dans R[X].

Exercice 11 (x) Soient F' = {f € C}(R,R) tel que f(0) = f’(0) = 0}

et G={f:x+— ax+bpour a,beR}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C*(R, R).

x1

Exercice 12 (%) Soient H = {( :
Tn
Montrer que H et Vect (u) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R™.

1
>ER”telquexl—i—mg—i—...—i—xn:O} et u= <> € R"™.
i

Exercice 13 (xx) Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel E.
Montrer que Vect (AU B) = Vect (A) + Vect (B).
Comparer Vect (AN B) et Vect (A) N Vect (B).

Exercice 14 (%) Soient F' et G deux sous-K-ev d’'un K-ev E.
On considere H un supplémentaire de F' N G dans G.
Montrer que F' et H sont supplémentaires dans F' + G.
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14.3 Famille de vecteurs

. N 1 0 N 1
Exercice 15 (x) Dans R3, on consideére z = (711>7 y= (1) outacRetu= (%)
a
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que u appartienne a Vect (z,y).
Comparer alors Vect (x,y), Vect (z,u) et Vect (y, u).

Exercice 16 (x) Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles libres ? Si ce n’est pas le cas,
former une relation linéaire liant ces vecteurs :

a) (x1,x2) avec x; = (1) et xg = (é)

b) (z1,x2,3) avec x1 = ( ) ( ) et x3 = (%)
1 1
¢) (x1,2o,23) avec (%) To = ( 1) et 23 = (Zé)
d) (z1,22,23) avec x1 = (71 ) Ty = (51) et x5 = }1)
Exercice 17 (xx) On pose f1, f2, f3, fa : [0,27] — R les fonctions définies par :

fi(x) = cosz, fa(x) =xcosz, fa(x) =sinzx et fi(x) = zsinz.
Montrer que la famille (f1, fo, f3, f4) est libre.

Exercice 18 (%) Pour tout entier 0 < k£ < n, on pose fr : R — R la fonction définie par

fk (.’E) — ekm
Montrer que la famille (fx)o<k<n est une famille libre de F(R, R).

Exercice 19 (%) Pour tout n € N, on pose f, : © — z™. Montrer que (fo, ..., f) est libre dans
F(R,R).
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