DM4 : Probabilités et Polynome
a rendre le lundi 9 Mars 2026.

Exercice 1 : 1. On définit I’événement A, la m-iéme personne a la bonne information donc
pn =P(A,). B
On applique la formule de probabilités totales sur le systeme {A,,, A, }.
On apyi1 = P(Ap41) = P(An)Pa, (Ant1) +P(A_H)PA}L (Ant1) = pup+(L—pn)(1—p).

2. On reconnais une suite arithmético-géométrique p,+1 = (2p — )p, + (1 — p) avec
=1.

ite point fixe est I = 1/2 car (2p — 1)/2+ (1 — p) = 1/2. Donc (p, — 1/2) = (2p —
D" p = 1/2) = (2p— 1)1 /2.

_qyn—1
Done p, = @1

3.0nal0<p<ldonc—-1<2p—1<1puis (2p—1)" —,50 0 en tant que suite
géométrique. Donc p,, —n— 00 1/2. Au bout d’'un grand nombre d’étapes on ne peut
plus différencier le message original de son contraire. Il deviennent équiprobable.

Exercice2: 1. OnaY(Q)={0,1,2}.

Py |(X=-2) (X=-1) (X=0 (X=0) (X=1)|Py
Y =0) 0 0 1/6 0 0 1/6
(Y =1) 0 1/4 0 1/4 0 1/2
Y =2) 1/6 0 0 0 1/6 | 1/3
Px 1/6 1/4 1/6 1/4 1/6 1

2. Ona E(X) = §(-2)+ $(-1)+ 0+ J1+ 32 =0.
Puis E(XY) = 1(-2).2+ 1(-1).1+ to+ 111+ 122 =0.
Donc Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y) =0.
3. Les variables ne sont pas indépendantes.
Par exemple, P(Y = 0N X = —2) = 0 mais P(Y = 0)P(X = —2) = £ 1 #0.
Ceci fournit un contre-exemple a la réciproque de “indépendant implique décorrélé”.

Exercice 3: 1. On écrit P(X) = (X — a)(X — 8)Q(X) + R(X) avec R(X) = aX + b de degré

au plus 1.
P _ b _ P(0)-P(8)
On obtient () ot Ce qui se résout en “ ap(oéjfﬂp(a) .
P(B) =aBf+b b =—7"F"

Donc R(X) = P(a;:;;(ﬁ)X + aP(Bi:gP(a)_

2. (a) On a P(X) = (X — a?Q(X) + R(X) donc en dérivant :
P/(X) = 2(X-a)Q(X) H(X—a)?Q(X)+R/(X) = (X—a) (2Q(X) + (X — a)Q'(X))+
R(X).
C’est bien la division euclidienne de P’ par (X — «).
(b) On sait que R/(X) = a est contant donc P'(«) = a.
Puis P(a) = aa+ b permet d’obtenir b = P(a) — aP’'(«).
3. (a) Ona (A—3I)? = (A—3I)donc (A—3I)[A—3I—1]=0. Ainsi (X —3)(X —4)
est un polynéme annulateur de A.
En appliquant la premiere partie avec P(X) = X™, on trouve :
A" = R(A) = £ =584 43723401 = (4" — 3")A + (4.3" — 3.4") L.
(b) On a (B — al)? = 0 donc en appliquant la seconde partie avec P(X) = X", on
trouve B" = R(B) = na" !B + (a" — ana™ I =na""'B — (n — 1)a"I.
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