DS de Mathématiques n°7 - Corrigé

Exercice 1: 1. E = My(R),
(a) Fy et F5 sont des sous-espaces vectoriels
OnaF ={(2}) €Etlquea+d=0}={(22%) poura,b,c € R}
=Vectr [(§%).(58),(99)] est bien un sous-espace de E.
L’espace engendré Fp = Vect g([2) est également un sous-espace de E.

(b) Fy et Fy sont en somme directe
Soit M € Fy N F,. On peut écrire M = A = (3 §) car M € F.
Puis M € F; donne A+ X =0 dou A =0 puis M = 0g.
(c) Fy et F5 sont en somme totale
Soit M = (9Y) € E.
On recherche A € R tel que M = My + My = (aj‘ dfx) + As.
Donc My = M5 € F5 convient pour tout A € R.
Et My = (“* %) € Fissi (a—\) + (d—)) =0ssi A = %< convient.

Donc il existe bien une décomposition de M = M; + My € Fy + F5.
2. E =Rs[X],
(a) Fy et F5 sont des sous-espaces vectoriels
On a Fy = {P € E tel que P"(X) =0}
= {aX + b pour a,b € R} = R;[X] est bien un sous-espace de E.
L’espace engendré Fy = Vectg(X? — 1, X + 7X) est un sous-espace de E.
(b) Fy et Fy sont en somme directe
Soit P € F1 N F5.
On peut écrire P = (X% — 1) + B(X3 4+ 7X) avec o, B € R car P € Fy.
Puis P’ =2a+6XB =0 car P € Fy. Donc a = 3 =0 puis P = 0.
(c) Fy et F5 sont en somme totale
Soit P € E = R3|X].
On recherche une décomposition P = P; + P
=(P(X)—a(X?-1)+B(X3+7X)) + (a(X? = 1) + B(X? + 7X)).
Ainsi P, = a(X? — 1) + B(X® + 7X) € F; sans condition sur «, 8 € R.
Et Pp=P— (a(X?—1)+B(X>+7X)) € F; ssi 0= P/ = P" — (2a 4+ 6Xp).
P’ (0)
5

En évaluant en 0, on obtient o =

En dérivant puis en évaluant en 0, on trouve 8 =
Il reste a faire la synthese que le raisonnement n’a pas été fait par équivalence.

@) @)
En posant P;(X) = P(X)—Z 2(0) x2-F G(O)X?’, on peut reconnaitre une partie

de la formule de Taylor en 0. C'est & dire P(X) = Y27 _, P(Z!(O) Xk

D’ou P;(X) = P(0) + P'(0)X € F} est bien de degré au plus 1.
3. E=RN,

(a) Fy et F5 sont des sous-espaces vectoriels
On a Fi = Vect [(2")1,>0, (3")n>0] est un espace engendré.
Montrons que Fo = {(un)n>0 tel que up = w1 = 0} est non vide et stable par
combinaison linéaire.
La suite nulle (0),>0 € F» car ses deux premiers termes sont nuls.
Soit (U )n>0, (Vn)n>0 € Fa et A € R. On pose (wy)n>0 = (Un)n>0 + A(Vn)n>0-
On a wy = up + Avg = 0 et w1 = ug + Avy = 0. Donc (wy,)n>0 € Fo.

(b) Fy et F5 sont en somme directe
Soit (un)n>0 € F1 N Fy. 1l existe a,b € R tel que u, = a2™ 4 b3"™ pour tout n € N
car (Up)n>0 € F1. Puis 0 =ug =a+bet 0 =wu; =2a+ 3b donne biena=b=0
donc (up)n>0 = Op est la suite nulle.

P®(0)
-
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(c) Fy et F5 sont en somme totale
Soit (un)n>0 € E une suite quelconque.

On recherche une décomposition du type u, = (a2™ + b3") + (u, — a2™ — b3").

Elle convient ssi w,, = (u, — a2™ — b3™) vérifient wg = wy = 0.

—a—"b 0 b
On résout le systeme vo—a i {a +

ssi
up —2a—3b =0
On trouve a = 3ug — uy et b = u; — 2ug qui conviennent.

Exercice 2: 1. Soit z € C.

Exercice 3 :

ssi CZCEB g 53 2 3
ssi 212 = 3% et 23 £ 3™
ssi z € /3Up et z ¢ v/3Use™/3.

20 +3b =wuy

Donc Racc(P) = {\3/§exp(2ik7r/12) pour k=0,1,3,4,5,7,8,9, 11} sont les 9 racines
d’un polynéme de degré 9. Ainsi P est scindé a racines simples sur C.
Puis Py (X) = (X — ¥/3)(X — /3e™/0)(X — ¥/3e™/0) (X — /3e'™/?)(X — /3e~7/?)

X(X _ e/geziw/S)(X _ \S/ge—2i7r/3)(X _ \3/365”/6)()( _ %6_5”/6).
— (X _ %)(X2 _35/6) + 32/3)(X2 + 32/3)(X2 + 31/3x + 32/3)(X2 4 35/6 + 32/3).

On écrit Py(X) = A(X) +iB(X) avec A, B € R[X].

Ainsi A(X) =2X% - 3X3 -8X2+9X +6 et B(X)=6X>—11X%—3X +2.
Une racine réelle de P est une racine commune de A et B donc du PGCD(A, B). Par
le calcul, on obtient PGCD(A, B) = X? —(3/2)X —1 = (X —2)(X +1/2). Donc 2 et

—1/2 sont des racines de Ps.
Ona A(X) = (2X2 —3X — 2)(X2? - 3) et B(X) =
Donc Py(X) = (2X2% - 3X — 2)(X2? 4+ 3iX — 3 — ).

(2X2 - 3X —2)(3X — 1).

Le discriminant du facteur complexe est A = (3i)2 +4(3 +1i) = 3 +4i = (2 +14)2.
Donc les deux racines restantes sont % =1l—-det % =—-1-2.

Ainsi Po(X) =2(X —2)(X +1/2)(X — 1 +4)(X + 1 4 2i) est la factorisation sur C.
En appliquant la formule du binéme de Newton, on obtient : P3(X) = (X2 —1)3 — 1.

Soit z € C. On a P(z) =0ssi (22 —1)3 =1
ssi 22 —1€Usssiz?e{2,1+74,1+;%}
lercas:Onaz2:2ssize{\[,—\/§}.

2eme cas : Onaz?=1+j=1+iV/32=¢"/3ssi z € {6, eT7/6}.

3eme cas : Bt 22 =14 52 ssi z € {e~""/6,¢%7/6} Téquation conjuguée.

Donc on obtient 6 racines simples d’un polynéome de degré 6.

Pg(X) — (X _ \/?)(X 4 \/i)(X _ e”/ﬁ)(X _ e—iTr/6)<X _ e5i7r/6)(X _ e—5i7r/6)

= (X - V2)(X +V2)(X? = VBX +1)(X? +V3X +1).

1. D’apres la formule du binome de Newton, on a (X +4)2+1 = o7t (2nf1) x 2nt1-kik,
Done P,(X) = (535 () X3k - 5 () x4 )
0 si k est pair
=it (2";1)X2”+1*kik7§;i)k. avec ik*g;i)k =<1 si k= 1[4]

Donc P,(X) =3/, (

2n+1
21+1

~1 sik=3[4]
)X 2 H1=CHD (_1)! avec le changement d’indice k = 20+ 1

C’est a dire P, (X) = 27:0(_1)1(2n+1)X2(n—1)_

2l+1

C’est bien un polynome a coefficients réels. Son terme de plus haut degré est (2"1"r 1)X n,

Le degré est donc 2n et le coefficient dominant est 2n + 1.

N 2n+1
2. Soitze(C—{i}.Ona:Pn(z):Ossi(z—“) =lcarz#i

z—1
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ssi Jw € Ugpgr, 22 = w
ssi Jw € Ugpy1,2 = 5=5% avec w # 1

e2ikm/(2n+1) 4 1 1 s Y
Pour k € [1,2n], 2x = i Sy oy = an(er @Dy AVee I’arc moitié.

3. Pour1<k<mn,onal=(2n+1)—kvérifien+1<1<2n
et z; = tan(ﬂ'fk'n%/(2n+1)) = tan(k'n'/l(2n+1)) = "%k
Donc P, (X) = (2n+ 1) [[7" (X — z)

=(2n+1) k 1( _Zk)Hl n+1( ) .

= (2n+ D [Tim (X = 20) (X + 20) = 20+ 1) [T (X7 = 23).
En posant Q,(X) = (2n+ 1) [[{_,(X — 2}), on a bien P, (X) = Q. (X?).
Les racines de @, sont les 27 pour k € [1,n].

4. D ’apres le calcul de la question 1., le polynéme Q,(X) = 27:0(—1) (

2n+1 n— l
20+1 )X
bn 1

Il est de degré n et scindé a racines simples. La somme de ses racines est — . avec
b, =2n+1 (pour [=0)etb,_1 = —(2"+1) (pour [ =1).
Donc 37, m =Yk 2 = 2n1+1 (2n3+1> = W'
Probleme I : Polynéme de Legendre
1. (a) Ona @,(X)=(X?-1)"= X?"+ R(X) avec deg R < 2n.
En dérivant n fois, L,(X) = 2n(2n —1)...(n + 1) X" + R™(X)
(2")!X" + R™(X) avec deg R™ < 2n —n = n.
Donc L,, est de degré n et son coefficient dominant est (2")
(b) Ona Q,(—X) = ((-X)2—=1)" = (X2 - 1)" = Qn.(X) ebt un polyndéme pair.
Donc en dérivant n fois, on change n fois de parité.
Si n est pair alors L,, est pair et n est impair alors L,, est impair.
Ainsi L, (—X) = (-1)"L,(X) dans les deux cas.
(¢) On le démontre par récurrence finie sur k.
Initialisation. Pour k = 0, le résultat est évident.

Hérédité. Soit k < n. Supposons que Q%k) admettent —1 < a3 < ... < ap <1 au
moins k racines. On peut noter ag = —1 et ax11 = 1 de sorte que QP (a;) =0
pour tout ¢. En effet, 1 et —1 sont des racines de multiplicité n de @, donc ce
sont des racines des dérivées successives ng ). Puis d’apres le Théoreme de Rolle
dans Vintervalle [, a;11], on obtient une racine f; de la dérivée i.e. Q;Hl)(ﬂi).
On a ainsi construit —1 = ag < fp < a1 < P2 < ... < B < g1 = 1 qui sont
k + 1 racines distinctes dans Uintervalle | — 1, 1].

(d) On sait que multy(Q,) = mult_1(Q,) = n donc multl(Q%k)) = mult_q( (k))
n—Fk. On dispose de k autres racines dans |—1, 1] notée «; avec mult,, (Qr) > 1. En
calculant mult_4 ( (k))+mult1( (k))—i-zZ cmulty, (Qn) > 2(n—k)+k =2n—k =
deg( (k)) Or on a toujours ) multy( slk)) < deg( slk)). Donc il y a égalité, le
polynome est scindé et ses racines sont celles déja connues. En particulier, toutes
les racines sont réelles. D'ott QY est scindé sur R[X].

2. (a) Ona@y(X) =X -1)"X+1)"=(X-D)"(X-1)+2]"
= (X -1)"> 7, ()X —1)*27=F Q’apres la formule du bindme de Newton
= Yimo (D2 HX — 1),

(b) La dérivée n-itme de (X — 1)"+* est (n 4 k)(n + k — 1)...(k + 1) X% = R Xk,

Donc par linéarité, L, (X) =Y, (Z)Q"_k%()( — 1)k
Zk 0 krg(tf ':)'l 2n k(X - 1)k~

(c¢) Dans la somme le terme en k = 0 donne la valeur de L, (1) car les termes s’an-
nulent. Ainsi L, (1) = 2™nl.

Puis la parité de la fonction donne L, (—1) = (—1)"2"nl.
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Probléme II :

Pour calculer, L, (0) on doit adapter la méthode.

On développe Qn(X) = (X*—=1)" = 35 (i) (X2)5(=1)2"78 = 50 (=1)* (1) X**.
Puis par dérivation Ly, (X) = 32,5, (=1)*(}) Q(Ek)nXQk n,

Le terme constant est le coefficient de X°.

Si n est impair, il n’y en a pas et L, (0) = 0.

Si n = 2p est pair, alors il s’agit du terme pour k = p.

2
Done Ly (0) = (~1)7 (%) B = (-1)rEp=
Le polynéme L,, est pair ou impair. Donc dans tous les cas, le coefficient de X™~*
est nul. Donc la somme des racines est nulle.

Le produit des racines vaut (—1)" 22 = (1) L (0)

2n)!/n!"

Si n est impair ce produit est nul.

(2p)? _( 1)n/2 n!®

Si n = 2p est pair alors le produit vaut (—1)? pypE = (= eICYOEE

On peut effectuer une intégration par partie

= [L P®QE) dt = [P(H)Q — L POQ () dt = [0—0] — (P,Q').
On a <Ln, Q) = Sln), Q)= —(QSZI 1), Q ) en apphquant la question précédente.
Puis on peut réitérer pour obtenir +<Q51”72)7 Q"Y=..= (—1)’“(Q5L"7k), Q™).

Ainsi par récurrence immédiate, (L,, Q) = (=1)(Q,, Q™) = 0.

En effet, Q™ = 0 car deg@Q < n et (P,0) = 0 par calcul immédiat.

Sin > m alors Q = L,, est de degré m strictement plus petit que n. D’apres la
question précédente, (L, L) = (L,,Q) = 0.

Si n < m alors on peut observer que (L, Ly,) = (L, Ly,) car Iexpression de
I’énoncé est symétrique. Donc on obtient également 0 d’apres le ler cas.

La méthode de la question 3.(b) donne (L, L,) = (—1)"(Q,, L\™).

OrL,= %X” + ... d’apres la ler question. Donc LY" = (2n)!.

Il reste & calculer (—1)"(2n)! f_ll(ﬁ2 — 1) dt = (2n)!1,, avec I,, = f_ll(l — )" dt.
On peut effectuer une IPP avec 1, I,, = [t(1 — t2)]1_1 - f_ll t(=2t)n(1 — )"t dt.
Donc on obtient I,, = 2n f_ll t2(1 —t3H)n"lat

= 2nf - 121 —t?)tdt =2n[l, 1 — I,

Ceci donne la relation de récurrence, (2n + 1)I,, = 2nl,,_; ie. I,, = 5221, ;.

2 2n+1
_ 2n.(2n-2)...2 _(2™n)
- (2n+1).(2n71)...310 - (2n+1)!2'

2
Ainsi on obtient bien (L., L,) = %QQ"H apres simplification.

On en déduit par récurrence, I,

1. (a) La fonction f est C* par opération sur R*.
Pour n =0, Py(X) =1 et ¢y = 1 conviennent & I'expression recherchée.
On suppose connu P, et ¢, tel que f(™(z) = %
Donc f(V(z) = (PL(I)6’+Pn(I)ez)I("’;1:;QH)I”(Pn(w)e“cn)
= [IPn(z)+frPL(I)*(;LJJQ)PTL(fr)]8“+(n+1)cn
Donc Pyy1(X) = X P} (X)+(X —(n+1))P,(X) et ¢py1 = —(n+1)c, conviennent.
On montre par récurrence que ¢, = (—1)"nl.
Onacy=1=(-1)%!
Puis ¢y = —(n+ ey, = —(n+ 1)(=1)"n! = (=1)" L (n + 1)\
OnaPy=1,P=X-1,P=X?>-2X+2, P3=X3-3X?+6X —6.
Le polynéme P, semble unitaire de degré n.
On le démontrer par récurrence sur n € N.

L’initialisation est acquise pour n < 3.
On suppose que P,(X) = X" 4+ R(X) avec deg R < n.
On obtient P,11(X) = XP(X)+ (X — (n+1))[X™ + R(X)]
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= X" 4 [XP(X) = (n+ 1DX"+ (X — (n+ 1)) R(X)].
Il est bien unitaire de degré n + 1 car deg[XP.(X) — (n+ 1)X" + (X — (n +
D)R(X)] <n<(n+1).

(a) Onaxf(x) = e*—1 donc la maniére la plus simple est (zf(z)) D) = (e*)") = e*.
Puis d’apres la formule de Leibniz, (zf(z))™t) = ZZI& ("R fnti=k) (g)

=zfrt (@) + (n4+ DL (@) +0+...4+0

P z)e’—c P, (z)e” —c,,
% +(n+ 1)%_

On en déduit que 2" te” = [Poy1(z) + (n + 1)Py(z)]e” — (cpi1 + (n+ 1)cp) =
(P (2) + (n+ 1) Pa(@)]e”.
Donc P, 1(X) + (n+ 1)P,(X) = X" puis P, 1 (X) = X" — (n + 1) P, (X).

(b) En évaluant en 0 la relation précédente, on obtient P,41(0) = —(n + 1)FP,(0) qui
est la méme relation de récurrence que ¢,. Puis Py(0) = 1 = ¢y donc on obtient
bien que P,(0) = ¢, pour tout n € N.

(a) En combinant les résultats du 1.(a) P 1(X) = XP(X)+ (X —(n+1))P(X) et
du 3.(a) Ppy1(X) = X" — (n 4+ 1)P,(X). On trouve bien P, + P, = X™ aprés
simplification.

(b) Soit a € C une racine au moins double sur C alors " = P, («) + P/ () = 0 donc
a=0.0r P,(0) =c¢, = (—1)"n! # 0. Donc o = 0 n’est jamais racine. Absurde.

(¢) Le polynome est scindé a racines simples sur C. Donc le produit des racines est
(~1)42e = (=1)"P,(0) = n!.

(a) Ona P, , = X"t — P,y d’aprés la question 4.(a).

Or P,y1 = X" — (n+1)P, d’apres la question 3.(a).
Donc on obtient P, ; = (n+1)P,.

(b) Démontrons par récurrence P,(X) = (—1)"n! >, _, 71 ka
Initialisation. Py(X) = 1 convient & la formule.

Hérédité. On suppose que P, (X) = (=1)"n! Y, _ 0
L(=1)"n! >0 0 k, P s +¢py1 est la primitive telle que P,+1(0) = ¢py1. Apres

. Donc P11 = (n+

T
décalage des indices, on trouve : P, 1(X) = —(n+ 1), Sopt) & 1) XFtep =
Cn+1 ZnH (Gl 1) X% en ajoutant la constante pour k = 0.

n—1
¢) La somme est racine est —=*=t = —a,, | = —¢, -~ = n en prenant k =n —

dans la question précédente.

(*) On recherche la limite lorsque 2 — 0 du quotient f(™)(z) = %

EI; appliquant la régle de L’Hopital, on étudie le quotient (P”(f)ig”é(f))e = (nﬂf f;;n =

ni_l — n+1 Donc f(") se prolonge par continuité pour tout n € N avec f(™ ( )= n%_l

Ainsi f est de classe C*° sur R.
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