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Exercice 1 : Montrer que E = F1 ⊕ F2 avec :

1. E = M2(R), F1 =
{(

a b
c d

)
∈ E tel que a+ d = 0

}
et F2 = Vect R(I2).

2. E = R3[X], F1 = {P ∈ E tel que P ′′(X) = 0} et F2 = Vect R
[
X2 − 1, X3 + 7X

]
.

3. E = RN, F1 = Vect [(2n)n≥0, (3
n)n≥0] et F2 = {(un)n≥0 tel que u0 = u1 = 0}.

Exercice 2 : Factoriser en produit d’irréductibles les polynômes suivants :

1. P1 = X9 − 3X6 + 9X3 − 27 sur R[X].
Indication : Utiliser la formule an − bn = (a− b)× ....

2. P2 = 2X4 + (−3 + 6i)X3 + (−8− 11i)X2 + (9− 3i)X + 6 + 2i sur C[X].
Indication : P2 admet des racines réelles.

3. P3 = X6 − 3X4 + 3X2 − 2 sur R[X].
Indication : Utiliser la formule du Binôme de Newton.

Exercice 3 : Soit n ∈ N∗. On pose Pn = 1
2i

(
(X + i)2n+1 − (X − i)2n+1

)
.

1. Montrer que Pn est à coefficients réels. Préciser son degré et son coefficient dominant.

2. Déterminer les racines de Pn.

3. Montrer qu’il existe un polynôme Qn ∈ R[X] tel que Pn(X) = Qn(X
2).

En déduire les racines de Qn.

4. En déduire la valeur de
∑n

k=1
1

tan2( kπ
2n+1 )

.

Problème I : Polynôme de Legendre

Soit n ∈ N. On pose Qn = (X2 − 1)n et Ln = Q
(n)
n .

1. (a) Déterminer le degré de Ln et montrer que son coefficient dominant est (2n)!
n! .

(b) Montrer que Ln(−X) = (−1)nLn(X).

(c) Montrer que pour tout 0 ≤ k ≤ n,

Q
(k)
n admet au moins k racines distinctes dans ]− 1, 1[.

(d) En déduire que pour tout 0 ≤ k ≤ n,Q
(k)
n est scindé sur R[X].

2. (a) Montrer que Qn(X) =
∑n

k=0

(
n
k

)
2n−k(X − 1)n+k.

(b) En déduire que Ln(X) =
∑n

k=0
(n+k)!n!
k!2(n−k)!2

n−k(X − 1)k.

(c) Calculer les valeurs de Ln(1), Ln(−1) et Ln(0).

(d) Déterminer la somme et le produit des racines de Ln.

3. Pour tout couple de polynômes (P,Q) ∈ R[X]2, on définit ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

−1
P (t)Q(t) dt.

(a) Montrer que si P (1) = P (−1) = 0 alors ⟨P ′, Q⟩ = −⟨P,Q′⟩.
(b) En déduire que pour Q de degré au plus n− 1, ⟨Ln, Q⟩ = 0.

(c) Montrer que ⟨Ln, Lm⟩ = 0 si n ̸= m.

(d) (*) Montrer que ⟨Ln, Ln⟩ = (n!)2

2n+12
2n+1.
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Problème II : Soit n ∈ N. Soit f : R∗ → R définie par

f(x) =
ex − 1

x
.

1. (a) Montrer que f est de classe C∞ sur R∗ et que pour tout n ∈ N, il existe un
polynôme Pn ∈ R[X] et un nombre cn ∈ R tels que :

∀x ̸= 0, f (n)(x) =
Pn(x)e

x − cn
xn+1

vérifiant les relations de récurrence :

Pn+1(X) = XP ′
n(X) + (X − (n+ 1))Pn(X) et cn+1 = −(n+ 1)cn

(b) En déduire que, pour tout n ∈ N, cn = (−1)nn!.

2. (a) Calculer P0, P1, P2 et P3.

(b) Déterminer le degré et le coefficient dominant Pn.

3. (a) En calculant de deux manières
dn+1

dxn+1
(xf(x)), montrer que :

Pn+1(X) = Xn+1 − (n+ 1)Pn(X)

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, Pn(0) = cn.

4. (a) Montrer que Pn + P ′
n = Xn.

(b) Montrer que Pn est scindé à racines simples sur C.
(c) En déduire le produit des racines de Pn.

5. (a) Montrer que P ′
n+1 = (n+ 1)Pn.

(b) En déduire que Pn(X) = (−1)nn!
∑n

k=0
(−1)k

k! Xk.

(c) Déterminer la somme des racines de Pn.

6. (*) Montrer que f se prolonge en 0 en une fonction de classe C∞.
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