DS 6 de Mathématiques n° 6 - Corrigé

Exercice 1 : On pose Q = P5([1, 10]) avec un aléa w = {b1, ba, b3, by, b5} les cing boules tirées.
a. Il y a cinq boules paires donc une seule issue favorable w = {2, 4,6, 8,10}.
La probabilité est CaT(Q) (10) =1/252.

b. On note B événement ’extraire les bleus’. On a B = {{3,4,5,b1,b2} pour by #
b, non bleu}. Donc Card (B) = Card (P2({1,2}w[6,10])) = (I) = 21 et P(B) = 1/12.

c. On note C Péveénement au moins une de chaque couleur. On a ¢ = JBU BRU RJ
avec JB des tirages avec des jaunes et des bleus, BR des bleus et des rouges et RJ
des rouges et des jaunes. On a JBNRJ = () car il n’y a que 2 jaunes et de méme pour
JB et BR sont disjoints. Enfin I'intersection BR N RJ est constituée d’un seul aléa.
Ainsi Card (C) = Card (JB) + Card (BR) + Card (RJ) — Card (B)

_ (243 3+5 5+2
= () + () () 1=
Donc P(C)=1-P(C) =30 =2.
d. On note D ’tirer les impaires’. On calcul Pa(D) = P%’EQ)D) = Cagjrffgg?) = o3 car
C'ND = D est un évenement élémentaire.
Exercice 2: 1. Les événements {A,, B,,C,} forment un SCEIL Donc a,, + b, + ¢, = 1.
Ce qui s’écrit également (1,1,1).X,, = 1.
2. On applique la ’ formule des probabilités totales‘ sur le SCEI {4,, B,,C,}.
On a P(Ay41) = P(4,)Pa, (Ant1) + P(Bn)Pp, (Crtr) + P(Cr)Pc, (An1)
= anPAn (Rn) + bn%PBn (Rn) + Cn%]P)Cn (Rn)
Donc ap41 = %an + ibn + Oc,,.
De méme, on trouve b, 1 = ian + %bn + 0c,, .
Et ¢p41 = ian + ibn + cp.
2 1 0
Donc X, 11 = iMXn avec M =11 2 0
1 1 4
5 4 0 0 0 O
3.0naM?=1|4 5 0 |.Donc M2 —4M +3I3=[0 0 0
T T 16 3 3 3
0
Puis M — 413 = —2 0 . Dot (M? — 4M + 313)(M — 413) = 0.
On dispose d’un p olynome annulateur ‘ de M.
On le note P(X) = (X2 —4X +3)(X —4) = (X — 1)(X = 3)(X —4).
On réalise la division euclidienne de X™ par P(X).
On trouve X" = P(X)Qn(X) + an X2 + B, X + Yo
1 =y, + 571 + Tn
En évaluant en les racines, on trouve < 3" = 9«, + 38, +Vn -
4" =16y, + 48, + Vn
[ % 3"2+1 3";1 0
Puis { 8, = =CHE3"=84" Donec M™ = o M2+, M+ Is = | -1 FE
Yo =2—2.3" 44" 4m—=3" 4 =3n 4
4. On a X, = (;) Puis X, 4n L M™1X, comme | suite géométrique matricielle |.
Donc a, = 48, b, = =L et ¢, = £ =3
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5. On applique la Formule des probabilités totales sur le SCEI {A,,, B,,C,}.
OnaP(R,) = P(A,)Pa, (Rn)+P(B,)Pp, (R,)+P(Cr)Pc, (Rn) = a’n%"’bn% = %~

6. En passant a la limite, on obtient a,, =400 0, by =400 0 €t ¢y =400 1 d'une part.
Puis P(R,,) = 1a, + b, =400 0.

Exercice 3: a. On a K = U([[1,n]) suit une loi uniforme. Donc E(K) = 2t et V(K) = "i;l
b. On a applique la ’ formule des probabilités totales ‘ sur le SCEI {K = k}rer(o

OnaP(By) =Y, _P(K =k)Py_)(B1) =3, + k+(n n = ) = nil,

On peut observer les tirages By et By suivent la méme loi.

En effet, pour k € [1,n] fixé,

Pr—k)(B2) = P(r—k)(B1 N Bz) + Pr—p)(B1 N Ba)

= RO 4 TR 2k = & = Py (By).

Donc P(By) =Y 1 P(K = E)P (k=i (B2)
=2 he P(K = B)P(rc=k) (B1) = P(B1) = %L

c. On a applique la ’ formule des probabilités totales ‘ sur le SCEI {K = k}rer (o)
OnaP(BiNBy) =), ,P(K = E)P (g —k)(B1 N Bz)
=Y p1 P(K = k)P ki) (B1)P(k=)nB, (B2) par la’ formule de probabilité composée |.

=3 ;EL _ 1 (n(n+1)(2n+1) _ n(n+1)) _ ntl
- k=1 nn — n?2(n—-1) 6 2 T 3n ¢
Puis P(B)P(By) = P(By N By) ssi &S = mhL o6 dn = 3(n+ 1) ssin = 3.

Donc les événements sont indépendants si et seulement n = 3.

d. On note A = B; N By ’événement tirer deux blanches.
Soit k € K(Q2) = [1,n]. D’apres la ’formule de Bayes‘ Pa(K =k) = W

_ 1k(k=1) 3n _ k(k—1)
~ nnm-1)n+tl  3n+n(n—1)"

e. Notons N la variable aléatoire qui suit la nouvelle loi N(Q) = [2,n] et P(N = k) =

k(k—1 k(k—1
3(n+(1)n(73—1)' On caleul E(N) =37, 3(n+(1)n(72 ok

_ 1 n 13 2

— 3(n+1l)n(n—1) (Zkzl k Zk:l k )

o 1 (712(n+1)2 o n(n+1)(2n+1)> __ 3n+2

= 3(m+Dn(n—1) 1 6 =1

Cette valeur est toujours strictement supérieure a E(K) = "TH
Probléme I : D’apres Math-A Banque PT 2025

Partie 1 : Calcul de ’espérance du gain d’un joueur

1. On a Y%(©2) = {0,1}. Elle suit une loi de Bernoulli dont le succes est "le joueur k
gagne” de probabilité 2. Donc Yy ~ B(3).

2. Les variables Y71, ..., Y,, sont identiquement distribuées et mutuellement indépendantes
donc N = Y} Y} suit une loi binomiale de parametre n et 3. Ainsi N ~ B(n, ).
Donc E(N) = 3.

3. Si aucun joueur gagne alors S = 0 personne n’a de gain. Si au moins un joueur gagne
alors S = n car la somme est répartie.
OnaP(S=0)=PY;=0Nn..NY,=0)=[[_,P(Ys =0) = 5=
Donc P(S=n)=1-P(S=0)=1- 4.
L’espérance de S est par définition E(S) = 0P(S = 0) +nP(S =n) =n (1 — 3).

4. Les variables aléatoire X sont identiquement distribuées (mais pas indépendantes).
Donc P(Xj) = a,, ne dépend pas de k.

Puis E(S) = E(> ", _; Xk) = >_r—; E(Xk) = na, par linéarité.
Avec la question précédente, on en déduit a,, = (1 — QL)

5. Lespérance du gain E(Xj) = a,, dépend de n. C’est une suite croissante. Donc si un

nouveau joueur arrive le gain va augmenter en moyenne.
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Partie 2 : Etude de la variable X,

6.
7.

10.

Si le gain est nul alors le joueur a perdu. Donc P(X; = 0) = P(Y;, = 0)

OnaA:N—Yk:Z#kYk.
La variable aléatoire A suit une loi de Bernoulli B(n — 1, 3).
D’apres le lemme des coalitions, elle est indépendante de Y.
Si le gain est non nul alors le joueur a gagner i.e Yy, = 1.
Donc P (Xk = %) =P ((Yk = 1) N (Xk = %))

=P(Yy = 1)Pry,=1) (N = i) d’apres la FPC.

Pus N=A + Yk Ainsi ]P)(yk=1) (N = Z) = P(ykzl)(A =1— 1)
=P(A=i-1)=(])) 5
Donc P (Xk = %) P(Yk 1) (N = Z) =\,
OnaIE(Xk) 0P ( )+Z?=1P(Xk

=i (i )(%)"%:* im (7) = 2 (2

Ona (Xy=n)N(X; =n)=0carc est imposs1b1e que deux joueurs gagnent tout

Pargent. Mais P(X), = n)P(X; =n) = 555 #0.

Partie 3 : le match retour

10.
11.

12.

13.

14.

On a toujours 0 < T < N < n. Donc T(2) = [0,n] car N(Q) =

Sachant N = ¢, T'= 0 si personne ne gagne et T = ¢ sinon.
Donc P(y—y (T =0) = % et PIN=0)(T=1i)=1-— 2%

Pour j € [1,n], on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P(T = j) = 350 PV = i)P(v=p)(T = )
=P(N = ])IP’(N_J)(T j) car les autres termes sont nuls.

Pour j =0, P(T =0) = 1" (P(N = i)P(y—;(T = 0)

— ()" = ()"

Puis E(T) = X0y B(T = j)j
=S () -2y

—n Y, (e -2
=n(27m2n"t —277(1/2 + 1) L)

— 31— (3)").

On sait que les Zj sont identiquement distribuées. Notons b,, = E(Zy,).

Donc E(T) = >~} _, (Zk):nbn.
Ainsi b,, = 5 [1 - (7) ]

Le gain est mferleur au gain du premier match. Donc il vaut mieux ne pas parier avec

les gagnants sur ce second match.
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