Produit cartésien d’espaces vectoriels

Pour A et B deux espaces vectoriels quelconques, on considere leur produit :
E=AxB=1{(a,b) pour a € Aet be B}.

On le munit des opérations naturelles :

- Addition interne (al, bl) + (CLQ, bg) = (a1 + as, b1 + bg)

- Produit externe A(a,b) = (Aa, Ab).

1. A l'aide de la définition, montrer que E est un espace vectoriel.

2. On suppose que L4 = (ai,..,an) e Lp = (b1,...,b,) sont des
familles libres respectives des espaces A et B. Montrer que £ =
{(a1,08), ..., (@n,08),(04,D1), ..., (04,b,)} est un famille libre de vecteurs de E.

3. En déduire que dimg (A x B) = dimg A + dimg B en dimension finie.

4. Calculer la dimension de E = M, ,(R) x R™ ’ensemble des matrices augmentées.

1. On vérifie les différents axiomes de la théorie des espaces-vectoriels.

— Elément neutre de + : (04,0p) convient car (a,b) + (04,05) = (a,b).

— + Opposable : (a,b) + (—a, —b) = (04,05).

— + Commutatif : (al, bl) + (ag, bg) = (Cll + as, by + bg) = (CLQ +ay,bs + b1) = (ag,bg) +
(al, bl)

— + Associatif : [(al,bl) + (ag,bg)] + (ag,bg) = (a1 + ag + (137b1 + b2 + bg) = (al,bl) +
[(az,b2) + (a3, bs)].

— Eléments neutre de . : 0.(a,b) = (04,05),1.(a,b) = (a,b) et XA.(04,05) = (04,0p5).

— . Associatif : A.[u.(a,b)] = (Apa, Aub) = [Au].(a,b).

— Double distributif : )\.[(al,bl) + (0,2,[)2)] = ()\.(al + a2),)\.(b1 + bg)) = )\.(al,bl) +
A(az,b2). et (A + p).(a,b) = (Aa+ p.a, \b+ p.b) = A.(a,b) + p.(a,b).

2. S0it A1, ey Any fi1, oo pp € K tels que Y7 Ax(ak, 08) + Y7 (04,b;) = (04,05). On
obtient (35,_; Awak,05) + (0.4, 207y pubt) = (3j—y Aear, 2071 tubt) = (04,05).

Donc la premiere coordonnée donne 22:1 Apar = 04 puis a; = ... = a,, = 0 par liberté
de £4. De méme, la seconde coordonnée donne b; = ... = b, = 0 par liberté de Lp. Donc
tous les scalaires sont nuls et £ est une famille libre.

3. Si on suppose désormais que Ba = (a1, ....,a,) et Bg = (b1, ..., b,) sont des bases respec-
tives de A et B. Soit (a,b) € A x B. Il existe \; € K tels que a = Y_}'_, Apay. De méme,
on peut écrire b= Y"7_, wb. Alors (a,b) = (37 Awak, D p—y pubt) = > py Melar,05) +
> 11(04,b;). Donc la famille B = {(a1,0p), ..., (an,05), (04,b1), ..., (04,bp)} est géné-
ratrice de A x B. Or on sait qu’elle est également libre. Donc c’est une base de A x B.

Puis dim(A x B) = Card (B) =n + p = Card (B4) + Card (Bp) = dimA + dimB.

4. On a dimFE = dimM,, ,(R) + dimR™ =np +n =n(p+1).
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Polynome de Tchebychev

Montrer que pour tout n € N, il existe T, € R,,[X] vérifiant Vo € R, T, (cosz) = cos(nx).
Montrer que (Tg, T, ..., T,,) est une base de R, [X].

o Il existe plusieurs méthodes classiques de construction des polynémes de Tcheby-
chev.

Méthode par récurrence double.

On introduit Ty =1 et T3 = X de sorte que Tp(cosx) = cos0 et Tj(cosx) = cosz.

Soit n € N. On suppose connue T, et T,;1 vérifiant la relation. On a cos[(n + 2)z] =
cos x cos[(n + 1)x] — sin(x) sin[(n + 1)x] et cos[nx] = cosx cos[(n + 1)x] + sin z sin[(n + 1)z]. Donc
en sommant, on trouve cos[(n + 2)z| + cos[nz] = 2cosxcos[(n + 1)x]. Ainsi cos[(n + 2)z] =
2cosaxTyi1(cosx) — Tp(cosz) = Tpia(cosz) en posant Ty yo(X) = 2XT41(X) — T,(X) un
polynome.

Méthode par passage au complexe.

Soit z € R. On a cos(nz) = Re(cosz +isinx)"
=Re (31—, (3) cos™*(z)(isinz)k)

- kaair (Z) cos™ "k (z)ik sin® z
= M2 (1) cos" 2 (z) (—1) (1 — cos® z)! = Ty (cos ).

En posant T,,(X) = 72/3 (3)X"2(X?% —1)" un polynome.

Dans les deux cas, on peut obtenir que degT),, = n. Le coefficient dominant est 2"~! pour
n>1.

Donc la famille 7 = (Ty, 11, ..., T),) est libre car échelonnée en degré.

Ainsi c’est une base car CardF = n + 1 = dimg (R, [X]).
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