Manipulation abstraite de noyaux et d’images

Soit E un C-espace vectoriel et f € L¢(E).

1. Montrer que Kerf C Kerf? et Imf? C Imf.

2. Montrer que Kerf = Kerf? ssi Kerf NImf = {0g}.
3. Montrer que Imf = Imf? ssi Kerf + Imf = E.
4

. Si E est de dimension finie, montrer que Imf = Imf? ssi Kerf = Kerf2.

1. |[Kerf C Kerf?

Soit z € Kerf. Donc f%(z) = f(f(z)) = f(0g) = 0g donc x € Kerf2.
Imf? C Imf
Soit y = f2(x) € Imf2. Donc y = f%(z) = f(f(z)) € Imf.
2. Montrons que Kerf NImf C {Og}. L’autre inclusion est Triviale.
Soit x € Kerf NImf.
On peut écrire x = f(2') car x € Imf.
Donc 0p = f(x) = f%(2') car = € Kerf.
Ainsi 2’ € Kerf? = Kerf. Donc = = f(z') = 0g.
Montrons que Kerf? C Kerf. L’autre inclusion est donnée par le 1.
Soit = € Kerf2. Alors f(x) € Kerf NImf car f(f(z)) = 0g.
Donc f(z) = O par hypothése puis z € Kerf.
3. Montrons que E C Kerf + Imf. L’autre inclusion est Triviale.
Soit z € E. On a f(z) € Imf = Imf2. Donc il existe 2’ € E tel que f(z) = f2(2').
On peut écrire z = [z — f(2')]+ f(2') € Kerf +Imf car flz— f(2')]) = f(z)— f3(z) = Op.
Montrons que Imf C Imf?. L’autre inclusion est donnée par le 1.
Soit y = f(z) € Imf. Alors x = 2o + f(2') € E = Kerf + Imf.
Donc y = f(zo + f(2')) = f(zo) + f(2') = f*(a') € Imf? car f(z0) = Op.

4. Si F est de dimension finie alors on peut appliquer le théoréme du rang et en déduire que :

dimF = dimKer f + dimIm f.
Donc par caractérisation des supplémentaires :
Kerf @ Imf = E ssi Kerf NImf = {0g} ssi Kerf ®@Imf = FE
Avec les questions 2. et 3., on en déduit bien :

Imf = Imf? ssi Kerf = Kerf?
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Commutant d’une matrice

On note A = (1 ;) et on considere f: Ms(R) - M2(R),M — AM — MA.

Montrer que f est un endomorphisme.

Calculer Im f et en déduire le rang de 'application.

Montrer que la famille (12, A, A?) est liée mais que (I3, A) est libre.

En déduire que (I, A) est une base de Kerf.

Mountrer que B commute avec A ssi il existe P € R[X] tel que B = P(A).

AR i

1. L’application est bien définie car 'ensemble des matrices carrées (2,2) est stable par
opérations.
On a f(Ml + /\MQ) = A(Ml +)\M2) — (Ml + /\MQ)A AM, — M1 A+ )\(AMZ — MQA) =
f(My) + Af(Ms). Donc f est bien un endomorphisme.
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Ainsi rgf = dimlmf = 2.

2 3

3 5
Puis 7 et A sont non colinéaires. Donc la famille (I3, A) est libre.

En dimension finie, Imf = Vect f(Bg) avec Bg une base de l'espace de
départ.

3. On calcul A% = ( ) = 3A — I5. Ainsi la famille (I3, A, A?) est liée.

0 | En dimension finie, le théoreme du rang donne dimKerf = dimFE —rgf.

Ona f(Iy)=A—A=0et f(A) = A2 — A% = 0 donc Vect (I, A) C Kerf.

Or d’apres le théoréme du rang dimKer f = 2. Donc par dimension Ker f = Vect (I, A).
La famille (I3, A) est libre donc il s’agit d’une base de Kerf

5. On a BA= AB ssi f(B) =0ssi B € Kerf ssi Ja,b € R, B = aly + bA.

Ceci démontre que si B commute avec A alors il existe un polynéme P(X) = bX + a
tel que B = P(A).

La réciproque fait partie du cours sur les matrices. Si B = P(A) alors B commute avec
A.
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