DS de Math n°8 - Corrigé

Probléme I : CCINP TSI 2020
N 1e(a+3y\ _ 1 ((e+3y)+3Ba+y)\ _ 1 (10246
L (a) Ona f2(y) = Zf(3x+z) — 16 (3(w+gy)+(3x+z)) — 16 (6x+10§)'
Bt 5(f +ide) (5) = 5 (3 (525) + (3) = 5 (5213)).
Donc f2 = 3(f +idg
(b) Omau(y) € Brssi  (577)) = (5)=(3)
-3 3y =0
ssi Tty ssiz=yssiu= (%) pour z € R.
3x — 3y =0
Donc E; = Vectg (1).
De méme u (y) € Eq bbli(g:ﬁg)‘f'%@):(g)

3r+3y =0
Donc Ey = Vectr (_11)
La famille B = (u1,u2) = {(}),(;)) est une famille de rang 2 de R?. C’est donc
une base de R?.
Puis R? = Vect B = Vect (u1) @ Vect (ug) = E1 & Es.
(c) On peut écrire (§) = ZE¥ (1) + 252 (1)) € By & Es.
Donc p () = 2£¥ (1) € Ey.
2. (a) Ona f2 = %(erz‘d). Donc idg = 2f? — f = (2f —idg) o f. Ainsi f est bijective
et fil = 2f —idg.
(b) Onap= %(2f +idg) est bien un endomorphisme par opérations.
Puis p? = $(2f +idg)* = $(4f2 + Af +idg) = §(2f + 2idp + 4f +idg) = p.
Soit u € E.
On a p(u) = 0ssi 2f(u) + u=0ssi f(u) + su=0ssi u € Es.
On ap(u) =ussi 2f(u) + u=3ussi f(u) —u=0ssiu€ F.
Donc p est le projecteur sur F; le long de Fs.

3 3y =0
ssi{zJr Y ssiy=—xssiu= (") pour z € R.

(c¢) D’apres le cours pour un projecteur E = Imp @ Kerp = Ey @ Es.

(d) A laide de la définition pour une application linéaire g et A # 0.
On a Img = Im()\g) et Kerg = Ker(\g).
Donc Im(f + 1idg) = Im2(f + Lidg) = Imp. Et Ker(f + 1idg) = Kerp.
De méme Im(f—idg) = Im}(f—idg) = Im(p—idg) et Ker(f—idg) = Ker(p—idg).
Or Imp = Ker(p — idg) sont les vecteurs invariants.
Donc Im(f + 1idg) = Ker(f —idg).
De méme Kerp = Im(p — idg) a laide du projecteur associé ¢ = idg — p.
Donc Ker(f + 3idg) = Im(f —idg)

(e) Plusieurs méthodes possibles :
Méthode 1 : On montre la relation par récurrence sur n.

Qa = 0 b = 1
On trouve { ° " et {0 o
py1 = % + b, anrl = %

Puis a,40 = %an_ﬂ + %an est une suite récurrence linéaire d’ordre 2.

Les racines de X2 — %X — % sont 1 et _71 Donc a,, = A1™ + Ao (_71)” Les

condition ag = 0 et a; = 1 donne alors \; :—)\2:%
g 2 2 (=LY ane1 1 2 (=1\"
Ainsi an = 3 3(2) puis b, = =5 —3+3(2

N.Provost PCSI1 2025-2026



id in=0
Méthode 2 : A ’aide de la formule du Binéme avec p? = p donc p” = {l B S? " .
D sinon

Ona f= %p — %idE par définition de p.
Pon £~ S (ORI b (A7t 15, (341

b:% (=D)"ide + (2" = (=1)")p) = (FH) "1de+(1 — (F)") 2(f+31de) = anf+
dg.
avecan:§ %(—) et b, 3+ (2)n

(f) Ona ()" — 0 donc a, — et b, — +.
Donc ™ =a, f + b,idg — %er%idE =p
Ainsi cette suite d’endomorphismes tend vers le projecteur p.
Probléeme II : CCINP TSI 2025

1. (a) Ona s(1) = s(XY) = X7 5(X") = X" et 5(X?") = X0 = 1.
(b) L’application est bien définie car si deg(Q) < 2n alors deg(s(Q)) < 2n par
construction.

Soit Q1(X) = 1" ar X" et Q2(X) = 1", b X* deux polynomes et A € R.
Ona Q1+ AQ2 == Ziio(ak + Ab) X

done s(Q14+AQa) = 3227 (agn—k+Abon 1) XF = 327" gy k XFAAT by X*
= 5(Q1) + As(Q2).

Donc s est un endomorphisme de E.

(c) Onas(s(Q)) = s (3 a2n 1 X*) = X3 20— X* = Ty e X* = Q.

Donc s est une symétrie vectorielle.

0
2. (a) Onas(l) = X2 s(X) =X et s(X?) = 1. Donc la matrice est S = [ 0
1

o = O
O O =

(b) On peut calculer le noyau Ker(S — I3) pour déterminer les invariants.

-1 0 1 -1 0 1

S-L=]0 0 0]~.[0 00

1 0 -1 0 00
DoncE1:Vect{(é)g,(g)g}:Vect(1+X2,X).

Le noyau Ker(S + I5) détermine les contravariants.
1 01 1 01
S+I3=10 2 0|~ |0 1 O
1 01 0 0 O

Donc Ey = Vect {(i)g} = Vect (1 — X?).

3. (a) On traite les 3 cas. Si k < n alors s(Py) = X 4+ X% = Py
Si k =n alors s(P,) = X" = P,.
Si k> nalors s(Py) = X2k — X*F = —P.

(b) Pour k < n alors deg(Py) = 2n — k et deg(P,) = n. Donc les polynémes de
la famille £, = (FP,.., P,) sont strictement décroissant en degré. Quitte a les
réordonner, ils sont échelonnés en degré donc libre.
De meéme, si k > n,deg(Py) = k est désormais strictement croissant. Donc Lo =
(Pri1, -, Pan) est libre car échelonnée en degré.

(c) Notons F; = Vect (L£1) et Fy = Vect (L2).
On sait que VQ € F1,s(Q) = Q car s(Py) = Py si k <n.
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De méme VQ € F», 5(Q) = —Q car s(Py) = —Py si k > n.

Puis dim(Fy) = n + 1 car la famille £, est libre et de méme dim(F») = n.

Si I'on note F4 et Ey les espaces propres de s. On sait que £ = E1 & Ey, F1 C By
et Fo C Fo.

Donc Fy N Fy C By N Ey; = {0g}. Les espaces F; et Fy sont en sommes directes.
Puis dim(F}) + dim(Fz) = 2n + 1 = dim(E). Par caractérisation, E = Fy @ F5.
On en déduit que £1 U L5 est une base de E. Puis que Ey = F} et Fy = F5 sont
les espaces propres de s par dimension.

Probléme ITI: 1. Construction d’une base cyclique.

(a) On a Card (z,u(z),...,u" (z)) = n = dimFE et la famille est libre. Donc c’est
une base de E.

(b) Onawu™(x) € E. Donc il existe des uniques coordonnées sur la base B = (z, u(x),...,u" " 1(x)).
ap
Alnsi u" (z) = ( : > = aoz + ayu(x) + - + ap_1u™ " H(2).
an—1 B

(c) On a u*(z) € E = Vect (B) car la famille B est génératrice de E.
(d) On montre que la relation est vraie pour les vecteurs de la base B.
Soit k € [0,n — 1]. Pour yx = u*(z),
on a u"(yx) = u"(u*(x)) = u*(u" (z))
= uF(apr + ayu(z) + -+ an_1u" " (2))
= apu®(z) + ayu*t(z) + - + ap_ub T (2)
aou® (z) + aru(u®(z)) + -+ + ap—1u" " (u*(x))
= aoyr + a1u(y) + - + an—1u" " (yk)-
Puis on I’étend par linéarité. Pour y € E quelconque, on peut l'écrire y =
Zz;é Akyk car B = (Yo, .., Yn—1) est une base de E.
Donc u™(y) = Y3 Zg Mt () = Y p—g Mk (0yk + aru(ye) + -+ + an_1u™ " (yx))
= a0 Y p—g Mtk a1 g Meu(yr) + -+ ano1 Yo gz Ak (yk)
= agy + aru(y) + -+ ap—1u" " (y).
(e) On a u(yr) = yrs1 par construction si k < n — 1. Puis u(y,—1) = ZZ;S akyk

Donc :
00 -+ 0 ag
1 0 0 aq
Maitg(u) = 0 1 0 a
0 0 1 ap_1

2. Etude d’un exemple.
1 1 0
(a) Onae; = (8) yu(er) = ((1)) et u?(ey) = (%)
1
On peut calculer le rang de la famille rg(B) =rg | 0
0

Donc B est une base de R3.
S 1
(b) D’apres ce qui précédent, on calcul u3(e;) = ((1)) =u(e) = (
Donc ag = 0,a; =1 et as = 0 conviennent.

0 0 0

(¢c) Ona A= Matp(u) = d’apres ce qui précédent.

0
1
0 0 O
Puis B = Matg(p) = A2= [0 1 0] par calcul.
1 01
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(d) On a B% = B par calcul. Donc p est un projecteur.

Noyau Ker(B) :

0 0 O At =73
B=]0 1 0] donc <)Xy =0
1 0 1 A3 €R

Donc Kerp = Vect g (7(1})8 = Vect g (El)
Image Im(B) = Vect {(g)B, (?1))6, (
= Vect (u(ey), u(ez)) = Vect {(@1)) , (?
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