1 EXERCICES

DS de Maths n°9 - Corrigé

1 Exercices

1. (a) On réalise des changements d’indices apreés avoir linéarisé expression :

Zl 2+1
Z\k k1 kt2

1 _31 ié
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n+2 n+1
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Pour simplifier le calcul, on a noté H, = Y_;'_; +.

(b) On calcul la somme triangulaire & 'aide des formules :
n n(n+1 n n(n+1)(2n+1
Y k= (7; L et 2kt j2 = nint )6( )

n J

S @ien=33 @i+
1<i<j<n j=11i=1
. . j(j+1) _ —~
= 20y —I—j—Z] +2j

j=1 j=1

n(n+1)2n+1) n(n+1) n+1)2n+7)
- 6 LS R 6

(c) Il s’agit d’un produit télescopique :
[T L+ 5) =1 S =" =n+1.
2. On calcul le discriminant de I'expression du second de degré :
A =[3(1+4))% — 4.1.4i = 9(0 + 2i) — 16i = 2i = 2¢"/2.

On pose § = /2¢'7/4 = /2 (@ + z%) = 1+ i une racine carrée de A.

Les solutions de I’équation 22 — 3(1 + i)z + 4i = 0 sont donc :
3(1+2i)75 —14iet 3(1+2i)+5 — 949

3. (a) On recherche a > 0 se sorte que la loi soit bien définie et unitaire.

Zip(xzmyzg ZZ ( )("_Z>

i=0 j=0 i=0 j=0

SOEC)-5 0

J =

=a(l+2)" =a3"

Donc a = 37" > 0 convient.
De plus, on a P(X =iNY = j) > 0 de maniere évidente.
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1 EXERCICES

Puis P(X =inNY =j) <37, ,P(X=¢NY =j) =1
Donc P(X =iNY = j) € [0, 1] montre que la loi est bien définie.
(b) Soit i € X(2) = [1,n].

P(X =i)=) P(X=inY =)

()
066

Ainsi X suit une loi binomiale B(n, 1/3).
Soit j € Y(Q2) = [1,n].

<

n

]P’(Y:j):ZIP(X:iﬂY:j)

- 23_,1 (?) (ng_ l) B 3_n§ z'!(nni BI j!(r(zn—_iiz!j)!

=0

=

-()G) G

Ainsi Y suit également une loi binomiale B(n,1/3).

On en déduit que E(X) = E(Y) = %.

E(XY) = iip(x —iNY = j)ij = zn::a(r;) (n—i>ij

i=0 j=0 i=1j J
"~ [n—1 fn—i—1 o
=a Z Z nl. (n—1) i1 par formule du capitaine
i=1 j=1
" n—1 " n—i—1
=n3~" Z ( , 1)(71 —1) Z ( f > par changement d’indice
i—
i=1 k=0
n n— 1 )
=n3~ " Z (n B z) (n —d)2n—t par symétrie et FBN
i=1
n—1 n—2 )
=n3~" Z(n - 1)< _ 1) gn—i=l par formule du capitaine
n—i—
i=1
-1
=n(n—1)37"3""2 = % par FBN.
Puis d’apres Koening-Huygens, Cov(X,Y) = % — 55 = —g # 0. Donc les

variables ne sont pas décorrélées puis elles ne sont pas indépendantes.

1 . . .
4. On a F; = Vectg ((1)) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 en tant qu’espace en-
gendré.
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2 PROBLEME : MARCHE ALEATOIRE SUR UN CERCLE FINI.

2y—=z

De méme Fy = {<_ y ) € R3 pour 4,z € R} = Vect]R{<_62) , (_(1)1)} est un sous-
espace vectoriel de dimension 2 en tant qu’espace engendré.
Soit 4 = (g) = ((1)) e NFy. Alorsona A+2.0+X=0donc A=0. Ainsi @ =0 et la
somme est directe.
Par caractérisation a I’aide de la dimension dimF; + dimFs = dimR3, on en déduit que
R3=F @ F,.

5. On commence par montrer que ¢ défini bien un endomorphisme idempotent.
¢ est bien définie : Si deg P < 3 alors deg p(P) < 1.
¢ est linéaire : (P + AP2) = (P1 + AP2) (0)X = P{(0)X + AP3(0) = p(P1) + Ap(Pa).
¢ est idempotent : ©?(P) = ¢(Q) = Q'(0)X avec Q(X) = P'(0)X donc Q'(0) = P'(0).
Ainsi p?(P) = P'(0)X = ¢(P).
On calcul les espaces propres du projecteur.
Notons P = aX?+bX%+cX +d On a P'(0) = ¢. Donc P € Kery ssi P'(0)X =0ssic=0
ssi P € Vectg(1, X2, X3).
Imy = Vect g(¢(1), 0(X), p(X?2), p(X3)) = Vect (0, X,0,0) = Vect g(X).
Donc ¢ est le projecteur sur Vect g(X) le long de Vectg(1, X2, X3).

1 -2 0
6. s est 'application linéaire canoniquement associé a la matrice S= [0 —1 0
2 -2 -1

On a S? = I5 donc s est une symétrie vectorielle par caractérisation.
On calcul les espaces propres de la symétrie.

0 -2 0 1 0 -1
Dunepart S—I3=|0 -2 0 |~ |0 1 0
2 =2 =2 0 0 O
xr =z
Dot ¢ y =0 puis Ker(S — I3) = Vect { (i))}
z €R
2 -2 0 1 -1 0
D’autre part S+1I3=(0 0 0 0 0 O
2 =20 0 0 O
x =y
Dot ¢ y € R puis Ker(S + I3) = Vect {(i EE)}
z €R

2 Probléme : Marche aléatoire sur un cercle fini.

Etude du cas n = 3

1. D’apres la formule des probabilité totale sur le SCEI {(X; = 1), (X, =2),(Xx =3)},ona
P(B) = Zle P(Xy = i)P(x,=)(B) pour tout événement B.
psij =i+ 1(mod3)
Or I'énoncé se traduit pas P(x,—(Xrr1 = j) = € ¢ si j =i — 1(mod3)
0 sinon
P(Xji1 =1) = pP(Xy = 3) + qP(X), = 2)
Donc { P(Xp41 =2) =pP(Xp =1) + ¢qP(Xg = 3)
P(Xgyr1 =3) =pP(Xp =2)+¢P(Xx=1)
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2 PROBLEME : MARCHE ALEATOIRE SUR UN CERCLE FINI.

0 ¢ p

Ce qui s’écrit matriciellement Ug41 = AU, avec A= |p 0 ¢

qg p 0

0 1/2 1/2 1/2 1/4 1/4

2. (a) OnaA=(1/2 0 1/2|.PuisA?=(1/4 1/2 1/4
1/2 1/2 0 1/4 1/4 1/2

Donc A% = 1A+ 115,
(b) On dispose de P(X) = X?—1X — 1 = (X —1)(X + }) comme polynéme annulateur
de A.

Pour n > 0, on reahse la division euclidienne de X™ par P(X). On obtient X" =
Qn(X )P(X) R,.(X) avec R,(X) = ap, X + b, car deg P = 2.
1 =a, +b,
Puis en évaluant en 1 et —1/2, on obtient ¢ = | » a71+ . Donc a,, = %(1 —
(%) Z @n +bn

(=1/2)") et by, = $(1+2(=1/2)").
1+2(-1/2)" 1—(=1/2)» 1—(=1/2)"
Puis A" = ap,A+bls =% | 1—(=1/2)" 1+2(-1/2)" 1—(-1/2)"
—(=1/2) 1—-(=1/2) 1+2(-1/2)"
1 1+2(—1/2)" 1
(¢) D’apres I’énoncé, on a Uy = (8) donc Uy, = A*U, = % < 1—(=1/2)% ) ks doo % (%)
1-(-1/2)%
C’est a dire que P(Xg = 1) —g—+o00 % tend vers une loi uniforme sur les trois positions.
Au bout d’un tres grand nombre de tours, toutes les positons sont équiprobables.

A —q —p
X(A) =det(Ms—A)=|-p A —q
—q¢ —p A
=X —p® — ¢ — 3pg d’apres la regle de Sarrus
On obtient donc x(A) = A% — 2X — L.
0 2 1 4 1 4 9 12 6
OnaAd=1(1 0 2|, A42=3%[4 4 1|etA3=5[6 9 12
2 10 1 4 4 12 6 9
Ainsi A% = 2A + 115 donc x(A) =0.
On a également facilement x(1) = 0.
Puisz:@(—ﬁ—i—i) 7—1—%
Donc 23 % i=2z+ 3 donc x(2) =0.
(b) On dispose de x(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 2) un polyndme annulateur de A.
1 =a, +b,+c,
On peut adapter la méthode précédente on obtient { z” = a,,2%2 + b,z + ¢, avec

A" =0, A2+ b, A+ ¢l
des coeflicients a,, by, ¢, € R obtenu dans la division euclidienne de X™ par P(X) des
polynomes a coefficients réels.

On a 2" = 377/2e57m/6 = 3-1/2 cos(5nm /6) + i3~/ 2 sin(5n7 /6).
1 =a, +b,+c,

Donc { 37"/2 cos(5nm/6) = ap,3~!cos(5m/3) + b3~ 1/% cos(57/6) + ¢,
37/ 2sin(5nm/6) = a,3 ' sin(57/3) + b,37 /2 sin(57/6)

N.Provost PCSI1 2025-2026



2 PROBLEME : MARCHE ALEATOIRE SUR UN CERCLE FINI.

1 =a, +b, +c,
372 cos(bnm/6) = ia, —

Puis &
37"/2 sin(5nm /6)

- 6
an = 77 (6 — 6z, —9y,)

en =25 (24122, +4y,)

On résout en

4a, +9¢, a, +6b, 4da, + 3b,
Et enfin A™ = % 4a, + 3b,, 4a, +9c, a, + 6b,
a, + 6b, 4a, + 3b, 4a, + 9c,
3+ 6x, 3—3x,+3/2y, 3—3z,—3/2yn
=3 |33z, —3/2y, 3+ 6z, 3 — 32, +3/2yn
3—3x, +3/2y, 3 —3x, —3/2yn 3+ 6,

V3

On a 2" — 0 car son module |z| =
3 3
an — 7,bn — 7

Etude du cas n =4 et p = 1/2

%bn +ec, &
\/gan + %bn

Tn

Yn

4. En adaptant la méthode de la question 1. On obtient B = %

5. OnaBQ:%

Ainsi B? est idempotente car (B?)? = B* = B2

101 0 0 1
01 0 1 s 1|1 0
1010'EtB*501
01 0 1 10

_ O = O

Donc pour k > 0, B?* = B2 et B***! = BB = B.

6. On en déduit que Uy, = B*Uy = B*Uy = Uy = 3 <

0

Et que Uspy1 = % <(1)> est constante également
1

O = O =

OO

an + by +cp

- %bn +cn
—an + bn

en notant x,, = 3~"/2 cos(5n7/6) et y,, = 2v/3.37"/2 sin(5n7 /6)

1

~ 6

—_ o = O

Qn

O = O

_ O = O

O = O

> est une suite constante.

< 1. Donc z, et y, tendent vers 0. Ainsi

Pourtant ces deux vecteurs sont différents. Donc il y a deux valeurs d’adhérence différentes
et la suite n’admet pas de limite.

7. Si n est pair alors la position est toujours de la partie opposée au nombre de tour. Ainsi
par exemple P(Xop41 = 1) = P(Xgr = 2) = 0. Ainsi si il y a avait une limite on aurait
P(X; = j) — 0 donc U, — 0. Ceci est absurde car la somme des coordonnées de Uy, vaut
toujours 1 (loi unitaire). Donc la suite (Uy) diverge sans limite.

La limite de Uy représente les positions impaires équiprobables et la limite de Usg1
représente les positions paires équiprobables.

Etude du cas général avec n impair
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2 PROBLEME : MARCHE ALEATOIRE SUR UN CERCLE FINI.

8. def simul_-X(k,n,p):
X=1
for i in range(k):
if random.random()<p:

if X<n:
X4=1
else:
X =
else:
if X>1:
X-—=1
else:
X=n

return X

9. A nouveau, en utilisant la FPT sur le SCEI {(X} = j)}1<j<n-

0 g 0 ... 0 p
p 0 g ... 00
On trouve A(p)= [0 p == . 0 0| =pJ+qgJ7".
: - Cq
qg 0 0 ... p O
01 ... 0 O
0 0 0 O
Puis J*! = 0 0 0 = JT permet d’obtenir A(p) = pJ + qJ" 1
: . 1
10 ... 0 O

10. Le calcul des premieres puissances de J montre que I’on permute les coefficients de maniere
circulaire. De sorte que J" = I,,. On peut également vérifier que J* = JJ"~ ' = JJT =1,
par calcul.

Les puissances de J sont cyclique d’ordre n. Si k = gn + r est la division euclidienne de k
par n alors J¥ = J" est une des n premieres puissances.

11. La matrice J est inversible d’inverse J"~! donc f est un automorphisme et f=! = f*~1.
Ainsi A(p) = pJ + ¢J" ! sécrit ¢ = pf +qf L.

1 wd
w’ o L2 )
12. On calcul f(i;) = | ¥ | =w™ | ¥ | =w 7.

13. Ainsi f71(@;) = widy;. Puis o(@;) = pf (@) + qf 1 (U;) = pw™Id; + qui; = \;i;.
14. On peut remarquer que le déterminant detg,(B) = det(w®) est le déterminant de Vander-

Monde pour les nombres a; = w’ deux a deux distincts. Donc il est non nul et la famille B
est une base de C™.

15. Les matrices sont diagonales d’apres les questions 12 et 13.

Matg(f) = diag(w,w?, ...,w" 1,1) et Matg(¢) = diag(Ai, A2, ..os An) -

16. Ona X\, =p+¢=1. Puis \; = pw™7 + qw’. Donc |);| < plw™| + qlw?| d’apres l'inégalité
triangulaire. Or plw™| + ¢g|lw?| = p+ ¢ = 1. Le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire étant
2173 € Ro. On trouve ici la condition w? € R, ssi 2j est un multiple de n ssi j = n car n
est impair. On a ainsi pour tout 1 < j < n, le module |A;| < 1.

17. On a apk(u_g) = )\fu'; — k400 0 car )\f — ko0 0.
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2 PROBLEME : MARCHE ALEATOIRE SUR UN CERCLE FINI.

18. On a ¢*(uy,) = 1y, pour tout k. Donc " (;,) — k100 Uy comme suite constante.

. ;. n - i ok n - _ n k- -
Si on écrit Uy = ijl a;i; alors Uy = ¢ (ijl aju]) = ijl ;" (Uj) = ko too Qnlin.

Qn
QAn

Ainsi la suite (Uy) tend vers Uy, = apti, = | - qui représente I’équiprobabilité. On en
OC'n

1
déduit que o, = L (car loi unitaire) puis Uy, = 1 < : )
i
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