DS de Mathématiques n° 10 - Corrigé

1 Développement asymptotique d’une suite implicite

1. La fonction ¢,, est de classe C* sur R en tant que polynéme.
Pour z > 0, on a @), (z) =Y p_, kaF~1 > 0.
Donc la fonction est strictement croissante sur R
2. La fonction est strictement croissante et continue sur |0, o0l
Elle réalise donc une bijection continue de |0, +o00[ vers ¢, (]0, +oo]) =] — 1, +00].
En effet ¢,,(0) = —1 et lim o o, = +00.
Donc 0 €] — 1, +00[ admet un unique antécédent x,, = ¢, *(0) €]0, +-o0].
3. Ona:

n+1

Ont1(Tn) = Zﬂfﬁ —1=apt +Z:ﬂﬁ —1=a" + p,(z,) = 20T > 0.
k=1

Ainsi ¢p41(2n) > 0= @ni1(Tni1) avec @, 11 strictement croissante.
Donc x,, > 2,41 et la suite (z,,)n>1 est strictement décroissante.
4. On a ¢1(z) =z — 1 donc 7 = 1 est 'unique racine.
Par stricte monotonie on a pour n > 2,0 < z,, < xy < 1.
Puis on a 0 < z]! < % avec & —rp_t00 0 car |z2| < 1.
Ainsi par théoréeme d’encadrement )} —,, 4 0.

5. Onapour z #1,> 7 ok —w"L _11

Donc pour n > 2,9, () = @y, in —1. Or p,(z,) = 0.
Dot z, (2" — 1) = (x,, — 1) puis a:"+1 2x, +1=0.
Pour n =1, on a z; =1 et la relation x% — 221 + 1 = 0 est bien vérifiée.

Or 2" = z,2" —,, 1o 0 car 2 — 0 et x,, est bornée.

1pgntt
Puis z,, = +x2"

—n—+00 % par opération.

6. On sait que z,, =  + o(1). Donc :
n 1 " —n
=t XPI(L/2 4 (1)) vt (5) eXDLO(1) ~opoe 27

Ainsi 2] ~p 400 27" =pteo O (%)
Puis : 2, (2! —2)+ 1 =0 donc :

1
2— 7

ITpn =

1 9 n 1 2 "
Znrtoo 5 <1 t5 o(:cn)> =notoo 5+t o(zy).

On obtient bien :
11 Y
Ty =n—+o0o 5 + W + 0(2 )

2 Existence de l’intégrale Gaussienne

D’apres I’épreuve Math 3 - Banque PT - 2015
1. (a) Ona:
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(b) On définit ¢(t) = sh (t) — ¢ une fonction C* sur R.
On a ¢/(t) =ch(t) —1 >0 car ch atteint son minimum en 0 et ch (0) = 1.
Donc pour t > 0,¢(t) > ¢(0) =0 et sh(¢) > t.

(¢c) On a:
4 6
fl(x):ewz—x2—1:z%01+x2+%+%—x2—1+0(:ﬂ6)
4 6
a0 5 + &+ ola?).
De méme :
4 6
gl(aj):e—”:z—kxz—lzm_,o1—x2+%—%+x2—1+0(a§6)
zt 28
=250 ?—€+O($6).

(d) Les fonctions sont paires donc I’étude sur [0, 1] permet de tracer sur [—1, 1] par symé-
trie.
Les courbes admettent pour asymptote y = x%/2 au voisinage de 0 avec f; au dessus
et g1 en dessous.
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2. (a) Les fonctions f,, et g, sont de classes C*° sur R.

Pour z € R, ffl(x) — 2?:1?6952/11 _ 2z _ 2z (612/71 _ 1>.

n n

Or e*’/m — 1> 0 donc fn est croissante sur R, et décroissante sur R_.

De méme g, (z) = =2~ (e’ﬁ/" — 1). Donc g, suit les mémes variations.
(b) Soit z € [0, y/n] un domaine ol les fonctions sont croissantes.
On a: .
0=fn(0) < fulx) =€ /" —2%/n— 1.
Donc :

0< (1+2%/n)< = /m,

Puis en passant a la puissance n :
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Donc en passant a l'inverse :

De méme .
0=0n(0) < gn(a) =e /" +a?/n—1.
Donc ]
0<(1—2a2/n)<e ™/
Puis b
(2 s
n
(¢c) On a:

(1 — $> =exp (nln(l — 2%/n)) =400 exp (n(—2®/n+ o(1/n)))

2
=400 €XD (—x2 + 0(1)) —nestoo € F

-n
De méme un développement asymptotique donne (1 + %) — 400 e~

3. (a) La concavité de la fonction In montre que :

1 -1 1 -1
—In(a) + n In(b) <In <a + 2 b) .
n n n n

En appliquant la relation avec @ = 1 4+t et b = 1, on obtient :

1
—In(1 +t?) <In(1 4 */n).
n

, . 2\ " 2\ " 1
On en déduit (1 +¢2) < (1 + %) donc (1 + %) <=

Mt
(b) On a [y" 137 = Arctan (M) = p— 400 5-
(¢) La fonction M — I est strictement croissante car d’apres le théoréme fondamentale
de l'analyse différentielle sa dérivée est e=M ‘>0 D’apres le théoreme de la limite

monotone, Iy admet une limite finie ou infinie lorsque M — +o0.
. M 2\ " M 1

Donc I, est majorée et ainsi la limite est finie.

3 Etude d’une primitive

D’apres les Mines d’Ales-Albi-Douai-Nantes 2007
Corrigé officiel en ligne
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http://www.sujetsetcorriges.fr/dl/Mines/Maths/Commune/sec-mines-2007-mathscomc.pdf
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