Série semi-convergente

1. Prouver que vn2+n+1=, 10 n+a+ % +0 (#)
ou 'on précisera les constantes a,b € R.

2. Démontrer la convergence de la série ) %

3. En déduire la convergence de la série Y cos(mvn? +n + 1).

4. La série est-elle absolument convergente 7

.Onavn2+n+1=n(l+1/n+1/n*)"/?

=too [l 4 55 + 525 + 35 +o(1/n%)]

=t n+3+ = +0 ()

. La série ) # est alternée et la suite (1/n),>1 est décroissante et tend vers 0. D’apres
le critere spécial des séries alternées, la série harmonique alternée converge.

. Onacos(mvn?+n+1)=cos(nr+7/2+ 32 +0 (%))

= (=1)™*sin (5 + 0 (55))

= ()" +0 (). ;

On a donc décomposé en somme de ’Tg“ > G ot > # deux séries convergentes. Donc

n
la série obtenue par combinaison linéaire converge.

. La série n’est pas absolument convergente car |cos(mvn?+n+1)| ~ 23X et la série &
e 1 71:
termes positifs ) - diverge.
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Intégrale de Wallis

On considere les intégrales de Wallis W, f sin™
1. Montrer que (W, )n>0 est décroissante et tend vers 0.
2. A l'aide d’une IPP, montrer que (n + 2)W,12 = (n + 1)W,,.
3. En déduire que (n + 1)W, 11 Wy, = T puis que Wy, ~pq00 /57
4

(2n)!w
. Montrer par récurrence que Ws,, = ST FL(n1)2

5. En déduire que la formule de Stirling |n! ~, 1 V270 (%)n .

1. Ona W,y — W, = f sin’(sint — 1) dt < 0 car sint € [0, 1].
d’apres le théoreme de la hmlte monotone W,, — 1 > 0.
Puis pour a < 7/2, W, = [ sin™(t)dt + fﬂ/z sin™(t) dt < sin"(a) + (7/2 — a).
Donc en passant & la limite lorsque n— 4+oo,on a0 <1< (n/2—a).
Puis [ = 0 en passant a la limite pour a — 3.
2. On a :

/2
Wiao = / sintsin™ ™ (t) dt
0
/2

= [—costsin™t! — —cost)(n cos tsin”
= t )] /O ( t)(n + 1) costsin™(t) dt

/2
=04+ (n+1) / cos?(t) sin™ (t) dt
0

w/2
= (n+ 1)/0 (1 —sin®¢) sin™(t) dt
= (n+ 1)(Wy, — Wiia).

Donc (n + 2)Wy 42 = (n+ 1)W,.
3. On pose u,, = (n + 1)W,,11W,,.D’apres la question précédente, on trouve :

Un+1 = (TL + 2)Wn+2Wn+1 = (n + 1)W71,Wn+1 = Un

Donc la suite est constante et ug = WilWy =2
Ainsi (n + L)W, W, = 7.
Puis Wy, > Wiy1 > Wypg = 25W, ~ W,
Donc par encadrement Wn+1 ~ W,.

7\'

Ainsi (n+ 1)W,41W,, = 5 devient en équivalent nW72 ~ %
puis Wy ~n—+4oo %
4. Initialisation. On a Wy =T

Hérédité. W2n+2 WQn _ (2n+2)(2n+1) (2n)lr (2n+2)!w

Z(ntD)2 22 Fi(aD? = 2ZIS((n D)2

2n+2
5. En étudiant la convergence de la série télescopique Y vp4+1 — vy, avec v, = In (#'/e)n)
On montre que v, — [ puis n! ~ Cy/n(n/e)".
. . CvV2n(2n/e)*"
Puis on obtient Wa,, ~ 22"@(\/%{;’)/6)”)2 ~ 2%\[\2/7% = &5z Or Wan ~ /7. Donc on
en déduit que C = +/2x. Donc :

n n
n! ~p oo V20 (E)
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