TD 23 - Corrigé

Exo1: 1. Onay(t) = (z(t),y(t)) = (2 + 2t,t?) est un arc paramétré de classe C.
Donc par composée g(t) = f o est de classe C! et d’apres la régle de la chaine :
a )
g () =2 (O FE0) +y' () 5L (v (1)
= 25024 2t,1%) + 2t 5L (2 + 2t,82).
2. Les fonctions ¢ : (u,v) — wuv et ¥ : (u,v) — u? + v? sont de classe C'. Donc par
composée h est de classe C*.
On a: 3u h(u,v) = vg£ (uv, u? + v?) + 2u%(uv,u2 +v?)

Et : gﬁ (u,v) = ugf (uv, u? +v?) + 21}%(uv,u2 +v?).

Exo 2 : On note A = {(z, ) pour x € R} la premiere diagonale. La fonction est de classe C! sur
louvert R? — A,
La fonction est continue sur A car lim, ) (a,0) 9(2, %) = f'(a) = g(a, a).

De plus si x # y alors :

24 (g, y) = LEE=P-UE=IW) ot %8y, ) = LDW=D=YW=IG),

On étudie le prolongement par continuité en (a,a) de ses deux fonctions.

Ona 92 (a+ hy,a+ hy) = Lot he)f(ath) ) atha)
" _ _ a)— a 2 " a a ’ a 2 prr a
~hy g0 (f'(a)+hif"(a))(h1i—h2)—f(a) hl(fhi_)h;;Q (a)/24f(a)+haf (a)+h3f" (a)/2 (Taylor-Young)
" 2 2 "(a
~hi1,ha—0 ! (ll)(h(lhli]";;;;§+h2)/2 — f2( )

Par symétrie, on trouve également que g—Z(a + hi,a+ he) — @

Donc les dérivées partielles se prolonge par continuité et g est de classe C! sur R2.
Exo 3 : Par opération f est continue sur R? — {(0,0)}.

On note x = pcosﬁ et y = psinf puis g(p,0) = f(pcosb, psind).

On a g(r,0) = 2 CJO/SQ o = /pcos? 6.

Ainsi lim, 0 g(r,0) = 0 donc lim, ) (0,0) f(2,y) = 0.

Donc f se prolonge par continuité en (0, 0).

On a L& 0) f(o 0 _ (x2+02)3/4 = \/ﬁ — 400 donc % n’existe pas en (0,0).
Et w =0 — 0. Donc % existe en (0,0).

Exo 4 : La fonction est de classe C* sur R? — {(0,0)}.

On a g(p,8) = f(pcosb, psing) = £ Cospgsme =22,
Ainsi f(z,z) = 3 — £ # f(0,0) donc f n’est pas continue en (0,0).
On a f(%ng:g(QO) — f(ovy:L)}:g(O’O)

deux directions.

=0 — 0. Donc f admet des dérivées partielles dans les

La fonctions n’est pas C! car elle n’est pas C°.

Exo 5 : La fonction est définie sur D = {(z,y) € R? tel que zy # 1}. C’est un ouvert qui est com-
posé de trois composantes connexes : Dy = {(z,y) tel que zy < 1}, D4 = {(z,y) tel que zy >
let x>0} et D_={(x,y) tel que zy > 1 et z < 0}.

La fonction f est de classe C! sur D et :

of _ 1 11 —zy)+y(z+y) 1 1 1+y? _
sz—i—O— zy)ty(zty Y -0

ox — — 2 2 — 2 T (1= 2 2
oz (1—=zy) 1+(1z7+1:z/y) 1+ (1—zy)?+(z+y)

Puis f(z,y) = f(y,z) donc % = 0 par symétrie.
On en déduit que Vf = (0,0).
Pour (a,b) € Dy, il existe un chemin ~ : [0,1] — Dy tel que v(0) = (0,0) et v(1) = (a,b).
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Donc f(a,b) — £(0,0) = f(v(1)) = f(+(0)) = [y (for)'(t)dt = 0 car (for)'(t) = (VS1'(1))

d’apres la regle de la chaine.

Ainsi f(a,b) = £(0,0) = 0.

De méme, si (a,b) € Dy, alors f(a,b) = f(v/3,V3) = s+E+E=m

Et si (a,b) € D_ alors f(a,b) = —7 (On peut remarquer que f(—z,—y) = —f(z,y).)
Exo 6 : On pose g(p,0) = f(pcosf, psind).

La fonction g est de classe C? et :

6Z = cos@ < sm@af

g—pg —cos298 b +200s981n08 3 + sin? 0
Or %:fpsmé)a—i +pcost93—£.
Et % = _PCOSHﬂ —psin9§—§ +P2921 +Cos 98

1 9%g 199 _
Donc % o + ap + SO = Af.

Oron a suppose W =Af=0.

1909 )
On trouve ap g 4 ;> 0p une EDL d’ordre 1.

Donc ag = )‘Ef) avec A : [0,27] — R avec A\(0) = A(2m).
Puis g(p, 0) = A(9) In(p) + p(0) avec une nouvelle fonction indépendante de p.
On réalise la synthese. % = N (0)In(p) + /() = 0 indépendamment de p.
Donc X (6) = 1/(8) = 0 et les fonctions sont constantes.
Ainsi g(p,0) = aln(p) + b avec a,b € R puis f(z,y) = & In(z* + y?) 4 b.

Exo 7 : On note g(p,0) = f(p cosf, psin ).
On a gg = —psm0 —|—pcos€8f =0.
Donc g(p,8) = p(p) est une constante suivant 6 avec p : Ry — R de classe C*.
Puis f(z,y) = ¢(y/22 + y2) est bien 'ensemble des solutions.

Exo 8 : Soit (z,y0) € R? et posons g(t) = f(tzo,tyo). La fonction g est de classe C! et
4 4
g'(t) = Io%(monO) + yo%(tﬂfo,tyo) = M = (g + 2yg)t?

4
Done g(t) = (x5 + 2u5) T

1;4 4
Donc f(xo,y0) = 9(1) = %23@

Exo 9 : Soit (29,%0) € R? tel que f(x0,v0) # 0. (Sinon f est la fonction nulle et la question est
triviale)
Ona f(uwvzo, uvyo) = p(u) f (v, vyo) = p(u)p(v)f(zo, yo) et f(uvzo, uvyo) = p(uv) f(xo, yo)-
Donc pour tout u,v > 0, p(uv) = p(u)p(v).
En dérivant par rapport & u, on obtient vp'(uv) = p'(u)p(v).
Donc p vérifie ’équation différentielle tp'(t) = p’(1)p(t) en posant (u,v) = (1,¢) pour t > 0.
Puis p(t) = Ct* avec a = p'(1) et C € R en résolvant 'EDL1. De plus p(1) = 1 car
f(@,y) = p(1)f(x,y) donc C = 1.
Donc p(t) = t*.
(=) On suppose f homogene. Donc f(xt,yt) = t*f(x,y).
En dérivant par rapport & t, on obtient : x%(zt,yt) + y%(xt,yt) = at* !f(x,y). En
posant ¢t = 1, on obtient l’équation au dérivée partielle de 1’énoncé.
(<) Soit f une solution de x —|— yaf =af(z,y).

_ f(ztyt)

On pose g(z,y,t) = f?m,Z) )
99 _  flztyt) _ ag(zy.t)
Ona 37 = Ty = 7

Donc g(z,y,t) = C(x,y)t* avec C : R? = R.
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On en déduit f(zt,yt) = C(x,y)t* f(z,y).
Puis C(x,y) = 1 en posant t = 1.

Donc f est bien homogene.

On note h(p,0) = f(pcosb, psinf).

9, e : 0, el 9
Ona gl = COSQB—J; —|—sm08—£ =1 (xa—;: +y3—£) =2 f(z,y).

P
Donc g—i = 29(p,0).

Donc g(p,0) = C(0)p™ avec C : R — R de classe C! et 2r-périodique.
Ex010: 1) On a Vf = (423 — 4(z — y), 4y — 4(y — x)).
On recherche les points critique Vf = (0,0).
On a 2® =2 —y = —4y® donc y = —x. Puis 2% = 22 donne z € {0, V2, —\/i}
Ainsi les points critiques (0,0) avec £(0,0) = 0, (v/2,—v2) avec f(v/2,—v2) = —8 et
(—v2,v/2) avec f(—v2,v/2) = -8
On a f(z,y) +8 = (2% — 2)2 + (y* — 2)2 + 2(x +y)? > 0.
Donc il y a deux points qui atteignent le minimum et aucun maximum.

2) On a Vg = (622 + 2y, —2y + 2x).

Donc les points critique vérifie = y puis 322 + 2 = 0 donc = € {0, —1/3}.

On a (0,0) avec ¢g(0,0) =1 et (—1/3,—1/3) avec g(—1/3,—1/3) = 28/27 > 1.

De plus, g(t,0) = 2t + 1 admet des limites infinies aux infinies. Donc f est non bornées.
Ce ne sont pas des extrema globaux.

On a g(t,0) — g(0,0) = 2t3 change de signe au voisinage de t = 0 donc (0,0) n’est pas un
extrema local.

-4 2

2 =2)

On obtient g(—=1/3 + hy, —1/3 4 hy) = 32 + 5(—4hZ 4 4hyhy — 2h2) + o(||h|?).

Puis §(—4h2 +4hyhy —2h2) = —h2 — (hy + hy)? < 0. Donc (—1/3,—1/3) est un maximum
local.

Au voisinage de (—1/3,—1/3), la Hessienne est <
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