Corrigé du DS n°1 : Mathématiques

PCSI 1 — 14 septembre 2024

Exercice 1

. WeR, V2 eR, (22 +1=y)= (y=1)
Correction : L’assertion est VRAIE.

Montrons que 3 = 0 convient. Soit x € R. L’assertion 22 +1 = 0 est fausse car pour
tout z € R, 2241 > 1 > 0. Par les propriétés des implications logiques, I'implication
(Faux = 0 = 1) est toujours vraie. Ainsi, Vo € R, (22 +1 = 0) = (0 = 1) est vraie.
L’assertion est donc démontrée pour y = 0.

2.VzeR,Jac R, 22 =a+1
Correction : L’assertion est FAUSSE.
Sa négation est : 3x € R, Va € RT, 22 #a+ 1.

Considérons z = 0. Soit a € Rt (c’est-a-dire a > 0). Alors a+1 > 1. Or 22 = 02 =
0#a+1.
Ainsi, z = 0 constitue un contre-exemple, et la proposition initiale est fausse.
3.Va cRT, Iz cR, 22 =a +1
Correction : L’assertion est VRAIE.
Soit @ € RT. Alors a+1 > 1 > 0. Le nombre a + 1 admet donc une racine carrée
dans R. En posant * = va+ 1 € R, on a bien 22 = (Va+ 1)? =a + 1.
4. VneN, Y7kl < (n+1)!
Correction : L’assertion est VRAIE.
Montrons-le par récurrence sur n € N,
— Initialisation : Pour n = 0, 22:0 El=0'=1et (0+1)! = 1! = 1. L’inégalité
1 <1 est vraie.
— Hérédité : Soit n € N. Supposons que Y, k! < (n+1)!. Alors :

n+1

Zk!: <ik'> +n+1)<(n+D)+n+1)!=2x(n+1)
k=0 k=0

Commen >0,onan+2>2 dou2x(n+1)! <(n+2)(n+1)!=(n+2).L
On en déduit que ZZ':% k! < (n+2)!, ce qui conclut I'hérédité.
Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.
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Exercice 2

L.V3r—2—vVz+7=1

Correction : L’équation est définie pour les réels z vérifiant 3z —2 > 0et z4+7 > 0,
soit z > % L’ensemble de définition est D = [%, 400 [

Pour z € D :

V3r—2—Vr4+T7=1 << V3r—-2=14+Vax+7

Les deux membres étant strictement positifs, on éleve au carré :
32 —2=(14+Ve+7)? <= 30 -2=14+2V2+ T+ +7

<= 220—-10=2Vx+7 < x—5=VVx +7

Une condition nécessaire pour qu’il y ait des solutions est x — 5 > 0, soit x > 5.
Pour z > 5, on éléve de nouveau au carré :

(=52 =247 <= 22102 +25=a+7 < 22— 1lz+18=0

Le discriminant de cette équation du second degré est A = (—11)2 — 4(1)(18) =
121 — 72 = 49 = 72. Les racines sont :

11-7
xTr =

11+7
=2 et xz9= + =

9
2 2

Seule la valeur x = 9 vérifie la condition =z > 5.
Conclusion : S = {9}.
2. 2+2<V312+6

Correction : Pour tout = € R, 322 + 6 > 0, donc 'inéquation est définie sur R.
Distinguons deux cas selon le signe du membre de gauche :

— 1% cas : ¢ + 2 < 0, c’est-a-dire x < —2. Le membre de gauche est strictement
négatif tandis que v3z2 4+ 6 > 0. L’inégalité est toujours vérifiée. Donc S; =
| — 00, —2].

— 2%cas:zr+2 >0, c’est-a~dire x > —2. Les deux membres étant positifs ou nuls,
on peut élever au carré par stricte croissance de t — t2 sur R :

(242)? < 32246 = 2’ +da+4 < 32°4+6 = 2074242 >0 < 2(z—1)2>0

L’inégalité 2(z — 1) > 0 est vraie pour tout x # 1. Par conséquent, Sy =
[—2,1[U]1, 400l

L’ensemble des solutions est la réunion S = S US; =R\ {1}.

Conclusion : S =] — 00, 1{U]1, +0o0].
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Exercice 3

Dans cet exercice, n € N*.

17 (2k — 1)(k +3)

Correction : Développons le terme général :
(2k —1)(k+3) =2k* + 6k —k —3=2k* +5k -3

Par linéarité de la somme :

n

> 2k —1)(k +3) zzzn:k2+5zn:k—zn:3
k=1 k=1

k=1 k=1

En utilisant les formules usuelles Y ;_, k = % et Yr_ k*= % :

n

S @k - 1)k +3) =2"

k=1

(n+1)(2n+1) n(n+1)

5 —3n

+5

Factorisons par & :

2(n+1)(2n+1) +15(n + 1) — 18]

o3

= = [2(20% + 30+ 1) + 150+ 15 — 18] = < [4n* + 21n — 1]

. n n(4n? n—
Conclusion : ) ;' ,(2k —1)(k+3) = W‘
n 1
2. Yk GO

Correction : Décomposons en éléments simples la fraction :

1 1 1 1
(k+1)(k+3) 2\k+1 k+3
La somme devient, par télescopage :

n

1 1 & 1 1
Z(k+1)(k+3) T 24 <k:+1_k+3>

k=1
n n n+1 n+3
1 Z 1 Z 1 1 Zl Zl
2<k1k+1 k1k+3> 2 jzzj j:4j
Les termes pour j =4,...,n+ 1 s’annulent :
B S S O - o B
~2\2 3 n+2 n+3) 2\6 ®m+2)(n+3)
5(n+2)(n+3)—6(2n+5) 5n*+25n+30—12n—30  5n*+13n
B 12(n +2)(n + 3) B 12(n +2)(n + 3) - 12(n+2)(n+3)
1 n(5n+13)

Conclusion : ;. kD (EF3) — 12(n+2)(n+3)
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3. ZOSiéan (?)Zj

Correction : La somme peut s’écrire sous forme d’imbrication de deux sommes :

=3 (1) 229(2 )

j
§=0 i=0 =0

Intervertissons 'ordre de sommation ({(7,7) [0 <i<j<n
neti<j<n}):

=22 ()r -2 () (2

=0 j=1
Calculons la somme géométrique :

n— +1 )
223_21 L _gne1 _gi
21

Ainsi :
" /n 1 . 11 " /n " /n
S — n+l _ o1 —_9n o
S (1) ez =rry (1) -2 (]
=0 1=0 1=0
D’apres le bindbme de Newton :
i=0 i=0
D’ou :
S — 2n+1 X 27’L _ 377, — 22n+1 _ 3?’L

Conclusion : } 5, ()27 = 22+l — 3n,

Exercice 4

r+y+2z=1
1. Je+2y—2z=2
2c —y—2=3

Correction : Appliquons le pivot de Gauss :
r+y+2z2=1 (L)
r+2y—z=2 (L9)
20 —y—2=3 (Ls)

Opérations Lo < Lo — Ly et Ly < L3 — 2L :

z+y+2z=1
y—3z=1 (L3)
—3y—5z=1 (L%)

i(?) =(14+1)"=2" et i(?)y:(lﬂ)n:?ﬂ
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Opération L <— L + 3L} :

r+y+2z=1
y—3z=1
—14z =4
On remonte le systeme :
— —ldz=4 = z:—%
—y:1+3z:1—g:%
_ _ 1,4 _10
—zx=1l-y—-2z=1—-=z+-=+

\»—II

Conclusion : § = {(1—70, %
20 — 4y + 2z +xyz =3
2. ¢ +y+z2=-2

r—2y+z=1

NN

)}

Correction : Commencons par résoudre le sous-systeme linéaire formé par les équa-
tions (2) et (3) :

a:+y+z:—2 (LQ)
r—2y+z=1 (L3)

En soustrayant (Lg)—(L3), on obtient : 3y = —3 = y = —1. Substituons y = —1
dans (Lg) :
r—14+2=-2 = z4+2=-1 = 2=-1—-2

Substituons y = —1 et z = —1 — = dans I"équation non linéaire (1) :
20 —4(-1)+2(-1—-2)+2(-1)(-1—2) =3
2r4+4—-2-2r4+z+22=3
B tr+2=3 < 2’ +2-1=0

Le discriminant de cette équation du second degré est A = 12 — 4(1)(—1) = 5. Les
solutions pour = sont :

-1-+5 —1+5
rp=——— et T9=—"—
2 2
On en déduit les valeurs correspondantes pour z = —1 — z :
<—1 —\5 ) ~1++5
e N

T e S A Wl 4
2= 2 2

Conclusion : § = {(‘15‘/5, -1, _1;‘/5) , (_1‘5\/5, -1, _15\/5> }
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Exercice 5

1. Montrer que pour tout n € N nous avons |sin(nz)| < n|sin(z)].

Correction : Fixons x € R et procédons par récurrence sur n € N.

— Initialisation : Pour n = 0, |sin(0)| = 0 et 0 x |sin(z)| = 0. L’inégalité 0 < 0
est vérifiée.

— Hérédité : Soit n € N. Supposons que |sin(nz)| < n|sin(z)|. D’apres la formule
d’addition du sinus :

sin((n 4+ 1)z) = sin(nx 4+ z) = sin(nx) cos(x) + cos(nx) sin(x)
En utilisant I'inégalité triangulaire puis |cos(t)| < 1 pour tout ¢t € R :
|sin((n+1)z)| < |sin(nz) cos(x)|+| cos(nz) sin(z)| = | sin(nz)|-| cos(x)|+| cos(nz)|-| sin(z)|
|sin((n + 1)x)| < |sin(nz)| + | sin(z)]
D’apres ’hypothese de récurrence :
|sin((n + 1)x)| < n|sin(x)| + |sin(z)| = (n + 1)|sin(z)|

Ce qui acheve la démonstration de I’hérédité.
Conclusion : Par récurrence, Vn € N, |sin(nx)| < n|sin(zx)|.
2. Soit (up)nen la suite définie par la relation de récurrence :

ug =1
_ 3
Unt1 = 7757 D heo UkUn—k

Montrer que pour tout n € N, u,, = 3™.

Correction : Procédons par récurrence forte sur n € N.

— Initialisation : Pour n = 0, ug = 1 et 3° = 1. La propriété est vraie.

— Hérédité : Soit n € N. Supposons que pour tout k € {0,1,...,n}, up = 3.
Calculons un41 :

3 n
u = — _
n+1 nt1 Zukun k
k=0
D’apres 'hypotheése de récurrence, pour tout k € {0,...,n}, upup_ = 3k .
37—k = 3" Par suite :
3 n

3
n = — n__ 1 TL: TL: n+1
Un+1 ”+1k:03 n+1><(n—|— )3"=3x3"=3

L’hérédité est ainsi établie.
Conclusion : Pour tout n € N, u,, = 3".
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Probléeme

1. Montrer que pour tout n,k,i € N, nous avons :
n\(k\ _(n\(n—i
k)\i) \i/\n—k
Correction :

— Sii >k ou k > n, un des coefficients binomial a gauche est nul, et le membre
de droite I'est également. La relation est donc identiquement vérifiée (0 = 0).
— Supposons maintenant 0 < 7 < k < n. Exprimons le terme de gauche en

factorielles :
n\ [k B n! " k! B n!
E)\i)  Kl(n—k)! dl(k—ia)!  (n—Ek)il(k—1)

D’autre part, exprimons le terme de droite :

n\(n—i\  n! " (n—1q)! B n!
iJ\n—k) iln—59)" (n—K!((n—i)—n—Fk)" i(n—Fk)(k—1)!
Les deux expressions sont rigoureusement identi.ques.
Conclusion : Pour tous n, k,i € N, (}) (k) =M

(2

2. En déduire que pour tout n,i € N :

g ()0

Correction : Soient n,i € N. Si i > n, la somme est vide (égale a 0) et 0"~¢ = 0,
I’égalité est triviale. Supposons i < n. En injectant la relation établie a la question

| e (1) () -2 () ()

Mettons (7) en facteur de la somme :

-() (o)

Posons le changement d’indice j = n — k. Lorsque k varie de ¢ & n, j varie de n — 1

al: i n—i .
() zev ()= (S (e

j=0 7=0

D’apres la formule du binome de Newton :

(e

Remarque : 0" P =1sin=14,et 0" *=0sin >i.

N.Provost PCSI1 2024-2025



3. Soit (up)nen et (Un)nen deur suites numériques telles que :
" /n
YneN, u, = Z <k)vk
k=0
Montrer que l’on a :
- n
VneN, v, = Z(—l)"*k <k:> ug
k=0

Correction : Soit n € N. Exprimons la somme du membre de droite en utilisant la
définition de uy :

= (=S () (50)1)

k=0 k=0 1=0

Inversons l'ordre des deux sommations. Les indices vérifient 0 <3 < k <n :

s (B ()()

D’apres le résultat de la question 2, la somme interne vaut (’;) 0"~*. Donc :

. n n—i
Sn = ZUi(i)O

1=0

Or, 0"~ = 0 pour tout i < n, et 0° = 1 pour i = n. Tous les termes de la somme
s’annulent donc, a I'exception unique du terme ¢ = n :

Sn:vn<n>oozvnx1x1:vn

Conclusion : Pour tout n € N, v, = >3 _(=1)" () us.
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