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Les questions des exercices sont indépendantes.

Exercice 1 : Raisonnement par récurrence.

a. Montrer que pour tout n ≥ 2,
∑n

k=2 ln
(
1− 1

k2

)
= ln

(
n+1
2n

)
.

b. On définit une suite (un)n≥0 par u0 = 2, u1 = 3
et la relation de récurrence pour n ∈ N : un+2 = 3un+1 − 2un.
Montrer que pour tout n ∈ N, un = 2n + 1.

c. On définit la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 par F0 = 0, F1 = 1
et la relation de récurrence pour n ∈ N : Fn+2 = Fn+1 + Fn.
Montrer que pour tout n ∈ N, F2n+1 = F 2

n+1 + F 2
n et F2n+2 = F 2

n+2 − F 2
n .

Exercice 2 : Résoudre les équations et inéquations suivantes sur R :

a.
√
3x− 2−

√
2x+ 2 = 1.

b. x2

2 > 2−x2

1+x .

c. x6 − 3x4 + 3x2 − 1 = 27.

d. | cosx− 1
2 |+ | cosx| = 3

2 .

Exercice 3 : Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes suivantes :

a.
∑n

k=0 2
n−k3n+k52k.

b.
∑n

k=0

(
n
k

)
3k62n−k7n−2k.

c.
∑n

k=1 k(k − 1)(k − 2) .

d.
∑

1≤i≤j≤n

i
j .

Exercice 4 : Résoudre les systèmes suivants :

a.


2x+ y − z = 4

x− y + z = −1

x− 2y − z = 0

b.


x− 2y + z = 1

2x− 3y − z = 3

3x− 4y − 3z = 4

c.


x(y + z) = 2

2x+ y + z = 4

3x+ y − z = 1

Problème I : Soit n ∈ N et x ∈ R.
On propose de calculer les sommes An =

∑n
k=0 cos

2(kx) et Bn =
∑n

k=1 sin
2(kx).

1. Calculer An et Bn lorsque x ≡ 0[π].

2. Calculer An +Bn.

3. Montrer que An −Bn =
∑n

k=0 cos(2kx).

4. Montrer que 2 sinx
∑n

k=0 cos(2kx) = sin[(2n+ 1)x] + sin[x].

5. En déduire les valeurs simplifiées de An et Bn lorsque x ̸≡ 0[π].

Problème II : Les trois questions sont indépendantes.

1. On considère des entiers tels que 0 ≤ i ≤ j ≤ n.

(a) Montrer que
(
n
j

)(
j
i

)
=

(
n
i

)(
n−i
n−j

)
.

(b) En déduire la valeur de
∑

0≤i≤j≤n

(
n
j

)(
j
i

)
.

2. Soit n ∈ N.
(a) Montrer que n!n = (n+ 1)!− n! et n

(n+1)! =
1
n! −

1
(n+1)! .

(b) En déduire la valeur de
∑n

k=0 k!k et
∑n

k=0
k

(k+1)! .

3. Soit n ∈ N∗. On note Hn =
∑n

k=1
1
k .

(a) Montrer que
∑n

k=1 Hk = (n+ 1)Hn − n.

(b) Calculer
∑n

k=1 kHk en fonction de n et Hn.
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