DS de Mathématiques n°1 - Corrigé

Exercice 1 :  a. Montrer que pour tout n > 2,5} _,1In (1 — k%) =In (LH)
Initialisation. Pour n =2, on a In (1 — 35) = In(3/4).
Hérédité. Soit n > 2 tel que Y ,_,In (1 — %) =1In ("—1) On a:

n+1
1
Zln (1 — k2) =1In

(
n n 2 _
(5
- <2<n+ 1>n)

Donc par principe de récurrence, on a bien démontré la formule pour tout n > 2.
b. On définit une suite (up)n>0 par up = 2,u; = 3

et la relation de récurrence pour n € N : up 19 = 3up1 — 2Up,.

Montrer que pour tout n € Ny u,, = 2" + 1.

On démontre la relation par récurrence double sur n € N.
Initialisation. La propriété est vraie au deux premier rang car ug = 2°+1 et u; = 2'+1.
Hérédité. Soit n € N tel que u,, =2" + 1 et u,y; =2""1 4+ 1. On a:

Upy2 = 3Upg1 — 2Uy
=32nl _9297" 4+ 3_9
=2"t2 11,

Donc par principe de récurrence, on a bien démontré la formule pour tout n > 0.
c. On définit la suite de Fibonacci (F,,)n>0 par Fy =0, F; =1
et la relation de récurrence pour n € N: Fp 1o = Fpp1 + Fy.
Montrer que pour tout n € N, Fo, 11 = F,QL_,_1 + Ffb et Fopyo = F3+2 — Fﬁ
Il est utile de calculer les premiers termes de la suite, dans 'ordre 0,1,1,2,3,5,8,13, ....
On démontre simultanément les deux propriétés par récurrence simple.
Initialisation. Pour n =0, on a F} = F£ + F¢ et Fy = F§ — F&.
Hérédité. Soit n € N tel que Fy, 41 = F2+1 + F2 et Fyppo = Fr%+2 —F2.0Ona:

n

Fonts = Fopyo + Fopg
= (Fio = EY) + (B + FY)
=Frp+Fry
Ceci établit la premiere formule.
Puis d’une part :

Fonta = Fongs + Fongo
=2F; o+ Fl — F;
=2F, 5+ Fipy — (Fua2 = Frp)?
=F2 5 +2F, 2F, 1.

Et d’autre part : F2, g — F2 | = (Fyqo+ Fpp1)? — F2 . = F2 5 + 2F, 0 F, 1.

n n
Ceci donne bien la seconde formule.
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Exercice 2: a. Résoudre sur R ’équation v/3x — 2 — 2z +2 = 1.
On résout I'équation par ’ Analyse-Synthese ‘
Soit € R tel que 3z —2 — 2z +2 = 1.
Alors 3z — 2 =1+ 222 + 2 + 22 + 2.
Puis (z — 5)% = 4(2z + 2) donne le polynoéme 0 = 22 — 182 + 17 = (z — 1)(z — 17).

Puis on vérifie que 17 est solution mais pas 1. Ainsi S, = {17}.

2—z?
14z °

On peut ’étudier le signe‘ de f(z) = Z—; >

2
b.  Résoudre sur R I"inéquation % >

2—z?
14+x

pour x # —1.

22 4x)—2(2—22) 2343224
Ona f(z) = 2(1+x) - 2J(r§+1)

Puis le numérateur :
2 +327 —d = (x—1)(2® +4z+4) = (z — 1)(x + 2)*

change de signe uniquement en x = 1 mais s’annule en x = —2.
Donc Pensemble solution est S, =] — 0o, —2[U] — 2, —1[U]1, +-o0].
c. Résoudre sur R Iéquation 25 — 3z* + 322 — 1 = 27.

On peut raisonner par équivalence successive en remarquant une formule du Binéme
de Newton.

2% =32 + 322 — 1 = (22— 1)3

Ainsi 28 — 324 4+ 322 —1=27ssi (22 - 1) =3 ssia? — 1 =3.
ssi z? =4 ssix € {-2,2}.

d. Résoudre sur R léquation |cosx — 1| + |cosz| = 3.
On peut réaliser un changement d’inconnue y = cosx et faire une disjonction.
lercas:y>1/20na(y—1/2)+y=3/2ssiy=1.
2eme cas : 0 <y <1/20na (1/2—y)+y=23/2ssi 1 =3 (pas de solution)
3eme cas : y < 0O0na (1/2—y)+ (—y) =3/2ssiy = —3.

Ainsi y € {—1/2,1} puis z € {0, 2?”, %’T} + 27Z.

Exercice 3 : Soit n € N*.
a. Calculer Y, _, 2"~ k3ntk52k,
On utilise la formule de factorisation a1 — 6"+ = (@ — b) S°)'_, aFbn=F

Z 2n7k3n+k52k — 3n 2(3.52)]6277,7]6
k=0 k=0
_gn 75n+1 _ 2n+1
75 —2
_3

_ 75n+1 _ 2n+1 .
b. Calculer Y, _, (7)3*62n—k7n=2k,
On utilise la formule du binéme de Newton :

n n

n kp2n—krn—2k __ n k 2\n—kpn~—n
Z(k)zw 7 Z<k>3(6x7) 6"7

k=0 k=0
= (34 294)"6"7 "

_(1782\"
= (=) -
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c. Calculer Y p_, k(k —1)(k —2)
On utilise la linéarité et les formules de référence

(k® — 3% + 2k)

NIE

Zn:k(kf 1)(k—2) =

k=1

>
Il
—

[
NE

k3—3zn:k2+2ik
k=1 k=1

k=1
_n*(n+1)? _3n(n+ D(2n+1) 2n(n+ 1)
4 6 2
_nn+1Dnmn+1)—2(2n+1) + 4]
B 4
~ n(n+1)(n* —3n+2)
B 4
_ nn+1)(n—1)(n—-2)
1 :

d. Calculer Y, %

1<i<j<n’
On calcule la somme triangulaire

SN

1<i<j<n

Exercice 4 : Résoudre les systémes suivants :

r—y+z =-1
a. R2x+y—2z =4 Ly & Lo
r—2y—z =0

r—y+z =-1

& Q 3y — 3z =6 Lo+ Lo—2I4
—y—2z =1 L3+ Ls3—1L,
r—y+z =-1

Sy—2z =2 Lo+ Ly/3
-3z =3 L3¢ L3+ Lo

< (z,y,2) = (1,1,-1)
L’unique solution du systeéme est (1,1, —1).
r—2y+z =1
b. {2x—-3y—2 =3
3r—4y—3z =4
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r—2y+z =1

Sy —3z =1 Lo« Lo—2I4
2y — 62 =1 L3+ Ls—3L,
r—2y+z =1

Sy —3z =1 .
0 =—1 L3+ L3—2L,

Le systeme n’admet pas de solution.

. N . uv
On note u = 2z et v = y+ z. On résout le sous-systeme somme-produit {

Ainsi {u,v} sont les racines de X% —4X +4= (X —2)?ieu=v=2.
z(y+ z) =2

Donc {2z +y+2z =4
3r+y—z =1

2x =2
< qy+tz =2
3xr+y—2z2 =1
x =1
SSy+z =2
y—z = -2

La solution du systeéme somme-différence en (y, z) est (0, 2).
Le systéme de ’énoncé admet une unique solution (1,0, 2).

Probleme I : Soitn € N et x € R.

utv =4

1. Caleuler A,, et B, lorsque x = 0[r].
On traite deux cas x = 0[27] alors pour tout k& € N, cos(kx) =1 et sin(kz) = 0. Donc
A,=n+1let B, =0.
Lorsque © = 7[27] alors pour tout k& € N,cos(kx) = (—1)* et sin(kx) = 0. Donc
A=Y (=DM =YF_l=n+1let B, =0.
Ainsi dans tous les cas A, =n+1et B, =0.
2. Calculer A,, + B,,.
Ona A, + B, = (X j_ cos?(kz) + sin®(kz)) — sin*(0)
=Y o1 —-0=n+1carcos?d +sin’f = 1
3. Montrer que A,, — B,, = >, _, cos(2kz).
On a cos(26) = cos? § — sin® 6.
Ainsi A, — B, = (3)_, cos?(kz) — sin® (kz)) + sin®(0) = Y_j_, cos(2kz)
4. Montrer que 2sinz Y _,_, cos(2kz) = sin[(2n + 1)z] — sin[z].
On a:
2sin z cos(2kz) = sin(z + 2kz) + sin(z — 2kx)
= sin[(2k + 1)a] — sin[(2k — 1)z].
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Donc :

2sinx Z cos(2kz) = Z 2sin z cos(2kx)
k=0 k=0
n

— Z (sin[(2k + 1)z] — sin[(2k — 1)z])

k=0

= sin[(2n + 1)z] — sin[—z] par télescopage

=sin[(2n + 1)z] + sin z.

5. En déduire les valeurs simplifiées de A, et B, lorsque x # 0[r].

On suppose que z # O[] ainsi sinz # 0 et A, — B, = W + %
Et on a :
1
An = by ((An + Bn) + (An - Bn))
1 sin[(2n + 1)z] 1
=Z 1) 4 8= ),
2 ((n+ N P
2n+3  sin[(2n + 1)z]
= + . :
4 4sinx
De méme :

Bu= 5 ((Au+ Ba) — (A~ By))

2n+1  sin[(2n + 1)z]
4 4sinx

Probleme II: 1. On considere des entiers tels que 0 < i < j < n.
(a) Montrer que (?) (Z) = (?) (Z:;)
On a (?) (i) = j!(r?ij)! i!(j]ii)l = (nfj)!rzi(jfi)l'
e (") (") = gl e

n—j il(n—1)! (n—])!((n—z)—(n—]))! (n— )1 (G—0)!"
Done (7) (1) = (7) (325)-

(b) En déduire la valeur de Y ;< iz, (™).

J ?

2. 00)- ZZ(“) (””)

Donc :

n _ 1 1
(D! — nl T (mDl”
Ona(n+1)!—nl=nln+1-1] =nln.

Et L 1 _ (nthH)—1 n

n!l  (n+D)! — T (mrD! T (ntD)!

2. (a) Montrer que nln = (n+ 1)! —n! et
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3.

(b) En déduire la valeur de Y ;_ klk et > )_, ﬁ
On peut effectuer des télescopages des sommes :
Eneffet Y, _ kb=, _(k+1)!—kl=(n+1)! -1

Et >4 (kfl)! =0 m (kil)! =1-

(n+1)!"

Soit n € N*. On note H, =" 1_; 1-
(a) Montrer que Y p_,(Hy +1) = (n+1)H,.
On a:
n n k 1
Hy = -
D Hi=> D 3
k=1 k=1 i=1
1<i<k<n
DHN
— 1

Donc Y7, (Hy +1) = (n+ 1)H,.

(b) Calculer Y-, _, kHy, en fonction den et H,.

De méme :

k=1 1<i<k<n
n 1 n
S
=1 " k=
n 1 n
i1 " \k=1
B i} (n n+1
e 2
=1
nn+1)
= 2 Hy Z
nn+1)
= 2 n 5
1
RSP
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