Concours Blanc PCSI1 2024

Exercice 1 : Soit F (R,R) 'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note E' le sous-espace
vectoriel des fonctions continues sur R, et F' le sous-espace vectoriel des fonctions de classe
C! sur R. (on ne demande pas de justifier qu’il s’agit de sous-espaces vectoriels de F (R,R)).
SoitW:F —FE f+—f —f.

Soit ®: E — F  f+— ®(f), telle que, pour tout z € R, on a @ (f) (z) =e” [ f (t) dt.
la Justifier que ® (f) € F.
1b Montrer que ¥ est une application linéaire.
1c Déterminer ker (V).
2a Montrer que ® est une application linéaire.
2b Montrer que ker (®) se réduit a la fonction nulle.
2c Montrer que Im (®) = {g € F' / ¢ (0) = 0}.(attention & bien distinguer les deux inclusions).
3 Montrer que F' = ker (V) & Im (P).
4 Déterminer ¥ o @, et montrer que ¥ o ® est un automorphisme de F.
Probléme 1 :
Partie A :

A1 Soit = un réel positif ou nul. On note ¢, la fonction définie par : Vt € }0, g] , ¢ (t) = (sin(t))”

Ala Montrer que la fonction ¢, est de classe C! sur ]0, g}

A1b Montrer que la fonction ¢, est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée est
toujours notée ¢,.

Alc Montrer que si x > 1, la fonction ¢, est de classe C! sur [0, g]

2
On définit une fonction f de R* dans R par f(x) = / ¢, (t)dt, que 'on notera abusivement
0

B

@) = / (sin(t))dt.
0
A2 Montrer que f est décroissante sur R et que Vo € R™, f(z) > 0.

A3 Démontrer la relation :

Ve e [l,+oo, (z+1)f(x+1)=xf(x—1).

Indication : on pourra intégrer par parties f(x +1).

Soit g la fonction définie sur R* par g(z) = (x+1)f(x)f(z+1).



A4a Montrer que la fonction g est 1 périodique.

A4b Montrer que g(n) = g pour tout entier naturel n.
A5 Soit = € [0, 1] fixé.

Aba En utilisant la question A.2, montrer que :

VneN, 0< (z+n+1)f(n+1)f(n+2)<glx+n)<(z+n+1)f(n)f(n+1).

A5b En déduire : T +r+1
Tn+x Tn+x

VneN 0< ——— < S o

ne 2 n+2 _g(x)_Q n+1

A5c Démontrer que g(x) =

D3

A6 Montrer que Vo € RT, g(x) = g

AT7a Montrer 'encadrement Vz € [1, +o00], n 1 < f(z
\/ x \/

AT7b En déduire que hin f(z) = 0 et plus précisément, donner un équivalent de f(x) lorsque z

tend vers +o0.

n

Partie B : Pour tout entier naturel n, on note S, = > (—=1)*f(k).
k=0

B1 Montrer que les suites (Sap) .\, et (S2p41),., sOnt adjacentes.

En déduire que la suite (S,,),en converge.

2
Soit ¢ la fonction définie sur [O, 2} par ¢(t) = T s On note I l'intégrale /0 o(t)dt.
3 du L .
B2 Montrer que [ = o~ - En déduire le calcul de U'intégrale 1.
0 2cos? <§

Pour tout entier naturel n, on note D, =1 — §,,.

B3 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :

- [P

B4 En déduire que lim D, = 0.

n—-+o00

B5 En déduire enfin lim S,,.

n—-4oo



Probléme 2 : Dans la suite, £ désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et ¢ un
endomorphisme de F.
On rappelle qu'on pose ¢ = Idy et pour tout k € N : o+t = pF o .
On dit que 'endomorphisme ¢ est cyclique s’il existe un vecteur uy € E tel que la famille

(o, ¢ (o) , ¢* (o) s .., " " (o))
soit une base de E.
Partie 1 : Exemples
1 : Exemple 1 : On considére I'endomorphisme ¢ de E = R? dont la matrice canoniquement

le :? > et on pose iy = (2,3).

associée est A = <
la Calculer ¢ (1), montrer que B = (g, ¢ (iy)) est une base de E. Conclusion ?
1b Calculer ¢? () et déterminer les coordonnées de ? (ip) dans la base B.

1c En déduire la matrice de ¢ dans la base B.

1d Déterminer un vecteur @; # 0 dans le noyau de ¢ — 2Idp. La famille (i, ¢ (i;)) est-elle une

base de £ 7
2 : Exemple 2 : On considére 'endomorphisme ¢ de £ = R? dont la matrice canoniquement
20 0
associceest A= 0 4 —6
01 —1

2a Montrer que ¢ est un automorphisme de E ( c’est-a dire bijectif).

2b Montrer que ¢? = ap + 3Idg pour des réels o et 3 & déterminer.

2c¢ En déduire que ¢ n’est pas cyclique.

3 : Exemple 3 : On considére 'endomorphisme ¢ de E = R,,_; [X] défini par ¢ (P) = P'.
3a Soit k € [|0,n — 1]], calculer ©* (X" 1),

3b En déduire que ¢ est cyclique.

4 : Exemple 4 : On considére 'endomorphisme ¢ de F' = R,,_; [X] défini par ¢ (P) = P (X + 1)—
P(X).

4a Soit P € E. Calculer deg (¢ (P)) en fonction de deg (P).
4bi Déterminer le noyau de (.

4bii Montrer que Im (p) C R, o [X].

4biii En déduire Im ().

4c L’endomorphisme ¢ est-il cyclique ?



Partie 2 : Cas général

5 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme nilpotent soit cyclique.
Soit ¢ € L (E). On suppose ¢ nilpotent d’indice p € N* c’est-a dire :

@ = 0rp) et "' # 0gp).

—

5a Montrer qu’il existe iy € E tel que ¢~ (i) # 0.
5b Montrer que la famille (g, @ () , ..., P! (o)) est libre. Comparer p et n.
5c Montrer que ¢ est cyclique si et seulement si p = n.

6 : Quelques résultats généraux sur les endomorphismes cycliques. Soient ¢ € £ (F) un
endomorphisme cyclique et uy € F tel que la famille B = (1, ¢ (o) , ¢* (o) , - - ., " (o))
soit une base de F.

6a Montrer qu'il existe (ag, ..., a,-1) € R" tel que :
n—1
" (o) = > ang” (iip)
k=0

6b Donner la matrice de ¢ dans B en fonction de (ag, ..., an-1) .

6¢c Montrer que la famille (Idg, ¢, ¢?,...,©" ') est une famille libre de £ (E) . Est-ce une base de
L(E)?

6d Montrer pour tout vecteur € {¢’ (i) / j € [|0,n —1]]} :

n—1
o" (@) =) ar" ()
k=0
En déduire I'égalité :
n—1
" = are”.
k=0

6e Montrer que ¢ est un automorphisme si et seulement si ag # 0.

6f Supposons ag = 0. Déterminer la dimension de Im ().



Exercice plus difficile : Soient n un entier naturel et @ un nombre complexe. On définit une
famille de polynomes (Ag, A1, ..., A,) en posant :

1
Ap=Tet ke [[Lnl], Ay =X (X - ka)*

On note C, [X] le C-espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes et de degré
inférieur ou égal a n.

0 Soit y € Cet Q(X) = (X +9)". Pour j € [|0,n|], exprimer simplement Q) (X)

1 Montrer que la famille (Ag, Ay, ..., A,) est une base de C, [X].

2 Montrer que pour tout k € [|1,n]], A} (X) = A1 (X —a)

3 En déduire pour j, k € [|0,n]|], la valeur de A,(cj) (ja). On distinguera suivant que j < k, j = k ou

Jj>k.
Soit P € C,, [X] et soient ag, a, ..., a, des nombres complexes tels que

P= Xn: CYkAk
k=0

4 Montrer que pour tout j € [|0,n]], a; = PY (ja).

5 En déduire l'identité bindmiale d’Abel :

V(a,z,y) € C?, (z4+y)" =y" + (n>x (x — lfa)kf1 (y + ka)nik

6 Etablir la relation :



Corrigé de ’exercice 1 : Soit F'(R,R) l'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note E le
sous-espace vectoriel des fonctions continues sur R, et F' le sous-espace vectoriel des fonctions de
classe C! sur R. (on ne demande pas de justifier qu’il s’agit de sous-espaces vectoriels de F' (R,R)).

Soit V: F — E  f+— f' —f.
Soit ®: E — F  f+— ®(f), telle que, pour tout z € R,on a @ (f) (z) =e” [ f(t)dt.
0

la Justifier que @ (f) € F.

f € E donc f est continue donc z — [ f (¢) dt est dérivable de dérivée f continue donc est en
0
fait de classe C! sur R donc ®(f) aussi donc @ (f) € F.

1b Montrer que V¥ est une application linéaire.

UAf+pg) =M +pg— N +pg) =Af = F)+ulg—g) = (f) + pP(g) donc ¥ est

linéaire.

1c Déterminer ker (V).
feker (V)< f=f & f=Xexp, A € R donc ker (V) est la droite vectorielle constituée des
fonctions de la forme Aexp, .\ € R.

2a Montrer que ® est une apphcatlon linéaire.
€T

Pour tout @, ® (\f +pug) (z) = € [(Af(t)+ pgt)dt = )\el’ff(t)dt—l—uexjig(t)dt =
AP(f)(x) + u®(g)(x) donc ® ()\f + u;) = )\CI)(f) + n®(g) donc ¢ ?est une applicat?on linéaire.
2b Montrer que ker (®) se réduit & la fonction nulle.
Si f € ker (@), alors fx f(t)dt = 0 pour tout x, donc la dérivée est nulle, c’est-a dire f est
0

nulle. Ainsi, ker (®) se réduit a la fonction nulle.

2c Montrer que Im (®) = {g € ' / g (0) = 0}.(attention a bien distinguer les deux inclusions).

Soit g € Im (®). Alors il existe f telle que g(x) = ®(f) () = €” ff t)dt. Donc g(0) =
0

[ f(t)dt =

%{éciproquement soit g de classe C* sur R telle que g(0) = 0. Posons f(x) = e *(¢'(z) — g(z)).
Alors f est continue et ®(f)(z) = e® f —g(t))dt =e” [e7tg(t)]; = e "g(x) — 0 =

g(x) donc ®(f) = g donc g € Im(<I>)
Ainsi, Im (®) ={g € F / ¢(0) =0}

3 Montrer que F' = ker (V) & Im (D).
Si g € ker (V) NIm (®), alors g(z) = Ae® et g(0) = 0 donc A = 0 donc g est nulle. Donc
ker (¥) N Im (®) = {0p} .
De plus, si f € F, alors posons g(z) = f(x) — f(0)e”. Alors g € F' et g(0) = f(0) — f(0) =0
donc g € Im (®). Ainsi, f = g+ Aexp donc f € Im (®) + ker (V).
Donc Im (@) + ker (V) = F. Donc F = ker (V) & Im (P).

4 Déterminer ¥ o ®, et montrer que ¥ o ® est un automorphisme de F.

Pour tout x, (¥ o @) (f) (x ( ff dt) =e" ff dt+exf(x)—exbff(t)dt:exf(x).



1
U o & est bijective car pour f,g € E, (Vo ®)(f) =g g=expf < f=—g, qui est donc
exp

I'unique antécédent de g.
Donc ¥ o ® est un automorphisme de F.

Corrigé du probléme 1 :
Partie A :

T
A1 Soit z un réel positif ou nul. On note ¢, la fonction définie par : Vt € }O, E} , ¢, (t) = (sin(t))”

Ala Montrer que la fonction ¢, est de classe C* sur ]O, g} .
vVt € }O, g} , ¢, (1) = er (i) est de classe C' sur ]O, g] comme composée de fonctions de

classe C! car sin(t) > 0 sur ]0, g] :

A1b Montrer que la fonction ¢, est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée est toujours

notée @,
lim In(sin(t)) = —oo donc lim ¢,(t) = 0 sauf si x = 0, donc pour = # 0, on peut prolonger
t—0 t—0

¢, par continuité en 0 en posant ¢,(0) = 0.
Pour z =0, ¢,(t) est constante égale & 1 donc on pose ¢,(0) = 1.

Alc Montrer que si z > 1, la fonction ¢, est de classe C! sur [0, g]
t
Pour x > 1, on a Vit € R** ¢/ (t) = xc,osét; ¢, (t) = xcos(t)(sin(t))* = z cos(t)¢,_(t) donc
sin

lim ¢} (t) = 0) € R.
Jim 6 (t) = 2¢,_1(0) €
T
De plus, ¢, est continue en 0 et de classe C! sur ]0, 5] donc d’apres le théoréme de la limite

de la dérivée, ¢, est de classe C* sur [O, g} .

3
On définit une fonction f de RT dans R par f(z) = / ¢, (t)dt, que I'on notera abusivement
0

@) = / ? (sin(t))dt.

0

A2 Montrer que f est décroissante sur R™ et que Vo € RT, f(x) > 0.

T ’
Soient z, 2’ deux réels tels que 0 < x < 2/, alors pour tout t € ]0, 5] ,ona: 0< (sin(?)” <
T

(sin())” car 0 < sin(t) < 1, donc Vt € [0, 2] ,0< (1) <o,(t)et:

0< f(a') = / 2o (1)t < / 26, (t)dt = (2)

donc f est décroissante et positive sur RT.

A3 Démontrer la relation :

Vo € [1,+ool, (:cﬂ;l)f(a:—l—l) =xf(z—1).



Indication : on pourra intégrer par parties f(x + 1).

T
Pour x > 1, la fonction ¢, : t — (sin(t))" étant de classe C! sur [0, §] , on peut intégrer par
parties :

flz+1) = /Oa(sin(t))x sin(t)dt

= [—(cos(t))(sin(t))" ]ﬂ/z - x/ (sin(t))*~! cos®(t)dt

= gp/(f(sin(t))g”_l (1 —sin®(t)) dt
= 2(flz-1) = flz+1)).

On en déduit la relation (z + 1) f(z + 1) = zf(x — 1) pour tout = > 1.
Soit g la fonction définie sur R* par g(z) = (x + 1) f(z) f(x + 1).

A4a Montrer que la fonction g est 1 _périodique.
Pour x > 0,on a (z+2)f(z +2) = (x + 1) f(x), donc

g@+1)=(@+2)f(e+1)f(z+2) = (z+ 1)f(2)f(z + 1) = g(z)
donc la fonction g est 1 périodique.

A4b Montrer que g(n) = il pour tout entier naturel n.
4 . 2
On en déduit g(n) = g(n —1) = g(n —2) = --- = g(1) = ¢(0) = f(0) f(1).

Or f(0) = / dt = 5 et f(1) = /2 sin(t)dt = 1 donc pour tout entier naturel n, g(n) =
0 0

Iy
I 3

S

A5 Soit x € [0, 1] fixé.
Aba En utilisant la question A.2, montrer que :
VneN, 0< (z+n+1)fin+1)f(n+2)<glx+n)<(z+n+1)f(n)f(n+1).
On a :
ga+n)=(@+n+1)f(z+n)flx+n+1)<(x+n+1)f(n)f(n+1)

en utilisant la décroissance de f et le fait que tous les facteurs sont positifs.
De méme,

gz+n)=(@+n+1)fz+n)flx+n+1)>(@x+n+1)f(n+1)f(n+2) >0
car r < 1.

A5b En déduire : I +r+1
™Tn+x ™n+x

v N,0< ———m— < s—/——-
ne =9 n-+2 _g(:v)_2 n+1

C’est le méme encadrement qu’a la question précédente car g(x+n) = g(n) et f(n)f(n+1) =
g(n) _
n+1 2(n+1)

et en décalant I'indice n,8f(n +1)f(n+2) = m



T
A5c Démontrer que g(z) = 5

T
En faisant tendre n vers 400, on obtient I’encadrement 5 < g(z) < —. On a ainsi prouvé que

o

g(x) = g pour tout = € [0,1].

A6 Montrer que Vzr € RT, g(x) = g

La fonction g est 1 _périodique et, sur l'intervalle [0, 1], elle est constante de valeur§ Donc

g(x) = g pour tout z € R™.

ATa Montrer I'encadrement Vz € [1, +00], / Py < flx) <y /

De la décroissance de f, on déduit, pour tout r € RT,

2 g(x) T
(f(@)” > fle)f(x+1) = PRt}

De méme, si x > 1, 0n a :

(@) < fla—1)f()= 2D _ T

x 2x
T
Comme f(x) > 0, on a donc pour x > 1, 'encadrement , | ——— < f(z) < /—.
(o) > pour > s <0< o
A7b En déduire que hgl f(x) = 0 et plus précisément, donner un équivalent de f(z) lorsque = tend
vers +00.
Le théoréme d’encadrement donne immédiatement lim f(x) = 0.

T——+00

B

Plus précisément, on a : © + 1 ~, o x donc vz + 1 ~, /x. Et d’autre part, <

z+1

/(@) < 1 donc par encadrement, liril /(@) =1 donc f(z) ~1eo 21
s z—+00 \ 22

2z

oAl

n

Partie B : Pour tout entier naturel n, on note S, = >_ (—1)*f(k).
k=0
B1 Montrer que les suites (Szp), . €t (S2pi1),e s0Ont adjacentes.
En déduire que la suite (S,)nen converge.
Par commodité, posons u, = Sy, et v, = Sgp11. On a :

Upp1 — Up = Sopra — Sop = —f(2p+ 1) + f(2p+2) <0

car f est décroissante, donc la suite (u,) est décroissante.

De méme, v, — v, = Soprz — Sopr1 = f(2p+ 2) — f(2p + 3) > 0 donc la suite (v,) est
croissante.

Enfin, v, — u, = Syp11 — S2p = —f(2p + 1), de limite nulle quand p tend vers +oc.

Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes.

Elles admettent donc la méme limite [. Or ce sont les suites extraites des termes d’indices
pairs et impairs de (S,,) donc la suite (S,) gonverge vers .



B

1
Soit ¢ la fonction définie sur [0, g] par ¢(t) = Tln(t) On note I l'intégrale /0 o(t)dt.

w3

. En déduire le calcul de l'intégrale 1.

d
B2 Montrer que [ :/ —uu
0 2cos? (§>

Posonst:g—u. On a:

2 1 3 du du
o 1+sin(t) o 14 cos(u) 0 2cos? (_)

2
w/2
Donc I = [tan <E>} =1
2/10

Pour tout entier naturel n, on note D,, = I — S,,.

oln

B3 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :
™
2 (sin(t n+1
D, = (—1)"“/ (sin{t)™
o 1+ sin(t)

1 — (=1)"*tsin™*(t)
1+ sin(t)

Pour tout t € [0, g] yona > (—1)kFsinf(t) = (somme des termes d’une
k=0

suite géométrique de raison — sin(t) # 1).
Donc on a :

n

g~ 2D st () = (=)

il sin™ 1 (t)
1+ sin —

vie|0.5], : 1+ sint)

"2
% con+1 t
En intégrant cette relation sur [0, f] , on obtient D, = I — S, = (—1)"*1 / Mdt
2 o 1-+sin(t)
B4 En déduire que lim D, = 0.

n—-4o0o

m
Comme sin(t) > 0 sur [0, 5} , on majore la valeur absolue de cette derniére intégrale :

™

3 sin" () 2
D,| = — —dt < in" L (t)dt = 1).
D= [t < [T = s

Comme lim f(n+1) =0, il en résulte que lim D, =0

n—-+oo n—-+o0o
B5 En déduire enfin lirf Sy
Onas$,=1—-D,=1-D, donc lirf S, = 1.

Probléme 2 : Dans la suite, F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et ¢ un endo-
morphisme de F.
On rappelle qu’on pose ©° = Idg et pour tout k € N : o*1 = % o .
On dit que endomorphisme ¢ est cyclique s’il existe un vecteur 4y € E tel que la famille

(ﬁ()? ¥ (17:0) 7902 (ﬁO) ) ﬂonil (ﬁo))

soit une base de F.

10



Partie 1 : Exemples
1 : Exemple 1 : On considére 'endomorphisme ¢ de F = R? dont la matrice canoniquement associée

est A = (11 :(15 ) et on pose Uy = (2,3).

la Calculer ¢ (1) , montrer que B = (1, ¢ (tiy)) est une base de E. Conclusion ?

Ona(il :? ) (g): ( __110)doncgp(ﬁo):(—10,—1).

On a det ( § __110 > = —2+30 = 28 # 0 donc B = (ify, ¢ (@)) est une base de E. Donc ¢

est cyclique.

1b Calculer p? () et déterminer les coordonnées de p? (1) dans la base B.

On a ( - ) ( - > _ ( - > done @2 (iig) = (—34, —9).

Soient A\, u € R :

R o R 2\ — 10 = —34
()02 (UO) = )\u0+/JJ90 (UO) g <_347 _9> = )‘(273)+M(_1O7_1> < { 3)\_:: -9
2\ — 10 = —34 L =3

donc ¢? (tiy) = —2iy + 3¢ (1) -

1c En déduire la matrice de ¢ dans la base B.

(o) = 0ty + Lo (to) _ (0 =2
On a { G2 (i) = —2iy + 30 (if) donc Matg (p) = L 3 |

1d Déterminer un vecteur @; # 0 dans le noyau de ¢ — 2/dg. La famille (@, ¢ (i;)) est-elle une base de
E?
Soit @ = (z,y) € R%. On a :

¢ e oo (1) (3) (2 ) (5)- ()

& r-3y=0u=y(3,1)

Done i = (3,1) € ker (¢ — 2Idy) \ {6} .

Puisque (¢ — 2Idg) (@) = 0 on a ¢ (@) = 2i; donc @ et ¢ (i) sont colinéaires donc
(t1, ¢ (1)) n’est pas une base de F.

2 : Exemple 2 : On considére I'endomorphisme ¢ de E = R3 dont la matrice canoniquement associée

20 O
est A=1 0 4 —6
01 —1
2a Montrer que ¢ est un automorphisme de F ( c’est-a dire bijectif).
On a:
20 O i —6
det(A)=]0 4 —6|=2 =2(—44+6)=4+#0
01 -1 b



donc A est inversible, ¢ est bijective et est un automorphisme de R3.

2b Montrer que ¢? = ap + SIdg pour des réels v et 3 & déterminer.

20 0 20 0 4 0 O
Ona: A2=| 0 4 -6 04 6 |=10 10 —18 | =34 —2I;. Donc ¢? =
01 -1 01 -1 0 3 -5

3o — 21dp.

2c En déduire que ¢ n’est pas cyclique.
Pour tout @ € E, on a ¢* (4) = 34 (d@) — 2 donc la famille (@, ¢ (@), ¢* (@) est liée et n’est
donc pas une base de F.
Donc ¢ n’est pas cyclique.

3 : Exemple 3 : On considére 'endomorphisme ¢ de F = R,,_1 [X] défini par ¢ (P) = P'.

3a Soit k € [|0,n — 1|], calculer ¢* (X" 1).
On a:
(n — 1)' anlfk
|

gO(k) (anl) _ (anl)(k) _ TRy

3b En déduire que ¢ est cyclique.
La famille (¢* (X" 1) ..,
donc c’est une base de R,,_; [X] donc ¢ est cyclique.

est une famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n —1

4 : Exemple 4 : On considére 'endomorphisme ¢ de F' = R,,_; [X] défini par ¢ (P) = P (X +1) —
P(X).

4a Soit P € E. Calculer deg (¢ (P)) en fonction de deg (P) .
d
Soit P € R,_; [X] non nul. Posons d = deg (P) et P = > a;, X" avec donc aq # 0. On a :

eP) = aX+1) Y axt =Y a <(X+1)’“—Xk)

donc :

o deg(p(P)) <d
e le coefficient de X¢ dans ¢ (P) est ag — ag = 0.
e si d > 1, le coefficient de X9°! dans ¢ (P) est dag + ag1 — aq-1 = dagq # 0 donc
deg (o (P)) =d — 1.
Ainsi :
deg (P) —1si deg(P)>1
—00 sinon

dog (o (7)) = {

4bi Déterminer le noyau de (.
D’apres la question précedente, pour P € R, [X] :

P cker(p) & ¢ (P) = 0Opix] & degp (P) = —00 & deg (P) <0

donc ker (¢) = Ry [X] . 19



4bii Montrer que Im (¢) C R, [X].
D’aprés 4a, VP € R, [X], deg (¢ (P)) < deg(P) —1 <n —2 donc :

\V/P < ]Rn—l [X] s QO(P) < ]Rn_g [X]
donc Im () C R, [X]. .

4biii En déduire Im (y) .
D’apres le théoréme du rang, on a : dim (Im (¢)) = dim (R,,_; [X],) —dim (ker (¢)) =n—1=
dim (R,,—2 [X]).
Or Im (¢) C R,—2 [X] donc Im (¢) = R,,_5 [X].

4c L’endomorphisme ¢ est-il cyclique ?
D’aprés 4a, on a pour tout k € [|0,n — 1], deg (¢* (X" 1)) =n—1—Fk.
La famille (X1, o (X" 1), ..., ¢" 1 (X" 1)) est donc une famille de polynomes de degrés
échelonnés de n — 1 a4 0 donc est une base de R,,_; [X] donc ¢ est cyclique.

Partie 2 : Cas général

5 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme nilpotent soit cyclique.
Soit ¢ € L (FE). On suppose ¢ nilpotent d’indice p € N* c’est-a dire :

@ =0y et "' # Oz

5a Montrer qu'il existe iy € E tel que ¢~ (1) # 0.
Puisque P! n’est pas 'application nulle, il existe @y € F tel que P~ (1) # 0.

5b Montrer que la famille (g, ¢ (o), ..., P ' (dy)) est libre. Comparer p et n.
Remarquons que pour tout entier & > p, on a @ = ¢P o F P = Ogp) o PP = Oz(p)-
Soient Mg, ..., \,_1 € R tels que Aot + A1 (o) + -+ + A\p_10P ! (dp) = 0.
En appliquant ¢?~! & cette relation il vient Agp?~! (i) = 0 donc Ay = 0.
Supposons par récurrence \g = --- = ;3 = 0 pour ¢ < p — 1.
La relation se réécrit alors A\ (o) + - - + Ap_10P~ ! (1) = 0.
On applique cette fois P~ pour obtenir A\;?~! (i) = 0 donc \; = 0.
Pour i = p — 1 on obtient alors \g = --- = \,_; = 0 donc la famille (uy, ¢ (1), .., ¢" " (d))
est libre.
Comme c’est une famille libre de p vecteurs de E et dim (F) =n, on a p < n.

8¢ Montrer que ¢ est cyclique si et seulement si p = n.

e (<) Supposons p = n. Alors la famille (i, ¢ () , ..., P! (iy)) est libre et de cardinal
p =n = dim (E) donc c’est une base de F.
Donc ¢ est cyclique.

e (=) Supposons ¢ cyclique. Soit alors ' € E tel que (¥, ¢ (¥),...,0" ' () est une base
de E. Il s’ensuit que ¢" ! (¥) # 0 donc ¢" ! # 0z(py donc n —1 < p—1 donc n < p.
Or p < n donc p =n.

6 : Quelques résultats généraux sur les endomorphismes cycliques. Soient ¢ € L (E) un
endomorphisme cyclique et @y € F tel que la famille B = (1, ¢ (to) , ¢* (dp) , - - ., " * (tp)) soit
une base de F. 13



6a Montrer qu’il existe (ag,...,a,—1) € R" tel que :
n—1
0" (i) = > arp® (i)
k=0

Puisque B = (1, ¢ (o) , ¢* (dp) , ..., 9" (t)), le vecteur ™ (uy) admet une unique décom-
position comme combinaison linéaire des vecteurs de cette base donc il existe (ag, ..., a,-1) €

n—1
R™ uniques tels que ¢" (i) = > ap® (i) -
k=0
6b Donner la matrice de ¢ dans B en fonction de (ag, ..., a,_1) .

Cette relation donne la derniére colonne de la matrice Matg () tandis que pour 1 < j < n—1,
o (™1 (1)) = ¢’ (iip) donne la colonne j d’ou :

0 O 0 ag
1 0 0 aq
Mats ()= | ¢ !
: . 0 Qp—2
0O 0 --- 1 a,—1
6c Montrer que la famille (Idg, ¢, ¢?, ..., " ') est une famille libre de £ (E) . Est-ce une base de £ (E) ?
n—1 n—1
Soient Ag, ..., A\,_1 € R tels que Z et = Oz(g) En évaluant en 1y, on obtient Z Aeip® () =
B k=0 k=0
0.
Puisque B = (i, ¢ (to) , ¢* (dy) , ..., " (ty)) est libre, cela entraine Yk € [|0,n — 1|],
A = 0.

Ainsi, (Idg, ¢, ...,¢" ') est une famille libre de L (F) .
Mais cette famille est de cardinal n alors que dim (£ (F)) = n? > n car n > 2 donc ce n’est
pas une base de £ (F).

6d Montrer pour tout vecteur @ € {¢’ (i) / j € [|0,n — 1[]} :
n—1
" (@) = Y arg® ().
k=0

Soit j € [|0,n — 1|], et W = ¢’ (1), alors :

" (W) = " (¢ (o)) = " (i)



En déduire 1’égalité :

n—1
Puisque les applications linéaires ¢" et E ayp”® sont égales sur tous les éléments d’une base,
k=0

n—1
= aret
k=0

6e Montrer que ¢ est un automorphisme si et seulement si ag # 0.

elles sont égales partout et on a :

n—1 n—1
e (<) Supposons ag # 0. Alors " = Z app® + agldy donc " — Z app® = agldg donc :
k=1 k=1
1 n—1
@ (9071_1 - Zawk_l) o =1Idp
0 k=1

n—1
1 -1 k—1
o| — T E a =1d
% <a0 <%0 o kP )) E

donc d’apres le théoréme de caractérisation des bijections, ¢ est bijective donc est un
1 n—1

automorphisme. (et =1 = — [ "7 — Z arpt1 ).
o k=1

e (=) Supposons ag = 0. Alors la premiére ligne de la matrice Matg (¢) est nulle donc
cette matrice n’est pas inversible donc ¢ n’est pas un automorphisme.
Par contraposée, si ¢ est un automorphsme, ay # 0.

6f Supposons ag = 0. Déterminer la dimension de Im () .
Puisque ag # 0, ¢ n’est pas bijective donc rg (¢) < n = dim (F).

Or B = (i, ¢ (1) , 02 () , - . ., "1 (1)) est une base de E donc la famille (¢ (to) , ©* (o) , - - -

est libre comme sous-famille d’une famille libre. Or ces vecteurs sont tous dans Im (¢) qui
contient ainsi une famille libre de n — 1 vecteurs. Donc dim (Im (¢)) > n — 1. Donc :

rg(p) =n—1

Corrigé de I’exercice plus difficile : Soient n un entier naturel et o un nombre complexe. On
définit une famille de polynémes (Ag, Aj, ..., A,) en posant :

1
Ap=Tetke[[lnf], A= X (X - ka)F !

On note C,, [X] le C-espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes et de degré inférieur ou
égal & n.
15



0 Soit y € Cet Q(X) = (X +y)". Pour j € [|0,n|], exprimer simplement QV) (X).
Q (X) = (X +y)". par récurrence bornée, il vient facilement que pour j € [[0,n|], QY (X) =
| )
(X +y)"

(n—Jj)!

1 Montrer que la famille (Ag, A1, ..., A,) est une base de C,, [X] .
On adeg(Ax) =14k —1=k pour k de 0 an donc (Ap, Ay, ..., A,) est une base de C,, [X]

de polyndémes de degrés échelonnés de 0 a n.

2 Montrer que pour tout k € [|1,n|], A} (X) = Ax_1 (X —a)

Soit k € [|1,n]] :
AL(X) = % (X — ka)" " + %X (X — ka)F?
= %(X—k;a)k_z(X—lerkX—X)
= % (X — ka)" % (—a+ X)
= ﬁ(X—a)(X—(k—l—l—l)a)k2
= Ak—l (X - a)

3 En déduire pour j, k € [|0,n]], la valeur de A,(gj) (ja) . On distinguera suivant que j < k, j = k ou
Jj>k. 4
Par une récurrence immédiate, il résulte de 2 que pour j < k, A,(f ) (X) = Ay—; (X — ja) (ceci
vaut aussi trivialement pour j = 0).

Doncsij < k:
j : 1 : : .
AP = Ay (X =ja) = =5 (X —ja) (X —ja— (k=) a) !
i 1 : : : : N Nk
AY (ja) = gy (L de (ja—ja—(k—j)a) 7 =0

etsij=k:

AM(X) = Ag(X —ka) =1
AW (ka) = 1

et sij >k, A;Ck) =1 donc A,(Cj) = ( donc :

AP (ja) =0

Soit P € C,, [X] et soient g, vy, . . ., a;, des nombres complexes tels que
n
P= Z CYkAk
k=0

16



4 Montrer que pour tout j € [|0,n|], o = Pl (ja).

Ona P = ZakAk donc pour tout j € [|0,n]], PU) = Z OékA donc :
k=0

PY (ja) = Y axA (ja)
= ;A (ja) d’apres 3
7<%

5 En déduire 'identité bindmiale d’Abel :

Vaan) €€ @t =+ Y (1ol k) ok ko

k=1

Soit y € C fix¢ et P(X) = (X +y)". rappelons de la question 0 que pour j € [|0,n|],

. ! . , ) .
PO (X)= " X +14)"7 donc PY) (ja) = ——— (y + ja)" 7.
() = Gy (X ) (o) = g (-4 )
Or (Ap, A, ..., A,) est une base de C,, [X] donc il existe ag, aq, . . . , a;, des nombres complexes
tels que
P = Z OékAk
k=0
n !
et d’aprés 4, a, = P® (ka) = —— (y + ka)" " donc P (X) = n (y + ka)" ™" Ay (X)
(n—k)! — (n—k)!
donc :
n - n! n—k n - n! n—k
(X +y)" = (y +ka)" " A (X) = y" Ao (X) + (y + ka)" " Ag (X)
c~ (n—k) £~ (n—k)!
= "+i ! (y+k )""“1X(X—/<; )yt
-7 n—k) YT ¢

— gt Xn: <”)X (X = ka)* ' (y + ka)" "

o

donc en évaluant en z € C :

n

V(a,z,y) € C?, (x4+y)" =y"+ (k:
k=1

)x (z — ka)* " (y + ka)" "

6 Etablir la relation : .
via) €€t =3 (1) (Cha) o ke
k=1

Plus facile que cela en a ’air :considérons & présent y € C fixé et dérivons la relation ci-dessus
par rapport a la variable x € R (on se restreint a z réel pour pouvoir dériver) :

n(r+y)"" 0+Z( ) (v — ka)*~ 1(y—1;;m” k+;< ) (k—1) (x — ka)* 2 (y + ka)" ™"



puis on évalue cette relation pour x = 0 :
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