D.M.7 3 Mars 2025

Exercice 1 : On note M,, (R) l’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans R,
on note I, l’élément neutre de M,, (R) pour la multiplication.

cos(f) — sin(6) )

Pour 0 réel quelconque, on définit la matrice Ry = ( sin(6)  cos(6)

Soit F' le sous ensemble de My (R) des matrices de la forme ( “ u ) avec (a,b) € R?

b

Soit G le sous ensemble de My (R) des matrices de la forme ( ccl _dc ) avec (c,d) € R?

0 Rappeler la dimension de M, (R).

1 Montrer que F' est un sous espace vectoriel de My (R). Préciser une base de F' et la dimension
de F.
Justifier rapidement que G est un sous espace vectoriel de My (R) et préciser sa dimension.

2 Montrer que F' et (G sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires dans Mo (R).
Soit 0 un réel, 0 # km, k entier relatif quelconque et C' ’ensemble des matrices M appartenant
a My (R) et vérifiant MRy = RoM.

3a Montrer que F est inclus dans C.
3b Déterminer G N C.
4 Montrer que F' = C.

Exercice 2 : Pour tout entier n € N,

e on note R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes de R [X] de degré inférieur ou égal a
n.

e onpose P, (X) = (X2-1)"

e on appelle n-ieme polynéme de Legendre, noté L,, la dérivée n-ieme du polyndéme
P,: L, (X)=P"(X).
Ainsi, LOZP(), LIZP{, LQZPZH,...

1: Exemple n =2:

la Ecrire sous forme développée les polynémes Lo, Ly et Ls.

1b Montrer que la famille By = (Lg, L1, L2) est une base de Ry [X].

2 : Base des polynodmes de Legendre Fixons n € N*.

2a Déterminer le degré de L, pour tout k € N, ainsi que son coefficient dominant.

2b Justifier que B,, = (Lo, ..., Ly) est une base de R,, [X].

2c¢ Préciser ordre de multiplicité des racines de P,. Soit k € [|0,n — 1|]. Que valent les nombres

PP (1) et P (~1) 7 .



2d Soit @ € R[X]. Montrer :

weonl, [ Lwema= vt [ pHmen oa

1 1

2e En déduire : VQ € R, [X], f_ll L,(t)Q((t)dt =0.
2f En déduire que pour tous entiers naturels j # k : fjl L;(t) Ly (t)dt = 0.

3a Justifier que pour tout entier %, fjl (L (t))2 dt > 0. Cette question doit étre admise tant qu’on
n’a pas fait le chapitre 17.

3b Soit P € R, [X]. Déterminer les coordonnées (ag, a1, ...,a,) de P dans B, en fonction des
intégrales fjl P (t) Ly (t) dt et fjl (L (t))* dt avec k € [|0,n]] .
Probléme : Soit f définie sur R par Vz € R, f (z) = 3ze™* — 1.
1 2
On donne e ~ 2.7 ; NG ~0.6;v2~14; 3%6_1/2 ~12etIn(3)~1.1
e

Partie 1 : étude d’une fonction.
1 Etudier les variations de f sur R, ainsi que les limites aux bornes du domaine de définition.
2 Donner le tableau de variations de f, précisez les asymptotes.

3 Donner I’équation de la tangente en 0. Etudier la position de la courbe Cy par rapport a la
tangente au point d’abcisse 0.

4 Donner 'allure de la courbe Cy.

Partie 2 : étude de deux suites. On suppose désormais dans toute la suite du probléme que
Pentier naturel n est supérieur ou égal a 2. Soit f, (z) = 3z"e™* — 1.

5 Quel est le signe de f,, (0) ? de f, (1) ?

6 Etudier les variations de f,, sur I'intervalle [0, +oo . Justifiez ensuite que les éventuelles monotonies
de f,, obtenues sont strictes.
Donner la limite de f, (z) quand = tend vers +o00. En déduire que f,, s’annule sur [0, +00| en
deux réels, et exactement deux, notés u,, et v, et vérifiant u, < 1 < v,.

7 Quelle est la limite de la suite (v,,) ?

u2

8a Calculer e ™ en fonction de u] .

8b En déduire le signe de f,11 (u,) .
8c Déduire de ce qui précede la monotonie de (uy),,5 -

8d Montrer que la suite (u,) est convergente. On note [ sa limite.

9 Soit g, définie sur |0, +oo[ par : Yz > 0, g, (x)2: In(3) +nln(z) — 22



9a Soit t > 0. Montrer que g, (t) = 0 si et seulement si f, (t) = 0.

9b On suppose que [ # 1. Trouver une contradiction en utilisant ce qui précéde. Qu’en conclut-on
(?

9c Soit la suite (wy,),~, définie par Vn > 2, w, = u, — 1. Trouver, en utilisant un développement
limité de g, (1 + w,), un équivalent simple de wy,.

Partie 3 : étude d’une équation différentielle. Soit n € N*. Soit F,, 1’équation différentielle
zy — (n — 22?)y = n — 222, Soit H,, 1’équation homogeéne associée a E,,.

10 Résoudre H,, sur |0, +oo[ et sur |—o0, 0].

11 En déduire les solutions de F,, sur |0, +oo] et sur |—oo, 0]



cos(0) —sin(9)>
sin(f)  cos(6)

_ab ) avec (a,b) € R?

Corrigé de I’exercice 1 : Pour 6 réel quelconque, on définit la matrice Ry = (

Soit F le sous ensemble de My (R) des matrices de la forme ( Z

Soit G le sous ensemble de My (R) des matrices de la forme ( cCZ _dc > avec (c,d) € R?

0 Rappeler la dimension de M, (R).

1 Montrer que F' est un sous espace vectoriel de My (R). Préciser une base de F' et la dimension de F.
Justifier rapidement que G est un sous espace vectoriel de My (R) et préciser sa dimension.

o FFC M.
e Pour a =b6=0, < z ) est la matrice nulle qui appartient a F'
a —b o d =V da+Nd —(Ab+ NV
oDeplus)\(b a +A Voo >_()\b+)\’b’ N+ N’ € F donc F est

un sous espace vectoriel de My (R).

a —b 10 0 —1 0 -1
(b a):a<0 1)+b(1 0)doncF:Vect(Ig,S)aveCS:(1 0).

La famille de matrices (15, S) est libre donc est une basede F' donc dim (F') = 2.
On montre de méme que G est un sous espace vectoriel My (R) de base (S, S”) avec

S = ( (1) _01 ) et S = ( (1) (1) ) donc G est de dimension 2.

On pouvait bien siir procéder pour I’ensemble de cette question par "atomisation" a
condition de bien le rédiger.

2 Montrer que F' et G sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires dans My (R).

° (Z —ab>:(cci _dc)entrainea:c:—cetb:d:_bdonC’FﬂG:{OMQ(R)}‘

e De plus [dim (£) +dim (F) =2+ 2 = 4 = dim (M, (R))

e donc F' et G sont des sous espaces vectoriels supplémentaires dans M, (R).

Soit # un réel, § # km, k entier relatif quelconque et C' 'ensemble des matrices M appartenant a

My (R) et veérifiant M Ry = Ry M.

3a Montrer que F’ est 1nclus dans C’
a —b cos - sm a cos — bsin(f) —asin(f) — bcos(d)
b a sin(f)  cos(6 asin(f + beos(d) acos(f) — bsin(h)

= (e ;zzzé@ ) ( .- ) o st contens dons

3b Déterminer G N C.
c d cos(f) —sin(6)
d —c sin(f)  cos(f)

_ ( ccos(0) +dsin(f) —csin(6) + d cos(6) )
—csin(f) 4+ dcos(f) —ccos(f) — dsin(0)

4



() oty ) (& 2 )= (omte) s ots) consiy gty ) done (&

dsin(f) = —dsin(6)
—csin(f) = c¢sin(0)
donc GNC = {Op,w) }-

C' si et seulement si . Or 0 # k x 7 donc sin(f) # 0 doncd =c =0

4 Montrer que F' = C' (on pourra supposer qu'une matrice M appartient a C' et utiliser les questions 2
et 3).
Soit M une matrice quelconque. On peut écrire M = M; + Ms avec My € F et M, € GG.
M e C < MRy = RyM — (M1+M2)R9 = R@(M1+M2) <— MRy + MRy =
RyMq + RyMs.
Or M; € F donc M; € C donc M € C <= MyRy = RyM, ce qui, d’apres la question 3,
entraine que My = O, r) car M € G.
On en déduit que M € C <= M = M, donc F = C.

Corrigé de I’exercice 2 : Pour tout entier n € N|

e on note R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes de R [X] de degré inférieur ou égal a n.
e on pose P, (X) = (X2 -1)"
e on appelle n-iéme polynéme de Legendre, noté L,, la dérivée n-ieme du polynome P, :
L. (X)=P"(X).
Ainsi, L0:P07 lepll, L2:P2”7...

et de déterminer les coordonnées d’un polynome quelconque P de R,, [X] dans la base B,,.
Sans aborder la partie 2, on pourra quand méme traiter la partie 3 en utilisant uniquement le résultat
de la question 2e.

1: exemple n =2:

1la Ecrire sous forme développée les polynomes Lo, L1 et Lo.

On a :
L = R=(Xx2-1)"=1
P, = X?—1ldoncL; =P =2X
P, = (X?=1)° donc Py =4X (X2 —1) = 4X® —4X
donc Ly, = Pj =12X*—4

1b Montrer que la famille By = (Lo, L1, L2) est une base de Ry [X] .

Ly, Ly, Ly sont de degré 0, 1,2 donc forment une famille de polynémes de degrés échelonnés de 0 a
2 donc une base de Ry [X].

2 : Base des polynémes de Legendre Fixons n € N*.

2a Déterminer le degré de Ly pour tout k& € N, ainsi que son coefficient dominant.
On a deg (Py) = 2k donc deg (Ly) = 2k — k = k.
De plus, le coefficient (dominant) de X?* dans P, est 1 donc celui (dominant) de X* dans
Ly = P,Ek) (X) vaut :
(2F)!

c(Lk)=2k(2k—1)...(k+1):T
5 !

d
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2b Justifier que B,, = (Ly, ..., L) est une base de R,, [X].

(Lo, ... Ly,) est donc une famille de polynomes de degré échelonnés de 0 & n donc c’est une
base de R,, [X].

2c¢ Préciser I'ordre de multiplicité des racines de P,. Soit k € [|0,n — 1]] . Que valent les nombres P,&’“) (1)
et PP (=1) 7

Ona P, (X) = (X?2-1)" = (X =1)"(X +1)" donc les racines de P, sont 1 et —1 avec
multiplicité n pour chacune.

D’apres la caractérisation de la multiplicité des racines, on a donc pour tout & € [|0,n — 1],
PP (1) =P (1) =0

2d Soit @ € R[X]. Montrer :

Wk € [0, 1], /1 L () Q (1) dt = (—1)’f/11 POR) (1) QW (£) dt.

1

Soit Q € R[X].
Montrons la formule de I’énoncé par récurrence bornée sur k € [|0,n|] :

o Initialisation k=0.Onal, = P = p" ot Q = QO = Q® done évidemment,
[ L, tydt = (—=1)" [1, PY9 (8) QW (1) .

e Heéredite : Soit k € [[O,n —1|], supposons [, L ) Q) dt = (=) [ BI 9 (1) QW (¢) dt.

u(t) = QW (t) '

On inteégre par parties en posant { o (t) = P(n (k+1)) 0 d’ou { ’((t

[ nwewa = ([@U()P( b (o] / 111%5“—““” 0Q (1))

1

= (D / P;”-“ﬂ“ () QU (1) d
-1
ce qui acheve la récurrence et donne la formule pour tout k& € [|0, n|].

2e En déduire : VQ € R, | f L, t)dt = 0.
Pour Q@ € R, 1 [X],ona Q(”) =0 donc en prenant k = n ci-dessus, on a : fj1 L,(t)Q(t)dt =
(=)™ [ P () QU (t) dt = (—=1)™ [, 0dt = 0.

2f En déduire que pour tous entiers naturels j # k : f_ll L;(t) Ly (t)dt =0.
Orsij#k,onaj>kouj<k.
Par exemple, sij > k,ona L, € R;_; [X] car deg (Ly) = k < j donc d’aprés 2d en prenant

Q= Lk,onaf L;(t)Ly(t)dt =0.
Idem en echangeant j et ksijg<k.

3a Justifier que pour tout entier k, fil (Lg (t))2 dt > 0.

o Vte[-1,1], (Ly(t)* >0



o t— (L (t))? est continue sur [—1, 1]

o t — (L (t)* nest pas identiquement nulle sur [—1,1] (car sinon, L; admettrait une
infinité de racines donc serait le polynome nul, ce qui n’est pas).
Done [*, (Ly (1)) dt > 0.

3b Soit P € R, [X ]. Determmer les coordonnées (ag, a1, . . ., a,) de P dans B3, en fonction des intégrales
[LP@) Ly (t)dt et [1) (L () dt avec k € HO n|].
P se décompose ainsi : P =agLo+aiLy+ -+ a,L, avec (ag,as, ...,a,) € R"™. On a alors
pourk € [|0,n|] :

/1 P() Ly () dt = /1 (aoLo + arLy + - - + anLy) () Ly (£) dt

- /1 Zn:aiLi(t)Lk(t)dtIXk:ai/l L; (t) L (t) dt

1
= ak/ (Li (t))? dt car tous les autres sont nuls vu 2.
-1

JL PO Lty dt
J4 (Lk<)) dt

Probléme : Soit f déﬁnie sur R par Vz € R, f () = 3ze™" — 1.

2
On donne e >~ 2.7 ; \/__()6 V2~ 14 346_1/2’\*12@5111(3)21.1.

donc puisque fjl (Li (1)) dt # 0, il vient a; =

Partie 1 : étude d’une fonction.

1 Etudier les variations de f sur R, ainsi que les limites aux bornes du domaine de définition.
f est dérivable sur R comme somme produit et composée de fonctions dérivables et :

Ve eR, f'(x) = 3¢ — 62 =3 (1—22%)e”

1
doncf’(:z:)20<:>2x2§1<:>ac2§§<:>x€ [—% \/7_]
2 2 2 V2
donc f est décroissante sur ] —00, —7] et sur 5 400 | et croissante sur [——\é_, —\é_] .

2 1/2 _.,.2
De plus, [ze | = (2?) /2 g=a?,
Par croissance comparée, lim X2 X =0, or lim 22 = 400 donc par composition de
X—+o00 r—+o00
. . . 2 . 2 .
limites, lim |ze | =0donc lim ze™® =0donc lim f(x)=—1.
r—3F00 r—F00 r—300

2 Donner le tableau de variations de f, précisez les asymptotes.

f (—ii) = —3\/7561/2 —1~—-22et f (?) = 3?&0 —1~0.2

2

V2 V2
z —00 ) 5 +00
I (z) - 0 + 0 +
[ (z) N 2.2 /= N1




La droite horizontale A : y = —1 est donc asymptote a C; au voisinage de 400 et —oo.

3 Donner I'équation de la tangente en 0. Etudier la position de la courbe Cy par rapport a la tangente au
point d’abcisse 0.

f(0) = —1et f'(0) = 3 donc la courbe C; admet au point d’abcisse 0 une tangente T
d’équation Ty : y = 3z — 1.
De plus :

fl@)—Bz—1) = 3ze™ —1—(3z—1)
= 3z (6_’32 — 1>

Or —22 < 0 donc e™** —1 < 0 donc f () — (3z — 1) est du signe de —z donc C; est au-dessus
de Ty pour x < 0 et au-dessous pour x > 0. Donc le point d’abcisse 0 de C; est un point

d’inflexion.
Remarquons qu’ici il n’était pas nécessaire de faire un développement limité. Cependant, un
tel développement limité est possible et donne f (z) = —1 + 3z — 323 + 0p () et donne la

méme conclusion mais seulement au voisinage de 0.
4 Donner l'allure de la courbe Cy.

Partie 2 : étude de deux suites. On suppose désormais dans toute la suite du probléme que 1’entier
naturel n est supérieur ou égal a 2. Soit f, (z) = 3x"e " — 1.

5 Quel est le signe de f,, (0) ? de f,, (1) ?
3
fn(O):—l<Oetfn(1):g—1>00ar3>e>0

6 Etudier les variations de f,, sur 'intervalle [0, +00o[. Justifiez ensuite que les éventuelles monotonies de
fn obtenues sont strictes.
ATTENTION : dans cette question, les détails sont délicats a rédiger (monotonie stricte,
inégalités strictes, unicité, hypotheéses des théoremes appliqués, choix des théoréemes les plus
simples a utiliser,...)
fn est dérivable sur Rt et Yz € R, f/ (z) = 3e " (nz"' — 22"H) = 32" e~ (n — 22?)
donc :

f;(ﬂf)ZO@HSQSg@zS\/n/Q

donc f,, est croissante sur [O, Vvn/ 2] et décroissante sur [\/n/ 2,+00 [

Comme f] ne s’annule qu’en 0 et en /n/2, ces monotonies sont en fait strictes.
Donner la limite de f, (x) quand x tend vers +00. En déduire que f,, s’annule sur [0, +00] en deux
réels, et exactement deux, notés u,, et v, et vérifiant u,, < 1 < v,

()"

— 2 . )
On a pour z > 0 : 32" = 3 — 0 quand * — +o0o par croissance comparée et

2
61’
composition de limites. Donc :

Donc d’apres le théoréeme de la bijection, f, étant strictement croissante et continue sur

[O, n/ 2] et strictement décroissante et continue sur [\/n/ 2, +00 [, les restrictions de f,, a

[O, \/ n/Q] et a [\ /)2, 400 [ induisent des bijections & valeurs respectivement dans [—1, fn <\ /n/2>]
8



et dans } -1, fa (\/n_/2>] .

Enfin, les variations de f,, montrent un maximum atteint en y/n/2 donc f, ( n/ 2) > fn (1) >

0. Donc ces intervalles ([—1, I <\/n_/2>] et ]—1, I <\/n_/2>}) contiennent 0.

Donc par bijectivité, f, s’annule un un unique réel u, € |0,/n/ 2} et en un unique réel

Uy € [\/n/Z,—i-oo[.
Puisque n > 2, v/n/2 > 1 donc 1 < v, (v, # 1 car f, (1) # 0) et puisque 1 € [O, \/n/Q} et

par croissance de f,, sur cet intervalle, u,, < 1. Ainsi u, < 1 < v,.

7 Quelle est la limite de la suite (v,,) ?
Remarquons que v, > 1/n/2 et que liril \/n/2 = +oo donc par théoréme de comparaison,
n——roo

lim v, = 4o

n—-+00
8a Calculer e “» en fonction de up.
1
On a f, (u,) = 0 donc 3ue "+ =1 donc e ¥n = —.
Uy
8b En déduire le signe de f,, 11 (uy) -
) 3un+1
Donc fri1 (u,) = 3ultlen — 1 = 3” —1=u,—-1<0.
Uy

8c Déduire de ce qui précede la monotonie de (uy,) n>2
Donc fr11 (un) < fat1 (Unt1) €t tp, upsq € [0,1] C [0, (n+1) /2] , intervalle sur-lequel f,,, 1

est croissante. Donc u, < t,1.

8d Montrer que la suite (u,) est convergente. On note [ sa limite.
(uy,) est donc croissante et majorée (par 1) donc convergente vers [, d’aprés le théoréme de la
limite monotone.

9 Soit g, définie sur |0, +oo[ par : Vz > 0, g, (z) =In(3) + nln (z) — 2%

9a Soit t > 0. Montrer que g, (t) = 0 si et seulement si f,, (f) = 0.
On a pour t >0 :

g(t) = 0&InB)+nln(t)—t*=0<In(3t") =t

& Jh=c" o3t =15 f,(t)=0.

9b On suppose que [ # 1. Trouver une contradiction en utilisant ce qui préceéde. Qu’en conclut-on ?
Supposons [ # 1. On a f, (u,) = 0 donc g, (u,) = 0 donc In (3) + nln (u,) — u2 = 0 donc :

u? —1n (3)
n=-———-=
In (u,)
21
Mais nETOOU” = [ donc nl_i&l(}()lﬂ (up) = In(l) # 0 car [ # 1 donc nETm%TTZL;g) =

> —1n(3) . .
——— = € R alors que lim n = +o00. Ceci est absurde donc [ = 1.
In (l) n— 400 9



9c¢ Soit la suite (w,,) >y définie par Vn > 2, w,, = u,, — 1. Trouver, en utilisant un développement limité
de g, (1 + w,), un équivalent simple de wy,.

On a :
g (14+w,) = In(3)+nln(1+w,) — (1 +w,)”
= In3)+nn(l+w,) —1-2w, —w’
or lir+n w, = 0 donc on peut substituer w, a t dans le développement limité en 0 de

2
ln(1+t):t—%+oo(t2):

1
g (1 4+w,) =In(3) +n (wn — §w721 + 0400 (wi)) —1—2w, —w?
Or g, (1 4+ w,) = gn (u,) = 0 donc :

1
1n(3)+n<wn—§wi+o+oo (wi)) —1—2w, —w? = 0

In3) -1+ (n—2)w, — (ﬁ—1>wi+no+oo (w2) = 0

2
wn<n—2—(g—1>wn+no+w(wn)> = 1—-1In(3)
donc
1 —1n(3) n
w, = - 7
n—2—(§—1>wn+no+w(wn)
~ 1-In(3) 1
B 1
" 1-2/n— (5 - 1/n> Wy + 0400 (W)

1

et comme lim w, =0, on a lim = 1 donc w,, ~4

n—-+4oo n—-+o0o

1
1—-2/n— (5 - l/n) Wy + 0400 (W)
1—1n(3)
- )
Partie 3 : étude d’une équation différentielle. Soit n € N*. Soit F, 1’équation différentielle

zy — (n — 22?)y = n — 22°. Soit H,, I'équation homogene associée a F,,.

10 Résoudre H,, sur |0, +00] et sur |—o0, 0]

— 22
Sur chacun des ces deux intervalles, (H,,) s’écrit 3’ — uy = 0, c’est une équation diff-
n — 2x2 . (n—2t2
férentielle linéaire du premier ordre. On pose a (x) = _n=2v) puis A (z) = [ —gdt =
T

—nln (|z]) + 22, la solution générale de (H,) sur |0, +oo[ est donc y (z) = em™(#D—* —
)\x”e_””2, AeR

et la solution générale de (H,) sur |—oo,0[ est y (z) = pe™#D=7* = yzre=* 1 € R (quitte
a changer p en —p).

10



11 En déduire les solutions de E,, sur |0, 00| et sur |—o0, 0] .

_22 _22
(En) se rééerit 3 — (n— 2z )y: (n—2x );

y (x) = —1 est solution évidente de F,,.
Si on ne s’en apercoit pas, la méthode de variation de la constante s’applique :
A(z)a"e ™ onay (r) =N (z) 2" +n\(v) 2" e — 22"\ (x) e~ donc :

(n — 22%) (n — 22?%)

y solution de £, < 1 — Y =
T T
— 22
s N(z)z"e™ +nX ()" e — 2" (2) e — (n=27)
T
_ (n—2a2%)
B T
— 92
& N(x)z"e ™ = (n=2) & N (2) = (n—22%) a7 e

T

On prend A (z) = / (n —2¢t%) e dt = —2"e™ dony (z) =1

Ainsi la solution générale de E,, sur |0, +o00] est y (x) = Az"e ™ —1, A e R.
Meéme calcul sur |—o0, 0].
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