
Programme de colles, semaines 29 et 30
Variables aléatoires sur un univers �ni :

- Dé�nition d�une va, de sa loi, de sa fonction de répartition.
- Donner di¤érentes expressions de l�espérance d�une va (réponse : E (X) =

P
x2X(
)

xP (X = x) =

nP
i=1

xiPX (xi) =
P

!2
X (!)P f!g).
- Exercice : On considère une urne contenant a boules noires et b boules blanches. On e¤ectue

un tirage de n boules simultanément où n � a et n � b: Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de boules noires obtenues.
1 : Déterminer la loi de X:

2 : Démontrer que si n � a et n � b alors
nP
k=0

�
a

k

��
b

n� k

�
=

�
a+ b

n

�
(formule de Vander-

monde).

3 : En déduire que E (X) =
na

a+ b
:

- Donner une autre démonstration de la formule de Vandermonde (la formule n�a pas à être
connue).
- Dé�nitions du moment d�ordre r; moment centré d�ordre r; de la variance et de l�écart-type,

de la covariance.
- Formules de Huygens avec dém.
- Covariance de la somme avec dém.
- Inégalité de Markov et inégalité de Bienaymé-Tchebytchev avec dém.
- Variable aléatoire suivant une loi de Bernouilli : dé�nition et description de l�expérience-type.
- Idem avec la loi binomiale.
- Idem avec la loi uniforme.
- Expression de l�espérance et de la variance d�une va suivant une loi de Bernouilli, une loi

binomiale, la loi uniforme (sans dem.)
- Lemme des coalitions (énoncé seulement)
- Espérance de va mutuellement indépendantes.

- Soit n 2 N et X suivant une loi binomiale de paramètres n et p: Calculer E
�

1

X + 1

�
Espaces euclidiens

- Dé�nition d�un produit scalaire (précise), inégalité de Cauchy-Schwarz (sans dém.).
- Montrer que (f j g) =

R b
a
fg est un produit scalaire sur C ([a; b] ;R) :

- k�!x +�!y k2 = � � � ; k�!x ��!y k2 = � � � ; (�!x j �!y ) = en fonction de normes.
- Toute famille orthogonale sans vecteur nul est libre (dém.).
- Pythagore (généralisé à n vecteurs, avec démonstration).
- Procédé d�orthonormalisation de Schmidt appliqué à �!u1 = (1; 2; 1) �!u2 = (2; 1; 2) et �!u3 =

(1; 0; 2) :
- Enoncé des deux théorèmes d�orthonormalisation de Schmidt (avec et sans la condition d�unicité).
- Question très importante: formules en BON: (�!x j �!y ) = : : : ; k�!x k = : : : ;�!x =

P
?�!ei ; avec

dém.
- Montrer que si E est euclidien, F? est un sev supplémentaire de F .
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- Question très importante: Expression d�une projection orthogonale sur un sev F muni d�une
BON.
- Question importante: application de la question précédente au calcul de la matrice d�une

projection orthogonale sur une droite ou un hyperplan de E (sur un exemple donné).
- Inégalité de Bessel avec dém.
- Distance d�un vecteur à un sev de dim. �nie : dé�nition, théorème, corollaire et illustration

sur un schéma.
- Exposé des deux méthodes de détermination de ce projeté orthogonal.
- Exercice : Soit p un projecteur de E auclidien. Montrer que si : 8�!x 2 E; kp(�!x )k � k�!x k,

alors p est une projection orthogonale.
- Exercice : Soit (�!e1 ;�!e2 ; : : : ;�!ek ) une famille de vecteurs unitaires d�un espace euclidienE véri�ant

8�!x 2 E; k�!x k2 =
kP
i=1

(�!x j �!ei )2 :

Montrer que (�!e1 ;�!e2 ; : : : ;�!ek ) est une base orthonormale de E:
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