D.S.2 samedi 19 Octobre 2024

Cours : questions indépendantes vues en cours.

1 Soient F, F, G des ensembles et f: E — F et g : F' — G des applications. Montrer que si g o f
est injective, alors f est injective.

2 Calculer les limites des fonctions suivantes quand = tend vers +oo :

2a f(z) = (1+é)m.

2b g(z) =e* — 2%
=
3 On pose f () = *. Déterminer 'ensemble de définition de f. La prolonger par continuité. Enfin,

étudier sa dérivabilité en tout point de son nouvel ensemble de définition, et préciser le cas
échéant [ (z).

2c h(z)

Exercice 1 : Soit n un entier tel que n > 2. On pose w = /™.

la Montrer :

2

2 Soit a,b € C.

2a Calculer en fonction de n et de a la somme :

n—1

]

a—l—w
k=0

2b Montrer : {w": k€ [|0,n—1[]} ={w ™ :j € [|0,n—1|]}.
2c En déduire :

S }b—kwka‘ = nzl}a—i-wkb‘ )
k=0 k=0
2d Déduire des questions précedentes 1'inégalité :
lal + |b] < gnz_l|a+wkb\ |
"=

1



Exercice 2 : On considere les fonctions réelles f et g d’'une variable réelle définies par :

1 . sinh (x)
f(z) = 5 arctan (sinh (x)) et g (x) = arctan (HTSh@)) :

1 Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité de f et g.

2 Calculer les fonctions dérivées de f et g.

3 En déduire f = g.
. 1 1
4 Calculer sinh 3 In(3) | et cosh 3 In(3) |.
5 Déduire de ce qui précede la valeur de tan (%) .

Probléme: polynﬁmes de Tchebytchev ¢ On demande une rédaction soignée
et des calculs clairs et lisibles.
Les questions sont dans une large mesure indépendante les unes des autres. On peut de toutes
facons toujours admettre le résultat d’une question pour la suite.
Soit n un entier naturel. On considére la fonction :

(o V1) + (o - vim=1)").

1
gn (T) = )
Question 1 : étude de g, :
la Déterminer I’ensemble de définition de g,.

1b Montrer que si n est pair, alors g, est paire et si n est impair, alors g,, est impaire.

1c Expliciter go (x) et g3 (z) (le résultat ne doit plus faire apparaitre de racines carrées).

1d Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a: | g,+1 (z) + gn-1 (x) = 22g, (z)| (pour

tout x pour lequel ces fonctions sont définies).
le Montrer plus généralement que pour n quelconque, g, () peut s’écrire sous la forme:

Ln/2]

O

p=0

ou |n/2] désigne la partie entiére de n/2.
On définit a présent pour tout entier naturel n une fonction notée T,, et définie sur R par les
conditions suitvantes:

To () =1,T1 (x) = x et pour n > 1,T,41 () = 22T, () — Tp,—1 () .
L’étude des fonctions T, et de quelques applications est [’objet de la fin du probléme.

Question 2 : étude de 7, :



2a Déterminer 7, (0) en fonction de n.
2b Justifier briévement que les fonctions g, et T, coincident sur ’ensemble de définition de g,,.

2c Montrer que pour tout n, T, (x) est une fonction polynomiale de la forme
-1
T (¥) = app®" + Qne1,02"" + 0+ Q1% + Qo
Ol Gy s Ap—1ps - - - Ao, SONE des coefficients réels que I'on ne cherchera pas & expliciter.

2d Trouver une relation simple qui donne a,1,41 en fonction de a,, pour n > 1. En déduire la
valeur de a,, en fonction de n.

Question 3 : dérivées de T,,.

3a Montrer que pour tout entier p > 1, on a: Tfﬁr)l (z) = 22T (x) + 2pT ™ () — T®), (). (on
rappelle que T désigne la dérivée p_ieme de Ty,).

3b Pour n > 1, justifier que 7" (0) = 0. Exprimer alors Tgf:l) (0) en fonction de T, (0) puis
en fonction de n.

3c En utilisant 'expression de 7}, (x) donnée en 2.b., exprimer 7, ) (0) en fonction de ay,, et de n.
Retrouvez-vous ainsi la valeur de a,, , en fonction de n ?

Question 4 : calcul de cos <110>

4a Vérifier que T5 () = 162° — 2023 + 5z

4b Résoudre 'équation Ty (z) = 0.

4c Montrer que pour tout € R et pour tout entier n, on a: [T, (cos (0)) = cos (nd) |

k
4d Calculer Ty (cos (1—7OT>) pour k=1,3,5,7 et 9.
3
En déduire la valeur de cos (%) et donner sans plus de justification la valeur de cos (l—g> :

Question 5 : étude de I’équation T, (z) = 0.

5a Résoudre 'équation cos (nf) = 0 pour 6 € [0, 7].

5b En déduire que 'équation 7, (r) = 0 admet dans l'intervalle [—1, 1] exactement n solutions
distinctes que 1’on précisera.

5¢ On fixe un réel = > 1. Montrer que pour tout n € N, 7,14 () > T, () .

5d En déduire que 'équation 7, (x) = 0 n’admet pas de solution en dehors de 'intervalle [—1, 1].



Exercice 1 : Soit b > 2 tel que n > 2. On pose w = €7/,

1la Montrer :
n—1
2km
E cos [ — | =
n
k=0
On sait que w®, w,...,w" ! sont les n raciines n-iémes de I'unité et que leur somme est nulle

n—1 n—1 n—1
(facile & redémontrer d’ailleurs) donc > w* = 0 donc Re ( > wk> = 0donc Y Re (w*) = 0.
k=0

k=0 k=0

n—1
Or Re (wk) = Re (62“”/”) = COs <2k7r) donc Y cos (Qkﬂ) =0..

n k=0 n

1b En déduire I'expression en fonction de n de :

n—1
Z |w"C — 1‘2 )
k=0

On a:
n—1 n—1 —1 2
. 2k 2k
Z|wk—1‘2 = }62””/”— Z ( 7T) —1+41sin (—ﬂ>
k=0 k=0 =0 n
”‘1 ( (m) > (2m>
= Z co + sin?
k=0 L
s ok ok d ok
= cosz<—)+sin2< )+1—2cos< )]:Z(2+QCOS( )>
n n
k=0 L k=0
n—1
2km
n—+2 Z Cos ( - ) 2n
k=0
2 Soit a,b € C.

2a Calculer en fonction de n et de a la somme :

n—1 n—1 n—1
(a—i—wkb): a+<2wk>b:na+0xb:na.

2b Montrer : {wk cke[0,n— 1|]} ={w7:jello,n—1]}.
D’abord, soit k € [|0,n —1|], on a :
wk _ €2ik7r/n _ e2ik7r/n—2i7r _ €—2i(n—k)7r/n _ e—2ij7r/n _ w—j

avec j =n — k ce qui équivaut a £k = n — j et de plus :

Oﬁk:gn—l(:)l—zlng—kg()(:)lﬁjgn.



Donc {w* : k€ [|0,n—1]]} ={w™:je[|1,n|]}.
Mais on a aussi w™™ =1=w " donc {w™ :j€[|l,n]]} ={w™:j5€]0,n—1]]}.
[

Donc {w* : k € [|0,n —1|]} ={w™ :j €[0,n—1]]}.

2c En déduire :

n—1 n—1
}b—i—wka’ = Z }a—kwkb’ )
k=0 k=0
On a
n—1 n—1 n—1 n—1
‘b—i—wka}:Z‘wk(wfkb+a)‘:Z|wkH(w7kb+a Z‘ kb—i—a car ‘wk‘zl
k=0 = k=0

donc en utilisant {w* : k € [|0,n —1|]} ={w™ :j € [|1,n[]} ona:
-1

‘b+wka| Z‘ a+w Jb :Z a+wkb

[y

3

T

0

2d Déduire des questions précedentes 1'inégalité :

n—1
2
b < = "b
la| + | \_nkzzo|a+w

On a d’apres 2a :

7
L

n—

7
L

< 137 o+t

0

3Ir—‘

1
a—i—w
k=0

SRS

(a+w*b) donc |a| =
0

=
I
S|
o
I

i

et de méme » .
b < %Z b+ wa| = %Z la+ w"b| en utilisant 2¢
k=0 k=0

donc :

1n71 1n71 21171
al+ b < — a+ Wb + = a+ Wk == a + wkb
ol Pl 22 ot 40D ottt =25 |

Exercice 2 : On consideére les fonctions réelles f et g d’une variable réelle définies par

1 , B sinh (z)
f(z) = 3 arctan (sinh (z)) et g () = arctan (HTSh(J})) :

1 Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité de f et g.
f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions définies et dérivables sur R
x

Idem pour g avec un quotient en plus sachant que Va € R, 1 4 cosh (x) # 0 car cosh (z) > 1



2 Calculer les fonctions dérivées de f et g.
Pour tout z € R :

Or f(0) =

, 1 cosh (z) 1 cosh () 1
f ($> = 5 ) =5 2 =
21+sinh” (z)  2cosh”® (z) 2cosh(z)
J (@) = (1 4 cosh (z)) cosh (x) ; sinh? (z) 1 i
(14 cosh (z)) L+ sinh (x)
1 + cosh (z)
3 En déduire f = g.
Simplifions ¢’ :
'(2) = cosh (z) +1 B cosh (z) + 1
g (1 +4cosh(2))? 4 sinh? (z) 1+ 2cosh (z) + +cosh? (z) + cosh? (z) — 1
B cosh () +1 B 1 )
~ 2cosh (z) (cosh (z) +1)  2cosh (z) v
f et g ont méme dérivée sur un intervalle donc different d’une constante.
1
3 arctan (0) = 0 et ¢ (0) = arctan (0) = 0 donc f = g.
: 1 1
4 Calculer sinh (5 In (3)) et cosh (5 In (3)> .
na: . . X
—1n(3 ——In(3 _
' 1 L@ ph® V3 5 3.1 3
sinh [ =In(3) | = — — _ Ve
2 2 2 2v/3 3
et :
LIRSt V3i
1 e2 e TR 341 2v3
cosh (=In(3) | = = — —
2 2 2 23 3
T
5 Déduire de ce qui précede la valeur de tan <E> .
On a donc :
1 1 V3 17 T
f (5 In (3)) = 5 arctan <?) = 56 = E
1 3/3 1 2—-+3
g (—ln (3)) = arctan \/_—/ = arctan( ) = arctan V3
2 1+2v3/3 V342 4-3

et f =g donc 17T—2 = arctan (2 — \/5) Donc :
tan <%> = tan (arctan (2 — \/§>> =2—/3.

Corrigé du probléme: polynémes 6de Tchebytchev.

> = arctan (2 — \/§)



)= 3 (V=T + o=V,

l.a.) g, (z) est définie lorsque 2 > 1 c’est-a dire pour z < —1 et z > 1.
1.b.) Si n est pair, alors :

=) = 3 (e )"+ (=)
_ %((x_m)’u (¢4 VaT=1)") = g, (@)

donc g, est paire.
Si n est impair, alors :

g(-2) = 2 ((~o+v@ 1)+ (ca Va2 1))
= %(—(m—myz—<$+m>n>:—gn(@
(1ion)c gn est impaire.
92(55):%(<$+m>2+<x—m>2):%(m2+x2—1+1‘2+x2—1):2552—1.
et
gs(z) = %( x—l—\/F x—m)?))

- %(*’L’ 3V 1480 (o~ 1) + (VP =1) 4 =32V = 1480 (o~ 1) — (V2= 1)

= 423 —
1.d.) On a:

N | —

In1 () + gna (z) =

V1) - V1)
(V=) + =V =)

[ @+ VoD (e Va1 1)
T N 1((x_m)2+1)
A .

| (x+\/a:2—1)n (22 + 2022 =14+ 2* - 1+1)
(x—\/x2—1)

N | —

1(1: — 2oV x? — —|—x2—1+1)

2 (o + - Hm)mx(l«_m) l(x_m)}

20 (o4 VaZ=1)"
- 2333(( +VaE = 1) +(:c ))—2xgn(x).

N = DN -

2



le.)

car 1+ (—1)" est nul pour k impair et vaut 2 pour k pair.
En posant & = 2p on a donc p < n/2 donc puisque p est entier, p < [n/2] et il vient g, (z) =
[n/2]

3 (e 1y

p=0

To(z) =1,T) (x) =x et pour n > 1,141 () = 22T, () — Tp—1 (2) |

Question 2:
2.a.) D’apres cette relation, on a pour tout n, 1,41 (0) = —T,,_1 (0).
Donc pour n impair, n = 2p + 1, posons u, = T, (0), on a pour tout p > 1 :

tp = Tops1 (0) = =T5p—1 (0) = =ty
donc (u,) est géométrique de raison —1 donc :
Tapir (0) =ty = (—1)" wg = (—1)" T3 (0) = 0
Et pour n pair, n = 2p, p € N, posons v, = T3, (0) , on a pour tout p > 1 :
vp = Top (0) = =Top—2 (0) = —vp—

donc de méme :
Ty (0) = v, = (=1 vy = (~1)" Ty (0) = (~1)”

2.b.) On calcule facilement go () =1 =Ty (x) et ¢1 () =z =T} ().

Les fonctions suivantes sont alors déterminées par la méme relation de récurrence T, (z) =
22T, (x) — Tho1 (x) et gni1 (v) = 229, () — gn1 (z) donc sont égales: gy = Ts, g3 = T etc...

2.c.) Montrons-le par récurrence double sur n :

e Initialisation : sin =0 ou 1, c’est vrai (Tp (z) =1 et T} (z) = x).

e Hérédité :Soit n > 1, supposons la propriété vraie pour n et n — 1 . Alors :

Thir () = 22T, (x) — T (x)

-1 -1
= 2% (an,na:” + ap_1,2" " a2+ ao,n) — (an—1,n_196” oAz ao,n—1)



ce qui apres développement et regroupement est bien de la forme a1 412" + appi1a™ +- -+
A1p+12 + Ao p+1-

Ceci achéve le raisonnement.

2.d.) On constate en particulier en regardant le coefficient de 2" ci-dessus que Aptintl = 20nn
(pour n > 1).

La suite a,, ,, est donc géométrique de raison 2 donc a,,,, = 2" 'a; ; = 2"~! (attention:la relation
Unt1n+1 = 20, e vaut pas pour n = 0).

Question 3:
3.a.) Montrons-le par récurrence sur p > 1 :

e Init. : Sip=1,ona:
Tpt1 (2) = 22T, (x) — Tp,—1 (z) donc T, 4 (x) = 227, (z) + 2T, (x) — T,,_; (x) .

e Hérédité : Soit p > 1 tel que Vx € R, Tr(zljr)l (z) = 22T7 (z) + 2pT P (x) — T,(fi)l (x) . alors
en dérivant il vient:

TY (@) = 22TP (@) + 200 (2) + 2T (2) = T, (@)

ce qui achéve le raisonnement.

3.b.) D’apres la question 2.b, T},_; est polynémiale de degré n — 1 donc, aprés n dérivations (ou
plus), c’est la fonction nulle donc T:f{l) (0) =0.

Il en résulte :

T (0) =2+ )T (0) = TP (0) =2 (n + 1) T (0)

n—

donc (faire une récurrence si nécessaire) Téf:l) (0) =2"(n+ 1!T](0) =2"(n+ 1)!
3.c.) T, () = apnx™ 4+ ay_1,2" 1 ++ -+ a1, +ag,, donc apres n dérivations, il reste seulement
T (x) = apnn! donc T (0) = annn!

Ainsi, a, ,n! = 2" !n! donc on retrouve a,, = 2""'.

Question 4:

4.a.) On connait deja Ty, T, T et T3 (question 1), on calcule ensuite T} (x) = 2275 () —T5 (z) =
8z — 8x% + 1 puis Ty (x) = 22Ty (x) — T3 (x) = 1625 — 2023 + 5z (4 détailler).

4.b.)

Ts () = 0 <= 162°—202°+52 = 0 <= z (162" — 202> + 5) = 0 <= z = 0 ou 162" —20z”+5 = 0.

On pose y = 2% (équation bicarrée) et on trouve pour 16y* — 20y + 5 = 0, A = (4\/3)2 donc

5++VH 5+ Vb
Y= 8\/_ (toujours positif) donc = 0 ou z = %1/ 8\/_ (soit 5 solutions).

4.c.) Montrons-le par récurrence double:

e Init. : Sin =0 Ty (cos(f)) =1 =cos(0.0) 8t sin=11T;(cos(6)) = cos(0).



e Héredité : Soit n € N* tel que pour tout § € R, T,, (cos (¢)) = cos (nf) et T,,_1 (cos(0)) =
cos((n—1)0).
Alors on a pour tout § € R :

Ty (cos(0)) = 2cos(0) T, (cos(0)) — T,,—1 (cos (0)) = 2cos (0) cos (nh) — cos ((n — 1) )
= 2cos () cos (nf) — (cos (nd) cos () + sin (nd) sin (7)) = cos (#) cos (n#) — sin (nd) sin (7)
= cos((n+1)0)

ce qui achéve le raisonnement.

km km s 3T o
4.d.) Pourk =1,3,5,7et9,onaT; <cos (1—0)> = cos <7> = 0. Donc cos (E) , COS (ﬁ) , COS <E) ,

9
et cos (1—7(;> sont 5 solutions de ’équation 75 (z) = 0. Elle sont deux a deux distinctes car cos est

7r
strictement décroissante sur [0,7]. La plus grande est donc cos <E) et c’est donc aussi la plus

5 5 3
grande solution trouvée en 4.b. Ainsi, cos (%) = +8\/_' De méme on obtient cos (%) =
5-5
g
Question 5:
s s km )
5.a.) On a cos(nf) = 0 <= nb = 5 +km = 0 = o + — pour k € Z. Si 'on cherche
n o n
k k
QE[O,W],alors()gl—l——?TSW{:)—lS—Wgﬁ—l
1 2n = n 2n n 2n
<:>—§§k:§n—§<:>0§k‘§n—1cark:estentier.
k
Les solutions cherchées sont donc 6 = s + il pour k=0,1,...,n—1.

5.b.) Pour x € [—1, 1], on peut poser 6 = arccos (z) et on a = = cos (0) et 0 € [0, 7] et donc

k
T,(x) = 0<:>Tn(cos(«9)):0<:>cos(n9):0<:>0:%—|—%pourk::O,l,...,n—l
k
<= x:cos(2£+—7r> pour k=0,1,...,n—1et car 6 € [0, 7].
n n

Ces n solutions sont 2 a 2 distinctes car cos est strictement décroissante (donc injective) sur
[0, 7] .
5.c.) On fixe un réel = > 1 et on fait une récurrence avec prédécesseurs :

e Init. : Sin=0,T1(z)=2>1=Ty(z).

e Heérédité : Soit n € N tel que pour tout k € [|0,n|] : Ty (z) > Ti—1 (x) .
Alors T,, () > To (z) = 1 > 0 donc 22T, (z) > 2T, (z) (car x > 1) donc 22T, () —T,,—1 (x) >
2T, () = T,y (z) > T, (z) car T,, (x) > T,,—1 (z) . Ainsi, T,,11 (z) > T, (), ce qui acheve le
raisonnement.

5.d.) On a donc 7T, (x) > Ty (x) =1 > 0 pour = > 1.

Enfin, 7, est toujours soit paire, soit impaire, du moins sur |—oo, —1]JU[1, +00[ (car elle coincide
avec g, ), donc elle ne peut pas non plus s’annuler sur |—oo, —1].

Ainsi, I’équation T, () = 0 n’admet pas de solution en dehors de U'intervalle [—1,1].



