D.S.3 samedi 23 Novembre 2024 (2h30)

Exercice 1 :

1 Linéariser sin” (z) cos* (z).

2 En déduire foﬂ/ ?sin? (z) cos* (z) d.
Exercice 2 :

1 Résoudre dans R I'équation différentielle 3" + 2y’ + 5y = (x + 1) e~ (indication : pour trouver
une solution particuliére, on pourra poser y = ze 7).

3 1 1
2 Résoudre sur |0, 1] Péquation ¢/ + —y = — :
T 31 — 22
. s . o / 1
Exercice 3 : On considére la suite (uy), oy définie par ug = 1 et Vn € N, u,1 =/ u2 + o
1 Montrer que Vn € N, u,, > 1.
2a Montrer que Vn € N, 0 < uy,y1 — up < TR

"1
2b En déduire que Vn € N*, u,, < ug + Z ok
k=1

3 Montrer que la suite (u,,) est convergente.

Dans la derniére question, on pose [ = lim wu, et v, = u2.
n—-+400
n—1
4a Exprimer v, en fonction de n (indication : on pourra calculer Z (k1 — Ug) ).
k=0
4b En déduire la valeur de /.
1 In(1+ z)

Exercice 4 : Un calcul d’intégrale. On pose [ = dz. On se propose de calculer

0 1 + .ZUQ
par deux méthodes différentes.

Premiére méthode :
la Faire le changement de variable z = tan (6) .

1b Continuer par un changement de variables de la forme t = a + bf ou a et b sont des réels que
vous choisirez soigneusement.

1c Simplifier et en déduire la valeur de I.

Deuxiéme méthode :

1—t
2a Poser dans [ le changement de variables x = 15t

2b Simplifier et en déduire la valeur de I. 1



Exercice 5 : Comme dans tout probleme, on peut admettre le résultat d’une question et 1'utiliser
dans la suite et les calculs doivent étre détaillés.
On entreprend ici I'étude de la suite de Fibonacci (F},) définie par :

F1 = F2 =letVne N*, Fn+2 = Fn +Fn+1
1 Montrer que la suite (F,) est croissante.

2 Montrer que lim F,, = +o0.

n—-+o0o

By

3 Montrer que pour tout entier k > 1, > . (on pourra procéder par une récurrence soigneuse-

1
5
ment rédigée).

4 Application a la série harmonique. Pour n > 1, on pose :

"1
H, = —
n Zk

k=1
W, = Hpg,,

4a Montrer que la suite (H,,) est croissante.

4b Montrer que pour tout n > 1 :
Fuz=1+) F
k=1

4c On souhaite montrer que pour tout n > 1 :

Fiqo

RIS M

k=1 i= Fk+1+1

4ci Vérifier soigneusement cette formule pour n = 1, pour n = 2 et pour n = 3 (tous les calculs
doivent étre détaillés, ce qui vaut d’ailleurs en toute généralité).

4cii Démontrer cette formule pour tout n > 1.

4d En déduire que :

n

Fy
W,>1+
; Frio

4e FEn déduire que lim W, = +oo puis que lim H, = +oc.

n—-4o0o n—-4o00



Corrigé de l’exercice 1 :

1 Linéariser sin? (z )COS (:U)
On a (a+b)" = a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab® + b* donc on calcule :

eix _ efix 2 eix + efi:r 4
sin® () cos* (x) = < , > < 5 >

— _6]‘ 6211 - 2_|_€ 2130) (€4iz +4e2ix +6_'_4672i:): _._6747;.’17)

2
-1 Gzz + 464293 + 6621:0 + 4 + 6—2117 _ 2641'1 _ 8621':0 —12 — 86—21'1 _ 26—41'1 + €2i$
- 96 ( 14+ G 4 fe—tiv | o6z >
B 1 2 cos (6x) + 8 cos (4x) + 12 cos (2) + 8 4+ 2 cos (2x)
N —4 cos (4z) — 16 cos (2x) — 12

= = (2 cos (6x) + 4 cos (4x) — 2 cos (2z) — 4)

2
-1
= o (cos (6z) + 2 cos (4x) — cos (2z) — 2)
1 1 1 1
sin® (z) cos* () 35 C08 2% — - cosdz — o cos 6x + 16

2 En déduire foﬂ/ *sin? (z) cos* (z) d.

On a donc :
/2 1 /2
/ sin? (z) cos* (v) dz = 55 (cos (6x) + 2 cos (4z) — cos (2x) — 2) dx
0 0
—1 [sin (6z) N sin (4z)  sin (2z) o /2
» | 6 2 .
-1
= F04+0-0-7—0-040+0]= 3”2
fﬂ/z sin? () cos* (7) dz = iw
0 32

Exercice 2:

1 Résoudre dans R I'équation différentielle y” + 2y’ + 5y = (x + 1) e™*
C’est une équation différentielle linéaire du second & coeficients constants et second membre
polynome-exponentiel.
On définit I’équation homogene associée (Ey) : y” + 2y’ + by = 0 d’équation caractéristique
(eq) :m*+2r+5=0.

Ae 16— 28 44

Solution générale de (Ey): x —— e (Acos (2z) + psin (22)), (A, u) € R?

On pose y =ze™®. Onadoncy = (2 —z)e Tety' = (2" -2+ z)e””

y verifie (F) si et seulement si (2 — 22"+ 2)+2(2' —2)+5z=2+1

soit 2" +4z=x+1:(E").

z = 1 (z+1) est solution de (E’) donc la solution générale de (E) est z — I (z+1)e™® +
e " (Acos (2z) + psin (27)), (A, p) € R2. 3




1 1

3 2"
1 —x
C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogéne associée est

(Eo) :y' + %y = 0.
On pose a(z) = % A(z) = [a(z)dr = 31n(z).

3
2 Résoudre sur ]0, 1[ I'équation y' + ;y —

A
Solution générale de (Ep) : y(z) = Ae 3@ = —,A€R
x

A
Méthode de variation de la constante: on pose y(z) = @
x
Nz) M@)o,
y'(z) = 3 -3 pr d’ou :
3 1 1 N(z) AMz)  3Mz) 1 1
2y = o T —3 SAY =
y+xy 31 — x? x3 x? +x x3 31— x?
1 1 1 1
N(g) = —— = = .
e N =13 =3 (l—l—x+1—x>
1 1 1
On choisit A\(z) = 5 (In(l+2)—In(1—2)) = §ln (1 +x) car z € |0, 1].
-z
1+z
I l1—x
Ainsi, y(x) = 53 est une solution particuliére de (F).
x

):ln(iti) A

Solution générale de (F) : y(z 53 + et AeR.

Exercice 3 : On considére la suite (), oy définie par ug = 1 et Vn € N, upyq = [/ u2 + —.

1 Montrer que Vn € N, u,, > 1.
Par récurrence sur n € N :

e l:n=0u,=1>10K.
1
e H.: soit n € N. On suppose u,, > 1. Alors ui + on > 1 donc uyq > 1.

e Conc.: Vn € N, u,, > 1.

2a Montrer que Vn € N, 0 < upiq — up, < L

. 1 1
Puisque u,, > 0, on a u, = y/u2 donc u, 11 —u, = {/u2 + 2—n—\/u721 > 0 car ui+2—n > u? > 0.

De plus :
1 L L 1
Up+1 — Uy 2n+1<$ un+2—n_un+ﬁ

2
) car tout est positif

IN

2 1<
& U+ 5o S un+2n+1



N . 1 1 1 1 \?
et cette derniére inégalité est vraie car u, > 1 donc —u,, > donc — < —u,, +
2n on 2n 2“ 2n+l
1

on+1 :

Donc ;11 — up, <

"1
2b En déduire que Vn € N*, u,, < ug + Z ok
k=1

On a donc pour tout k£ € N, .ugyq — up <

< S Pour k£ € N*| on somme ces inégalités de 0 &

n—1:

i
L
L

n—

(Ulc+1 - Uk) <
0

1
ok+1
=0

e
Il
B

i.e. par télescopage (somme de gauche) et réindigage (somme de droite) :
< - 1

3 Montrer que la suite (u,) est convergente.
On a donc :
< . 11—1/2"
U, < U -
T 21-1/2
1
< 1+1- 2—n <2

donc (u,,) est majorée. Or d’apres 2a, elle est croissante donc d’apres le théoréme de la limite
monotone, (u,) est convergente.

Dans la derniére question, on pose | = lim wu, et v, = u?
n—-+00
n—1
4a Exprimer v, en fonction de n (indication : on pourra calculer E (Vg1 — Uk) ).
k=0

On a par télescopage :

i
L

(Uk+1 - Uk) =Up — Y

k=0
D’autre part :
n—1 n—1 n—1 1 1— 1/277,
_ 2
(/Uk+1 - Uk') - (U/k+1 - U’k Z 2_k - 1 . 1/2
k=0 k=0 k=0
1 1
donc v, = vo + 2 — 1 =3 - 1

4b En déduire la valeur de [.
Donc lim v, =3 donc lim w, = v/3 car u, > 0 donc u, = /.

n—-+o0o n—-+o0o

1 In (14 2)

0 1 +$2
)

Corrigé de I’exercice 4 : On pose [ = dx. On se propose de calculer I par deux méth-

odes différentes.



Premiére méthode :

la Faire le changement de variable x = tan ().

On a dz = (1 + tan? (0)) df d’ou

/4 1n an /4
I /O ll(iatng <(99)>> (1 + tan? (6)) d6 = /0 In (1 + tan (8)) db.

1b Continuer par un changement de variables de la forme t = a 4 b ou a et b sont des réels que vous
choisirez soigneusement.

On pose t = % — 6 d’ou df = —dt et

]:—Alm(LMM%%—Q)ﬁ

1c Simplifier et en déduire la valeur de 1.
Donc :

/4 tan <z> — tan (t) /4 1 — tan ()
1::/ In {1+ NG ﬁ:/ mO+————Jﬂ
0 ) 0

1 + tan (Z) tan (t 1+ tan (¢)

::Amm(ﬂi%®>ﬁ:[ﬂm@ﬁ—lmmu+mmmﬁ

= 1n(2)%—]
m1n (2)
T

d’ou 2] = In (2)% et I =

Deuxiéme méthode :

1-1
2a Poser dans [ le changement de variables x = 1——|—t
2 2(1+ ¢
On a cette fois dxr = — 5dt. De plus, 1 +x = et 1+ 2% = <—+2) d’ou
(1+1) 1+t (1+1)
2 2
In{—— In{——
0n(1+t) 2 1“(1+t)
I = 5 — 5 | dt = —2dt
201+ \ (140 o L+t
(1+1)?

1 1 1
_ / ln(Z)dt_/ ln(1+t)dt:/ ln(Q)dt_]
o 1+1¢2 o 1+t o 1+1¢2

2b Simplifier et en déduire la valeur de I.

In (2 In (2
Donc 21 = 1n()dt:ln2arctant1:1n2 E—O d’oﬂlzﬂn().
0 14¢2 0 4 8

Corrigé de ’exercice 5 : Comme dans tout probléme, on peut admettre le résultat d’une question et
I'utiliser dans la suite.

On entreprend ici I'étude de la suite de Fibonacci (F),) définie par :

Fl = F2 =1et anE N*, Fn+2 = Fn + Fn+1



1 Montrer que la suite (F},) est croissante.
Il y a différentes facons de procéder. On peut par exemple commencer par prouver par
récurrence double que pour tout n, £, > 0 puis calculer F}, o — F,, 11 = F},, > 0 pour conclure.
Autre possibilité : prouvons directement par récurrence double que F),,, > F}, :

e Init.: n:1etn:2:F22F1 etF3:22F2.
e Hérédité : soit n > 1. Supposons F,, 1 > F, et F,,o > F, 1. Alors :

Fn+3:Fn+1+Fn+2ZFn“—Fn-i-l:Fn-i-Q

e Conclusion : pour tout n > 1, F,,.1 > F,.
Donc la suite (F,,) est croissante.

2 Montrer que lim F,, = +o0.

n—-+00
Il y a encore de trés nombreuses fagons de procéder. Par exemple, on peut utiliser le théoréme

de la limite monotone puis supposer par I’absurde que la limite [ est finie. Et en passant & la
limite dans la relation de récurrence, obtenir [ = 2/ donc [ = 0. Mais c’est absurde car F; =1
et (F},) est croissante donc [ > 1.

Ou prouver par récurrence double que pour tout n > 1, F;,, > n—1. Puis conclure par théoréme
de comparaison.

Dans tous les cas, tout doit étre soigneusement rédigé, justifié et les théorémes cités et leurs
hypothéses vérifiées.

5 1
Z_
Fiyo — 5

3 Montrer que pour tout entier k > 1, . (on pourra procéder par une récurrence soigneusement

rédigée).
Montrons ceci par récurrence double sur £ > 1 :
F 1
o Init. : k=letk=2:— ==
F; 2
ks 1 Fin > 1
Fk+2 5 Fk+3 5)
Fera  Frpo+ Fryz  2Fpp0+ Frpn
< = = =
Fyio Frio Fyo k+2

e Hérédité : soit k£ > 1. Supposons

Fy,

>

o] —

e Conclusion : pour tout entier £ > 1,
k+2

4 Application a la série harmonique. Pour n > 1, on pose :

n

H, =

| =

k=1

W, = Hg,,

4a Montrer que la suite (H,,) est croissante.
1
Soit n > 1, H,,1 — H, = —— > 0 donc (H,) est croissante.
n+1 7



4b Montrer que pour tout n > 1 :

Fuz=1+) F
k=1

Montrons cette propriété par récurence (simple !) surn > 1:
n
e Init.: TL:1, F3:2et1+ZFk:1+F1:2:F3
k=1

e Hérédité : Soit n > 1. Supposons F, 1o =1+ > Fj. Alors :
k=1

n+1
Fn+3:Fn+2+Fn+1—1+ZFI¢+Fn+1—1+ZFk

e Conclusion : Pour tout n > 1, F, 10 =1+ Y F}.
k=1

4c On souhaite montrer que pour tout n > 1 :

Fiqo

iy 3

k=1 i= Fk+1+1

4ci Vérifier soigneusement cette formule pour n = 1, pour n = 2 et pour n = 3 (tous les calculs doivent
étre détaillés, ce qui vaut d’ailleurs en toute généralité).

1 3 Fiaz o1
oPournzl,Wn:W1:HF3:H2:1—|——:—et1—1—2 Yoo o —=14+ > -=
2 2 =1i=Fp 1 +17° i=Fy+1
2.1 1 3 .
1+Z—,:1+§:§donclaformuleestjustepourn:1.
i=2 1
1 1 11 )
oPournz?,Wn:WngF4:H3:1+§+§:Etandlsque:
Fk+2 Fk+2 F3 1 Fy 1
1 = — - -
53 > s ey )DEEEIEED DIERID D
k=1 i= Fk+1+1 k=1 i= Fk+1+1 i=Fo+1 i=F3+1
2 3
1 1 1 1 11

donc la formule est vraie pour n = 2.

4cii Démontrer cette formule pour tout n > 1.

On proceéde par récurrence sur n et on vient de faire l'initialisation (n = 1 est d’ailleurs
suffisant a cet égard).



Fiqo

1
Soit n > 1 tel que W), —1—|—Z > =.Alors:

k=1i=Fy 1+1 ¢

Frn43 Fn42 Frn43 Fn43

Mo = Hro=Y 1=3 04 3 j=Wir 3 |
1= Fn+2+1 i=Fpio+1
Fiyo Fpis nt+1  Frio
= 1+ Z Z L Z =1+> Z
k=1 i= Fk+1+1 1= Fn+2+1 k=1 1i= Fk+1+l

n Frio 1
donc par récurrence sur n, on obtient pour tout n > 1, W,, =1+ > > -.
k=1i=Fj 1+1 ?

4d En déduire que :

W, >1+Z

Fk+2
. . , 1 1
Soit k € [|1,n]], et i € [|Fy1 + 1, Fryal], alors 0 < i < Fi o donc — > 7
¢ k+2
Friz Fro 1 Frio— F
donc > -> = (Fi+2 k1) car le nombre de termes dans la somme est
i=Fp 417 i=Fpp1+1 Fiio Frio

Frio — Frq.
Fri2
Enfin, Fy o — Fyy1 = F donc > =
i=F 417 Frio

v

S

|

-
\.M
]
R -
AV
”
]

|

4e En déduire que lim W,, = 400 puis que hm H, = +o0.

n—>+oo n—+00
Fy
Or > - donc W,>1+ Z - =1 + —. Comme lim (1 + E) = 400, par théoréme de
Fria ™ 5 5 n—-oo 5
comparaison, on a hIJ’I_l W, = +oo

(H,) est une suite croissante donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, (H,) a une
limite finie ou +o0.

Or (F,,42) est une suite strictement croissante d’entiers naturels donc (W,,) = (Hp,,,) est une
suite extraite de (H,,) donc elle a méme limite que (H,) . Donc nl_l)Iiloo H, = +o0



