


D.S.4 samedi 14 Décembre 2024 (3h)

Exercice 1 : Soit la fonction f définie par Va € Rt f(z) = T2
x

1 Etudier les variations de f sur R*.

2 Montrer que I'équation f (z) = x pour x € Rt est équivalente a une équation polynomiale en
z. En déduire que cette équation admet une unique solution dans R notée «. Vérifer que
l<a<?2.

3 On définit la fonction h sur RY par Vo € R™, h(x) = (f o f) (z) — z. On admet que 1'on peut
factoriser h sous la forme :

2?2 =3z +1)(x®+ 2 —3)
(22 +1)* +9

h(l‘):—(

3a Montrer que I’équation i (x) = 0 a exactement trois solutions distinctes «, 3, 8" avec 0 < 8 <
a < ' ol a est le réel défini ci-dessus.

3b Déterminer le signe de h sur R™.

1 1
3c Montrer (avec un minimum de calculs svp !!) que f (5) = 3 =pet f(B)=—=p0.

s
On considére désormais la suite (u,,) définie par : to 20
" | Vn € N> Up+1 = f (un)
4 Montrer que la suite (u,) est une suite a termes positifs.
5 Pas de question 5.

6a Montrer que f o f est croissante sur R*.

6b Montrer que quelle que soit la valeur donnée a ug, la suite (ua,),, oy €st monotone. Déterminer
si la suite (tgn41),cy €St aussi monotone et le cas échéant, comparer son sens de variations a
celui de la suite (ugy), oy (justifiez vos réponses) 7

6c On appelle [ une éventuelle limite réelle de la suite (us,) . Montrer que | € {«, 3,3’}

6d Sil’ est une éventuelle limite réelle de la suite (us,11), quelles sont les valeurs possibles de
U?

On étudie désormais la convergence de la suite (u,,) selon quelques cas particuliers de valeurs
de Ug-

7 On suppose que uy = «. Quelle est la particularité de la suite (u,) dans ce cas 7 Est-elle
convergente ?

8 On suppose que uy € {3,5'}. Quelle est la particularité des suites extraites (ug,) et (uzni1) ?
Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite (u,) 7

9 Dans cette question, on suppose que ug € [0, 5.

9a Montrer que la suite (ug,) est a valeurs dans é(), A].



9b Montrer que la suite (ug,41) est a valeurs dans [3', 3] .

9c En utilisant les variations des suites (ug,) et (u2,.1), montrer qu’elles sont convergentes et
déterminer leur limite respective.

9d La suite (u,) est-elle convergente ?

Exercice 2 : injections, surjections, bijections. Soit £ un ensemble. Les deux questions sont
indépendantes.

1 On note Idg lapplication identité de £ dans F (Vx € E, Idg (z) = x). Soit f de E dans FE telle
que fo fo f= Idg. Montrer que f est bijective.

2 Soient A et B deux parties de £. On note respectivement P (E), P (A) et P (B) les ensembles
des parties de F, A et B.
Soit @ I'application :

P(E)— P(A) xP(B)

¢ xS (XnAXnB)

2a Monter que P est injective si et seulement si AU B = E. (on procédera par double implication).

2b Déterminer de méme une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que ® soit surjective.
On énoncera un résultat que 'on démontrera ensuite par double implication.

Probléme : moyenne arithmético-géométrique.

Préliminaire : Soit f : ]0, +0o[ — R une fonction croissante telle que la fonction g : |0, +00[ — R

définie par g (z) = /(@) est décroissante.
T

la Soit x € ]0, +o00[. Montrer que f est continue a droite en x : lim+ f(z)=f(x0).

Q','—}[L'O
1b Montrer que f est continue sur ]0, +oo].

Partie 1 : Soient a,b deux réels positifs. On consideére les suites (uy),, oy €t (vn), o définies par :

neN

Un+1 = /UnUp
ug =a, vo =betVn € N, y _ Up T+ Uy
n+1l —
2

2 On se propose de montrer que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.
2a Montrer que pour tout n € N*, 0 < u,, < v,.

2b Montrer que (u,) et (v,) sont monotones a partir de n > 1 et de sens de monotonie contraires.

U1 — W
2n71

2c¢ Montrer que Vn € N*, 0 < v, — u, <

2d Conclure.
La limite commune a ces deux suites est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.
Elle sera notée M (a,b) .



2e Déterminer M (a,a) et M (0,b) pour a,b € RT.
Dans la suite du probléme, on notera (uy, (a,b)), oy €t (vn (a,b)),, oy les deux suites précédem-
ment définies. Cette notation permet de comparer ces suites définies relativement & des valeurs
initiales (a et b) différentes.

3 On se propose d’établir quelques propriétés utiles de la fonction (a,b) — M (a,b) .
3a Montrer que pour tous a,b € R™ : M (a,b) = M (b,a).

3b Montrer que pour tous a,b € RT : VA € Rt M (Aa, \b) = AM (a,b).

b
3c Montrer que pour tous a,b € R* : M (a,b) = M (\/@, a—2{— ) )

b
3d Montrer que pour tous a,b € Rt : vab < M (a,b) < a—21— .

Partie 2 : On considere ici la fonction ¢ définie sur R* par ¢ (z) = M (1, z).
4 Donner ¢ (0) et ¢ (1).

5 On désire prouver que la fonction ¢ est croissante sur R™. Pour cela on considére 0 < z < y deux
réels.

5a Montrer que Vn € N, u,, (1,2) < u, (1,y) et v, (1,2) < v, (1,y).
5b Conclure.
6 On étudie ici la continuité de ¢ sur RT.

T

1
6a Montrer que Vo > 0, ¢ (z) = z¢p < ) :

6b Montrer que ¢ est continue sur |0, +00] .

_1+x¢<2\/§).

6¢c Montrer que Yz > 0, ¢ () = 5 T
T

6d En déduire que ¢ est continue a droite en 0 : lim ¢ () = ¢ (0).

z—0t+
7 On étudie ici le comportement de ¢ en +o0.

1
Ta Montrer que Vo € Rt /o < p(z) < ;x

7b Etudier la limite de ¢ en +oo0.

1+
8 Représenter sur un méme graphe les allures des fonctions z — /z, x — ¢ (z) et © — —{2— .

9 Etudier la dérivabilité de ¢ en 0 & droite et en 1.



3

Corrigé de I’exercice 1 : Soit la fonction f définie par Vo € RY, f () = et
x

1 Etudier les variations de f sur R*.
f est définie et dérivable sur R comme fonction rationnelle de dénominateur jamais nul et

—6x . . .
Ve e R, f'(x) = m est du signe de —z donc [ est strictement décroissante sur R*.
+
2 Montrer que I'équation f () = x pour & € RT est équivalente & une équation polynémiale en . En
déduire que cette équation admet une unique solution dans R™ notée . Vérifer que 1 < ar < 2.
On a:
fla)=ze3=c(1+2") e’ +2-3=0&g(x)=0

en posant g (z) = 23+ 2 —3. On a ¢’ (z) = 322 + 1 > 0 donc g est strictement croissante
sur RT et g(1) = =1 < 0 et g(2) =7 > 0 donc g change de signe sur [1,2], est continue
et strictement croissante donc d’aprés le corollaire du TVI, I’équation g (z) = 0 admet une
unique solution « € |1, 2[. Par monotonie de g, « est I'unique solution de ¢ (x) = 0 donc aussi
de léquation f (z) = x dans R™.

3 On définit la fonction h sur RT par Vo € R, h(z) = (f o f) (x) —x. On admet que Pon peut factoriser
h sous la forme :

(22 =32+ 1) (2® + 2 — 3)

h(z)=— (x2+1)2—|—9

3a Montrer que I'équation h (x) = 0 a exactement trois solutions distinctes «, 3, Blavec0 < B<a<f
ou « est le réel défini ci-dessus.

On a :
hiz) = 0& (2°=3z+1)(2*+2-3)=0
& (x2—3m+1):()ou (x3—|—m—3):0
3—+Vb 3 5}
& r=aoux=[f= \/_oux:ﬂ': +2\/_(onaA:9—4:5)
Or0<f<lcar0<3—+vb<2carvbh>1letf >2car3++5 > 4 donc on a bien
0<B<a<p.

3b Déterminer le signe de h sur R*.
Le dénominateur est toujours positif. Le facteur 2® + x — 3 est négatif pour 0 < z < « et
positif pour # > « et 2% — 3x + 1 est positif pour 0 < # < S et o > 5" d’ou le signe de h :

x 0 I} o Ik +00
> +r—3 - - 0 + +
2?2 -3z +1 + — — +
h(z) + — + —
3¢ Montrer que f (8) = ~ = & et [ () = 5 = §
! B T

On peut calculer directement avec les valeurs de 3 et 3 mais il y a mieux :

h(B) 0 donc f(f(8)) = B
done f (f (f (5))) f(B) donc h(f (8)) =0

el



donc f (B) = B,a ou f3'.
De méme, on obtient que f (a) et f(5’) sont I'un des 3 nombres 3, a ou 3.
Or0< B <a< B etfeststrictement décroissante sur R™ donc f (') < f (a) < f(B) donc

fB)=p5"e f(8)=0
3—v53+v5 9-5

Enfin 33" = 5 5 = 1 =1 donc :
f(ﬁ)z%zﬁ’eﬁ(ﬂ’)z%zﬂ
UOZO

On considére désormais la suite (u,) définie par :{

Vn € N> Unt1 = f (un)

4 Montrer que la suite (u,) est une suite & termes positifs.

3
Pas de récurrence par pitié! ug > 0 et pour n > 1, u,, = f (uy_1) = 1o > 0.
Up—1
5a On suppose que ug = 1. Calculer les valeurs de u; et ug. La suite (u,) est-elle monotone ?
3 12
Onau =-——=—-etug=—— donc uy < ug < u; donc (u,) n’est ni croissante
"I+l 20 7T 149/4 13 2o (i)

ni décroissante ie pas monotone.

5b On suppose que ug = 2. Calculer les valeurs de u; et uy. La suite (u,) est-elle monotone ?

3 75
Onau =——=-¢et uy

i - TQ/% vk On a uy < up < ug donc la suite (u,) n’est pas

monotone.

6a Montrer que f o f est croissante sur R*.
f est strictement décroissante sur R* donc f o f est croissante (strictement) sur R¥.

6b Montrer que quelle que soit la valeur donnée a uq, la suite (u2n)neN est monotone. Déterminer si la
suite (U2p11) nen €St aussi monotone et le cas échéant, comparer son sens de variations a celui de la
suite (ugp),cy (Justifiez vos réponses) ?

Notons v, = ug, et w, = us,11. On a alors pour tout n € N, v,.1 = (fo f)(v,) et w11 =

(fof)(wn).

e ler cas : vy > vy. Alors une récurrence (vue en exercice) montre en utilisant que f o f
est croissante que pour tout n € N, v, > v, 1. Vous devez bien sir la rédiger !!

e 2¢me cas : vy > vy. Idem !!
f est décroissante sur R™ donc si v, > v,41 alors f (v,) < f (v,11) i€ w, < wyyq. Dans
le premier cas, (w,) sera donc croissante.
Et si v, < v,y alors f (v,) > f (vpy1) i€ w, > W,y done dans le second cas, (w,) sera
décroissante.
Ainsi, dans tous les cas, (w,) est monotone de sens de monotonie contraire a celui de

(Un) -

6¢ On appelle [ une éventuelle limite réelle de la suite (ug,) . Montrer que | € {a, 3,3} .
On suppose lim v, =1. Alors lim v, =1let hm (fof)(vy)=(fof)(l).car fof est

n—+o0o n—-+0o00

continue en /. Donc par unicité de la hmlte (fo f) (I ) =1lie h(l)=0.Doncl € {a,3,5'}.



6d Si !’ est une éventuelle limite réelle de la suite (u2,11), quelles sont les valeurs possibles de [’ ?

Idem on obtient I € {«a, 3,5} .
On étudie désormais la convergence de la suite (u,) selon quelques cas particuliers de valeurs de uq.

7 On suppose que ug = «. Quelle est la particularité de la suite (u,,) dans ce cas ? Est-elle convergente ?
Puisque f () = «, la suite est constante égale & o donc convergente de limite a.

8 On suppose que ug € {3, ﬂ/} Quelle est la particularité des suites extraites (ug,) et (u2,41) ? Que
peut-on en déduire pour la convergence de la suite (uy,) ?
Puisque f (3) = 8 et f(8') = 3, on a pour tout n, uy, = 3 et ug, 1 = [ donc ces suites sont
constantes et convergentes vers 3 et 3 qui sont différents donc (u,,) n’est pas convergente.

9 Dans cette question, on suppose que ug € [0, 15} [

9a Montrer que la suite (ug,) est a valeurs dans [0, 3] .
f o f est croissante sur R™ et (f o f) () = 8 donc on montre par récurrence (vous devez la
rédiger) que ug, € [0, ] .

9b Montrer que la suite (ug,41) est & valeurs dans [, 3] .

T2 <3 et up < B donc f(ug) > f(B) iews > f"
Up
Ainsi u; € [#',3]. On montre alors par récurrence que us,,1 € [4’,3] ou mieux ; on a pour
tout entier n, 0 < uy, < 3 donc, f étant décroissante, f (8) = 8" < ugny1 < f(0) = 3.

Puisque u; = f (ug) =

9c¢c En utilisant les variations des suites (Ugn) et (ugnH) , montrer qu’elles sont convergentes et déterminer
leur limite respective.
(ug2n,) est monotone et bornée et (ug,.1) est monotone et bornée donc elles sont convergentes
d’apres le théoréme de la limite monotone. Leurs limites étant respectivement dans [0, 3] et
[3',3] et ne pouvant étre égales qu’'a 3, ou 3 et puisque 8 < a < ', on a lir+n Usp = B et

n—-0o0
lim Uan+1 = 6/.

n—-+00

9d La suite (u,) est-elle convergente ?
Ces deux limites étnat différentes, la suite (u,) n’est pas convergente.

Corrigé de ’exercice 2 : injections, surjections, bijections. Soit E un ensemble. Les deux
questions sont indépendantes.

1 On note Idg lapplication identité de F dans F (Vx € F, Idg () = x). Soit f de E dans E telle que
fo fof=Idg. Montrer que f est bijective.
Soient z,x" € F tels que f (z) = f (2'). Alors en composant par fo f,ona (fo fo f)(x)=
(fofof)(z) donc puisque fo fo f=Idg, onax=ua
Donc f est injective.
Soit y € E. Alorsy = (fofo f)(y)=f((fof)(y)) doncy admet un antécédent par f.
Donc f est surjective.
Donc f est bijective.



2 Soient A et B deux parties de E. On note respectivement P (E), P (A) et P (B) les ensembles des
parties de E, A et B.
Soit ® lapplication :

P(E)— P(A) xP(B)

¢ X (XnAXNB)

2a Monter que P est injective si et seulement si AU B = E. (on procédera par double implication).
(<) On suppose AUB = E. Soient X, X' € P (E) telsque ® (X) = & (X’). Alors (X NA, X NB) =
(X'NAX'NB).
Soit x € X,alorszt € E=AUBdoncx € Aoux € B.Doncz € XNAouzxze XNB. Donc
re€ X' NAoux e X'NB. Donc z € X'.
Donc X C X'. L’inclusion inverse X’ C X se prouve de maniére identique. Donc X = X'.
Donc @ est injective.
(=) On raisonne par contraposée en supposant AU B # E. Comme A et B sont des parties
de F, cela signifie qu'il existe = € E tel que v € A et v & B.
11 est alors clair que ® ({z}) = (&, 2) = ® (@) alors que {2} # @. Donc ® n’est pas injective.
Par contraposée, si ® est injective, alors AU B = E.
L’équivalence est donc prouvée.

2b Montrons que ® est surjective si et seulement si AN B = &.
(<) Supposons AN B =@. Soit (Y,Z) € P(A) x P(B). Posons X =Y U Z. On a alors :

XNA=YUZ)NA=(YNAU(ZNA) =Y

car Y CAet ZC Bdonc ZNA=ga.
De méme, X N B = Z. Donc :

®(X)=(XNAXNB)=(Y,2)

Donc @ est surjective.

(=) Par contraposée, supposons A N B # &. On peut alors prendre z € A N B. Montrons
que ({z},2) n’ pas d’antécédent par ®. En effet, si & (X) = ({z},9), alors z € X N A mais
aussi x € B donc x € X N B = &, ce qui est absurde. Donc ¢ n’est pas surjective.

Par contraposée, si ® est surjective, alors AN B = &.



Probléme : moyenne arithmético-géométrique.

Préliminaire : Soit f : |0, +00[ — R une fonction croissante telle que la fonction g : |0, +oo[ — R

définie par g () = /(@) est décroissante.
T
la Soit zg € ]0, +00[. Montrer que f est continue a droite en x : lim+ f(z)=f(x0).
xﬁl’o
Soit © > xg, on a alors f (z) > f (zo) et g (z) = /(@) < g(xg) = f (o) donc :
x x
T
f(@o) < f(z) < x—of(flfo)

Or lim £f (xo) = f(xo) = lim f (z9) donc par encadrement, lim f(z) = f(x¢) donc f
T +

I—’Ig CE—>1‘O $—>Z‘0

est continue a droite en 0.

1b Montrer que f est continue sur |0, 400].

donc

FG) 5y = L)

Soit © < xg, on a alors f (z) < f(zo) et g (z) =
T Zo

%f@ﬂéﬂﬂéfww

Or lim a (z0) = f(wo) = lim f(20) donc par encadrement, lim f(z) = f (zo) donc f

z—zy L0 T—T T—Ty
est continue & gauche en 0.
Donc f étant continue a droite et a gauche en x, est continue en x.

Partie 1 : Soient a, b deux réels positifs. On considere les suites (u,,) nen €t (vn) définies par :

neN
Un4+1 = A/ UnpUp
uy =a, vg =b et Vn € N, Uy + Uy
Un+1 = 9

2 On se propose de montrer que (un) et (’Un) convergent vers une méme limite.

2a Montrer que pour tout n € N*, 0 < u,, < v,.
On montre facilement par récurrence sur n € N* que conjointement, u, > 0 et v, > 0. (A
rédiger !)

Ensuite, on a pour n > 1:
Up—1 + Up_1

Unp — Up = 9 —\/Un-1VUp—-1 =

donc 0 < u,, < v,.

(VI — Vi) 2 0

N | —

2b Montrer que (u,,) et (v,) sont monotones & partir de n > 1 et de sens de monotonie contraires.
Pour n > 1:

Upy1 —Vp = ——F— <0

Upy1 — Up = \/unvn_un:\/un<m_\/un) >0

donc (u,) est croissante et (v,,) décroissantg a partir du rang 1.



U1 — W

2n—l
Remarquons que puisque (u,) est croissante, on a pour tout n € N :

2c¢ Montrer que Vn € N*, 0 < v, — u,, <

Uy + Uy, <un—|—vn Up — Uy
— Up4+1 > — Up = .
2 2 2

Un4+1 — Un41 =

On peut alors conclure en rédigeant une récurrence ou pour n > 1 par :

Un—1 — Up-1 _ Up—2 — Up—2 U1 — U
Un_ung 9 S 22 SS 2n—1
V1 — Uy
donc 0 < v, —u, < ST
2d Conclure.
. U1 —u . .
Ona lim — L'~ 0= lim 0 donc par encadrement, lim (vp, — up) = 0 donc les
n—-—4oo~ 2n—1 n—-—4oo— n—-+4o0o

suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Donc elles admettent une limite commune.
La limite commune & ces deux suites est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. Elle
sera notée M (a,b) .

2e Déterminer M (a,a) et M (0,b) pour a,b € RT.

Dans la suite du probléme, on notera (u,, (a, b)) les deux suites précédemment définies. Cette no-

neN
tation permet de comparer ces suites définies relativement & des valeurs initiales (a et b) différentes.
Lorsque a = b, on a pour tout n, u, (a,a) = v, (a,a) = a donc M (a,a) = a.

Lorsque a = 0, on a facilement par récurrence, pour tout n, u, (0,b) = 0donc lim 1w, (0,b) =

n—-+0o00~"
0 donc M (0,b) = 0.

3 On se propose d’établir quelques prorpiétés utiles de la fonction (a,b) — M (a,b) .

3a Montrer que pour tous a,b € R* : M (a,b) = M (b,a).
Il est clair pour n = 1 et donc immédiatement pour tout n > 1 que u, (a,b) = u, (b,a) et
vy (a,b) = v, (b,a) donc M (a,b) = M (b, a).

3b Montrer que pour tous a,b € RT : VA € RT, M (Aa, \b) = AM (a,b).
On vérifie facilement par récurrence sur n € N, que u, (Aa, \b) = Au, (a,b) et v, (Aa, \b) =
Avy, (a,b) (on utilise A > 0 pour cela). Or lim w, (Aa,\b) = M (Aa,\b) et lim Au, (a,b) =

n—-+oo~ n—-+oo~

AM (a,b) donc par unicité de la limite, M (Aa, Ab) = AM (a,b) .

b
3c Montrer que pour tous a,b € RY : M (a,b) = M (\/@, a;L ) )

. . a+b
Il est clair (et cela se vérifie encore par récurrence) que u,41 (a,b) = u, (\/ ab, ) et

Un+1 <a7 b) = Un (\/%7 ot b) .

2
Or lim w4 (a,b) = lim w,(a,b) =M (a,b)et lim wu, (\/@, ¢ ; b) =M (\/%, ¢ _2|_ b>
n—+oo~ n—+oo~ n——+oo~

b
donc par unicité de la limite, M (a,b) = M (\/%, - —2i_ > .
10



b
3d Montrer que pour tous a,b € Rt : vab < M (a,b) < ¢t )

2
La suite (u, (a,b)) est croissante et la suite (v, (a,b)) est décroissante et elles sont adjacentes
donc :
Uy (aa b) < M (a? b) < (CL, b)
ie.

Vab < M (a,b) < 222

N}

Partie 2 : On considére ici la fonction ¢ définie sur R™ par ¢ () = M (1,x).

4 Donner ¢ (0) et ¢ (1).
On a d’apres 2e et 3a :
p(0) = M(1,0)=M(0,1)=0
p(1) = M(1L1)=1

5 On désire prouver que la fonction ¢ est croissante sur R™. Pour cela on considére 0 < x < y deux réels.

5a Montrer que Vn € N, u, (1,2) < u, (1,y) et v, (1,2) < v, (1,y).
Montrons par récurrence sur n € N que u, (1,2) < u, (1,y) et v, (1,2) < v, (1,y) :

e l:n=0u(l,z)=1<wuy(l,y)=1let v (l,2) =2 <wvy(l,y) =0. OK!

e H.: Soit n € N tel que u, (1,2) < u, (1,y) et v, (1,2) < v, (1,y). Alors tout est positif
donc 0 < up (1, 2) vn (1, 2) < up (1,y) va (1,9)

tn1 (1,2) = Vg (L,2) vn (L,2) < Vg (1,9) v (L,y) = g (1,9)

n (1, n (1, n (1, n (1,
ot & ( x)—zkv (L) < tn { y)—zkv (L,y) donc v,11 (1,2) < vpy1 (L y) .
e Conclusion : pour tout n € N, u, (1,2) < u, (1,y) et v, (1,2) < v, (1,y).

5b Conclure.
Or lim wu,(l,z) = ¢(x) et lim wu,(1l,y) = ¢(y) donc par passage a la limite quand

n——+oo0~ n—-+oo0~
n— 400 ¢ (x) <@ (y).
Donc ¢ est croissante sur R.

6 On étudie ici la continuité de ¢ sur RT.

1
6a Montrer que Vo > 0, ¢ (z) = z¢p <—) .
T

Pour tout = > 0, on a en utilisant 3b et 3a :

- (23) (2

6b En exploitant le préliminaire, montrer que ¢ est continue sur |0, +00].

¢ (7)

Posons g (x) =

1
,alors g (z) = ¢ <—) est décroissante sur |0, +o0o] car si 0 < x < y, alors
T

1 1 1 1
0 < — < —donc ¢ (—) < <—) donc ¢ (y) < g (z) donc ¢ est croissante sur |0, +oo[ et g
y Y T

est décroissante sur |0, +oo[. Donc d’aprés 1lle préliminaire, ¢ est continue sur |0, 400 .



1 2
6¢c Montrer que Vo > 0, ¢ () = ;$¢<1F>
x

Onapourxz():(p(x):M(l,:c):]\/[(\/i,

sp(x)zl—i—:cM(Q\/E 1):1—|—_xM<1 2@)21”%0(2\/5).

2 1+’ 2 "1+ 2 1+

1+z

) (3c) donc (3b et 3a) :

6d En déduire que ¢ est continue & droite en 0 : lim+ o (z) =¢(0).
z—0

© est croissante sur R et positive donc minorée par 0 donc d’apreés le théoréme de la limite
monotone, ¢ admet en 0™ une limite finie [ > 0.

2 2 1 2 [
On a aussi lim Ve = 0" donc lim gp( ﬁ) = [ donc lim +Igp( ﬁ) = — donc

z—0- 1+x z—0- 1+ z—0- 2 1+2 2
par passage a la limite dans 6¢, on obtient [ = 3 donc [ =0 i.e., lim+ e(x)=0=M(1,0) =
z—0
¢ (0) donc ¢ est continue a droite en 0.

7 On étudie ici le comportement de ¢ en +00.

1
Ta Montrer que Vo € RT, /z < ¢ (z) < —i2-x
1 1
On a d’apres 3d, /2 < M (1,z) < % doncy/z < ¢ () < —;—x

7b Etudier la limite de ¢ en +00.

Comme lim /z = 400, par théoréme de comparaison, il vient lim ¢ (z) = 4o0.
r——+00 T—+00

. 14+
8 Représenter sur un méme graphe les allures des fonctions 2 — /x, T —— ¢ (x) et © +— 5

9 En exploitant 'encadrement de 7a, étudier la dérivabilité de ¢ en 0 & droite et en 1, c’est-a dire étudier
si les limites suivantes :

— (0 —p(1
lim £ =9 O) oy e @) —e(l)
z—0t T — z—1 r—1
existent et sont finies.
— (0 1
e En 0" : #lz) =9 (0) = ?(x) donc — < v () donc par théoréme de comparaison,
x—0 x NS T
— (0
lim+ L(S)O() = 400 donc ¢ n’est pas dérivable & droite en 0.
z—0 T —
1+x 1
— (1 -1 -1 -1 o
ebn1. 2@ =@ o1 V-l _e@)-1_ 3 donc
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
1 <<,0(a7)—1< r—1 1
Ve+l = -1 —2(x—-1) 2
1 1 -1 1
donc puisque glclir}l 13" }ELII{ 5 par encadrement, on a i:rr% % =3 donc ¢

est dérivable en 1 et ¢’ (1) = 7

12



