D.S.6 8 Mars 2025

Exercice 1 : Soit £ un C-espace vectoriel.
1 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

F U G sous-espace vectoriel de £ < FFC Gou G C F

2 Soit H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Montrer que :

GCF=FN(G+H)=G+(FNH)

Exercice 2 :
1 Etude d’un exemple : on considére 'application f définie par:

Iy { R3 — R3

| (z,y,2) — (—x+y+ 2z, —6x+4y +22,3x —y + 2)

la Justifier que f est linéaire.
1b Montrer que f o f = A\gf pour un réel \y que I'on précisera.
1c Déterminer une base de ker(f).
1d Notons ¢ = (—1,—6,3) et ¢; = (1,4, —1). Montrer que (¢7, ¢5) est une base de Im(f).

2 Etude générale: soit A un réel non nul, n un entier naturel et £ = R".

endomorphisme g de E tels que g o g = \g.

On considére un

2a Montrer que Im(g) = {v € E / g(¥) = A7’}
2b Montrer que ker(g) @ Im(g) = E.
2c Montrer que Im(g — A dg) C ker(g).

Probléme : autour des fonctions hyperboliques : On note cosh et sinh les fonctions cosinus
hyperbolique et sinus hyperbolique. On définit aussi la fonction tangente hyperbolique notée
tanh par :

tanh (z) = sinh (z) e*—e™®
" ~cosh(z) et te®

Partie A : la fonction tanh :

1 Montrer que la fonction tanh est définie sur R et qu’elle est continue et impaire sur cet intervalle.

1

=1 tanh?
cosh? (z) anh” ()

2 Montrer que tanh est dérivable sur R et que Vo € R, (tanh)’ (z) =

3 Montrer que tanh est une bijection de R sur un intervalle I & déterminer.

4 On note Argth la bijection réciproque de tanh. Donner une expression de Argth (y) pour tout

y € I, a l'aide de la fonction In. 1



5 Calculer le développement limité a ’ordre 4 en 0 de la fonction ———.
cosh (7)
En déduire que :
tanh (2) = o — % + 2% 4 oy (29)
anh(z)=20— —+ — 409 (x
315 "

1
Partie B : étude d’une fonction : Soit f la fonction définie sur R* par f () = xsinh (—) .
T

6 Etudier la parité de f.
7a Donner un équivalent de la fonction sinh en 0 et en déduire les limites de f en 400 et en —oo.
7b Déterminer la limite de f en 0. f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

8 Justifier que f est dérivable sur R* et déterminer une fonction g telle que pour tout x € R* :

1
I (z) = g (x) cosh (—) :
x
9 Montrer que pour tout ¢ > 0, tanh (¢) < t.
10 En déduire le tableau de variations de f.
sinh ()

11 Donner le DL a ’ordre 4 en 0 de la fonction ¢ ——

t

12 En déduire qu’au voisinage de +o00 et de —oo, f a un développement asymptotique de la forme

ay a9 as ay 1
f($):a0+—+_2+_3+—4+0+00 1
r x T x
ou ag, ay, as, az, as sont des réels que 1’on précisera.

1
13 Montrer que la fonction F' définie sur R* par z —— F' (z) = f <—> se prolonge par continuité
T

en 0 en une fonction dérivable en 0.
Préciser la tangente en 0 et la position de la courbe représentative de F' par rapport & cette
tangente au voisinage de 0.

Partie C : Une équation différentielle : On considére ’équation différentielle (F) suivante, qu’on
va résoudre sur différents intervalles :

(E) : zy’ +y = cosh ()
14 Résoudre (E) sur lintervalle R**.
15 Donner sans justification les solutions de I’équation(F) sur l'intervalle R™*.

16 Justifier que la fonction F' (définie question 13) est 'unique solution de (F) sur R.

Partie D : Etude d’une suite :



1
17 Montrer que pour n € N*, équation f () = nt

admet une unique solution dans R™*. On la

note u,,.

On définit ainsi une suite (uy,) qu’on va étudier dans les questions qui suivent.

neN*
18 Montrer que la suite (u,), . st croissante.
19 Montrer que la suite (u,), oy tend vers +o0o quand n tend vers +oo.

20 En utilisant la question 12, déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oc.

Partie E : Une fonction définie par une intégrale : Pour z > 0, on pose J (z) = ffm f(t)dt
et ¢ (z) = [ f(t)dt.

21a Justifier que J et ¢ sont définies sur R**.

21b Montrer que J est dérivable sur R™ et exprimer J' (z).

22 Montrer que pour tout z € R : sinh (2z) = 2sinh (z) cosh (z) .

23 En déduire que J' (z) .s’exprime sous la forme :

Vo >0, J'(x) = f(z) x <1 N %COSh (1»

T

24 Etudier le signe de J’ sur R™; on exprimera le ou les zéros de J' a I'aide de la fonction In .

e’ —1
25a Montrer que pour tout = > 0, sinh (z) > 5

25b En déduire que pour tout x > 0 :

Vi € [fx] F(t) >

2 (1)

T
2
25¢ En déduire lim J (z) = +o0.

z—0t

26a Justifier que pour tout x > 0 : sinh (z) >

26b En déduire que pour tout x > 0, J () > —. Donner alors lim J ().

Tr—+00
26¢ Donner un équivalent de sinh (z) — x quand z tend vers 0. En déduire qu’il existe § > 0 tel

que :
3

Vx €]0,4d], sinh(z) <z + %

2 1
26d Montrer alors que pour tout x € {5, +00 [ :J(z) < g + o
x

Conclure que la courbe représentative de J admet une asymptote oblique (que ’on précisera)
en +oo et donner la position de la courbe par rapport a son asymptote.

27 Tracer la courbe représentative de J.

1 1
On donne pour le tracé ——— X  ~ 0,76 et J (—) ~ 0, 65.

In (2 + V/3) In (2 +V/3)
3



Corrigé de I’exercice 1 : Soit E un C-espace vectoriel.
1 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F/. Montrer que :
U G sous-espace vectoriel de F < F C Gou G C F
Exercice vu en cours.

2 Soit H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Montrer que :
GCF=Fn(G+H)=G+(FNH)

On suppose G C F.

>
m
=

e (C) Soit 7€ FN(G+ H). Alors il existe § € G et h € H tels que T = §
Alorsl;:f—geFcarGCFdoncﬁEFaussi.

Ainsi, h€ FNH donc Z=§+he G+ (FNH).
Donc FN(G+H)CG+ (FNH)

e (D) Réciproquement, soit ¥ € G + (FN H). Alors il existe § € G et y € F N H tels
que ¥ =g+1y. Onay € Fetge Fcar G C F. Donc ¥ € F. De plus, ¥ € H donc
r=g+yeG+ H.

Donc € FN(G+ H).
Donc G+ (FNH)C FN(G+ H).

e Donc FN(G+H)=G+ (FNH).

Corrigé de l’exercice 2 :

-1 1 1
la f est linéaire car c’est 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A= | —6 4 2
3 -1 1
-1 1 1 -1 1 1 -2 2 2
b OnaA?2=[-6 4 2 —-6 4 2| =|-12 8 4| =2Adonc fof=2f.
3 -1 1 3 -1 1 6 -2 2
1c Soit u = (w,y, z) € R3.
x 0 —r+y+z=0
ﬂ’eker(f)<:>f(ﬂ>):6><:>z4 yl =10l —6r+4y+22=0
z 0 r—y+z=0
r=y+=z r=y+=z o
S —6y+z2)+4y+22=0 &< —2y—42=0 <:>{ x___;
3(y+2)—y+2=0 2 +4z =0 y=—

S U =(—2-222) U =2(-1,-2,1).
Donc ker(f) est la droite vectorlelle engendree par le vecteur ug = (—1,—2,1).

1d On reconnait les deux premiéres colonnes de A, qui sont les images par [ des vecteurs de la
base canonique de R* donc ¢7, ¢; € Im(f).
De plus, ils sont non colinéaires donc (¢;, ¢;) est libre. Enfin (d’aprés un théoréme vu en

cours), (¢1, ¢;, c3) est une famille génératrice de Im(f).
4



—a+b=1 b=a+1 P

Or ¢z = ac, +bes < —6a+4b=2 & —2a+4=2 & “_ donccs = +26,.
b=2

3a—b=1 2a —1=1
Comme tout vecteur de Im(f) est combinaison linéaire de C1,Cs €t C3 et que ¢3 = ¢ + 2¢a,
tout vecteur de Im(f) est combinaison linéaire de ¢ et ¢, donc (¢, ;) est une famille
génératrice de Im(f).
Conclusion: (¢7, ¢ ) est une base de Im(f).

2 Etude générale: soit A un réel non nul, n un entier naturel et £ = R"
On considére un endomorphisme g de E tels que g o g = Ag.

—

1
2a Soit v € F tel que g (v') = A7, Alors v = 19 (V) =g (%) donc ¥’ € Im(g).

Réciproquement, soit v € Im(g). Alors il existe @ € E tel que v = g ()
Comme go g =g, onag(v)=g(g(uw)) =gog(uw)=Ag(u) =7
donc Im(g) ={v € E / g(V)=Av}.

2b Analyse: soit @ € E. Supposons que @ = v + w avec v € ker(g) et w € Im(g)
1 1
Alors g (W) =g (W) = A\ donc W = 39 (W)et v =1 — 9 ()
1 1
) et 7:7—Xg(7)

Synthése: Soient w € E, W = Xg(
Alors 7 + W = W.
De pius, 9 (7) = o (7 = 39(7)) = 4(7) = 309(7) = 9(7) = 9(7) = T donc

v € ker(g).
1 1
Enfin, g (W) = g (Xg (7)) =39°9 (W) =g(u)=Aw donc w € Im(g).
Ainsi, tout vecteur de F se décompose de maniére unique comme somme d’un vecteur de
ker(g) et d’un vecteur de Im(g).
Donc ker(g) & Im(g) = E.

2c Soit ¥ € Im(g — Mdp).
Alors il existe u € E tel que v = (g — Mdg) (W) = g(W) — A\

v
Donc g (7)) =gog(w)—Ag(w)=Ag(u)— g () 0 donc T € ker(g).

2d Pour a € R*, ag est linéaire donc ag est un projecteur si et seulement si ag o ag = ag.
Or ago ag = a?go g = a?)\g donc (hormis le cas ot g est 'application nulle), ag est un

projecteur si et seulement si o?\ = o c’est-a dire si et seulement si o = Y

Corrigé du probléme : autour des fonctions hyperboliques : On note cosh et sinh les fonc-
tions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique. On définit aussi la fonction tangente hyperbolique
notée tanh par :

sinh (z e’ —e "
tanh (z) = (z) =
cosh () e*4e®

Partie A : la fonction tanh :



1 Montrer que la fonction tanh est définie sur R et qu’elle est continue et impaire sur cet intervalle.
Va € R, cosh (z) > 0 donc tanh est définie sur R, continue sur R comme quotient de fonctions
continues et pour tout z € R :
sinh (—z)  —sinh (2)

tanh (—2) = cosh (—x) ~ cosh (x) = —tanh(z)

donc tanh est impaire.

1

2 Montrer que tanh est dérivable sur R et que Vo € R, (tanh)’ (z) = h—z() — 1 — tanh® ().
cosh” (z
tanh est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables et pour tout x € R :
h? (z) — sinh’ 1
(tanh)’ (z) — cosh” () : sinh” (z) _ 2
cosh” (z) cosh” ()
. h2
= l—wzl—tanh%x).
cosh” ()

3 Montrer que tanh est une bijection de R sur un intervalle I & déterminer.
Donc pour tout z, (tanh)’ (z) > 0 donc tanh est strictement croissante et continue sur R donc

d’apres le théoréeme de la bijection, tanh induit une bijection de Rsur I = | lim tanh (), lirf tanh ()
e’ —e e —1 e’ —e "
Or tanh (z) = = donc lim tanh(z) = —1 et tanh(z) = —— =
) er 4 e~ % €2x + 1 T—— 00 er 4 e~ %
1—e

———— donc lim tanh(xz) =1. Donc I =]—1,1].
1+e 2 T—+00

4 On note Argth la bijection réciproque de tanh . Donner une expression de Argth (y) pour tout y € I,
a laide de la fonction In .

Soity el =|-1,1etx €R,ona:

e?r — 1

e2r 1

y = tanh(z) & y= @y(e%—l—l):e%—l

1+
& eQm(y—l):—l—y<:>e2m:1 Y

1 1
& rx=-1In ]
2 1—y

1 1
Or, aussi, y = tanh (z) & z = Argth (y) donc Argth (y) = 3 In <—1 i_ z) '

car y # 1

5 Calculer le développement limité & 1'ordre 4 en 0 de la fonction

cosh (x)’
On a:
2t
cosh (z) = 1+E+ﬂ+00 (z*)
1 1
cosh (z) 2zt
() 1+?+ﬂ+00($4)
1
— = 1—h+h? h?
1+ h 6 + +OO< )



2 xt

et en posant u(x)z;—i—ﬂ—i—oo (z'), on a limu (z) = 0 donc par substitution :
1 2 ! A 2 ot o) 2 ot o)
S T T4 T
cosh (z) Y 00(”3)+(2+24+0°(x)> o (2+24+0°(x)>
2 2t 2t z? 5zt
= LGt el ra e () = 1- T+ Shra (o)

En déduire que :

T 25 5
tanh(x):x—g—i-g—l—oo(x)

Donc

inh 3 5 2 54
tanh (z) = sinh (2) _ ($+%+x—+00($5)) (1—%+%+00(m4)>

cosh (z) 120
IS IS 5 3 LU5 5
= x—3+ﬂ+00($)+g—ﬁ+ﬁ+ o(m)
3 22° 5
= x—§+1—5+00($)

1
Partie B : étude d’une fonction : Soit f la fonction définie sur R* par f (z) = sinh (—) .
x

6 Etudier la parité de f.
—1 1
Ve € R, f(—z) = —xsinh <—) x sinh <—) = f(x) donc f est paire.
x

X

7a Donner un équivalent de la fonction sinh en 0 et en déduire les limites de f en 400 et en —00.
1 1 1
On a sinh (h) ~g h et lim — = 0 donc par substitution, sinh (—) ~ioo — done f(x) ~yo 1
x x

r—+o0o I
donc ligl_l f(x)=1

Comme f est paire, lim f(z)= lim f(-z)= lim f(X)=1.

r——00 X—+o0

7b Déterminer la limite de f en 0. f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

On a pour x > 0:

1/x
€ _ xe—l/:c
f( ) e1/:13 _ efl/w 1/1,
r)=ux =
2 2
€X 61/36
Or par croissance comparée, lim — = 400 donc par composition, lim = 400 et
z—+oo X z—0t 1/£E
puisque lim xe~ /% =0, il vient lim f (z) = 4o0.
z—0t z—0t
Comme f est paire, on en déduit lim f(z) = lim f(—x)= lim f (y) = +o0.
z—0~ z—0~ y—0

Ainsi, liH(l) f(z) = +00 et f n’est pas prolongeable par continuité en 0.



8 Justifier que f est dérivable sur R* et déterminer une fonction ¢ telle que pour tout x € R* :

) =g a)eosh (1)

T

f est dérivable comme produit et composée de fonctions dérivables et :

Ve € R™, f'(z)=sinh (1> 1 cosh <1) = tanh (1> cosh (1> . cosh (1)
T x T x x T T

1 1\ 1
= g¢g(x)cosh (—) en posant g (z) = tanh <_) _
x

T T

9 Montrer que pour tout t > 0, tanh (¢) < ¢.
Posons pour tout ¢ > 0 : h(t) = t — tanh (t), alors &' (t) = 1 — 1 4 tanh®(t) > et méme
h'(t) > 0 pour t > 0 donc pour tout ¢t > 0, h (t) > h(0) = 0 i.e., tanh () < ¢.

10 En déduire le tableau de variations de f.

1
Or pour tout z > 0, — > 0 donc g (z) < 0 donc f" (z) < 0 donc f est strictement décroissante
T

sur R™ et par parité, strictement croissante sur R™*.

. sinh ()
11 Donner le DL a 'ordre 4 en 0 de la fonction ¢ —— —
Ona: h 3 3! 5 51 5 2 4
sinh (¢ t+1t '+t '+ o9 (T t t
® _ / /514 o ):1+—+—+00(t4).
t t 6 120

12 En déduire qu’au voisinage de +00 et de —00, f a un développement asymptotique de la forme :

N ay Gz  az  Qq 1
f(x)=ao+ . +x +x3+x4+0+°° (a:4>

ol ag, ai, as, ag, a4 sont des réels que 'on précisera.

On a liI_’I_l — = 0 donc par substitution :
r—+400 I
. 1 1 1 1
f(x):x&nh(E):1‘1'@#-?0%44‘0—&-00(;)
d’on 1 0 ! t L
otay=1,a,=a3=0,a; == et ag = —.
0 , U1 3 s W2 6 4 120

1
13 Montrer que la fonction F' définie sur R* par x — F (z) = f (—> se prolonge par continuité en 0
x

en une fonction dérivable en 0.

Préciser la tangente en 0 et la position de la courbe représentative de F' par rapport a cette tangente
au voisinage de 0.

Cette fonction F' vérifie pour tout z > 0 :

F(a;):f<—> :1+%2+00+ (z?)



2
f est paire donc F' aussi donc ce DL vaut aussi en 0~ donc F' (z) = 1 + Ty 0 (%), DL a

lordre 2 qui suffit pour affirmer que F' est dérivable en 0 et £’ (0) = 0 (coeff de x).
2

T
Que la tangente a pour équation y = 1 et F'(z) — 1 ~q 5 > 0 donc la courbe représentative

de F' est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

Partie C : Une équation différentielle : On considére I'équation différentielle (F) suivante, qu’on
va résoudre sur différents intervalles :

(E) : 2y’ +y = cosh (z)
14 Résoudre (E) sur lintervalle R1*.
1
Sur R™, (F) <y + Y~ ~ cosh (x) et Péquation homogene associée, (Ey) s’écrit y' + Y-,
r x
On pose a () = — d’ou sa primitive A (x) = In (z) et la solution générale de (Ey) sur R™™ est

A
y(z) = de™ 0@ = . AeR.

N A
Par variation de la constante, ' () = ix) — 352:6) donc
1 ! A A
Y+ Y~ Zcosh () & (z) _ (f) - (f) = — cosh ()
x x x T x x
& XN (z) = cosh (z)
sinh (z)

On prend A (z) = sinh (z) dou : y (z) =

sur RT*.

Donc la solution générale de (E) sur R est :

= F'(x) est une solution particuliere de (FE)
T

y(x):F(x)—i-%,)\ER

15 Donner sans justification les solutions de I'équation(£) sur I'intervalle R™*.
Ce sont :

y(x):F(x)—i-%,ueR.

16 Justifier que la fonction F' (définie question 13) est I'unique solution de (E) sur R.
Si A ou g est non nul, y (x) aurait une limite infinie en 0, ce qui est absurde. Donc la seule
possibilité est F' (z). On sait défa que F est solution sur R™ sur R™* et que F' est dérivable
en 0 et F'(0) =0 donc 2y’ + y = cosh (x) est aussi vérifiée en 0 car F'(0) = 1 = cosh (0) .
Donc F est bien I'unique solution de (E) sur R.

Partie D : Etude d’une suite :
n+1

17 Montrer que pour n € N* I’équation f () = admet une unique solution dans R™. On la note
Up, .

On définit ainsi une suite (un)neN*
f est strictement décroissante et continue sur R™ donc d’apres le théoréme de la bijection, f

induit une bijection de R™ sur |1, +o0o[ (vu les limites de f en 07 et en +00).

1 1
or " il € |1, 4o00[ donc I'équation f (x) K nt admet une unique solution dans R**.
n

qu’on va étudier dans les questions qui suivent.




18 Montrer que la suite (), oy~ €st croissante.

2 1 1 1
Onan+ =1+ <1+_:n+
n+1 n+1 n

R™*, u,, < 41 donc (u,) est croissante.

donc f (up41) < f (uy,) et f étant décroissante sur

19 Montrer que la suite (u,,) nen- tend vers +00 quand n tend vers +00.
Dans le cas contraire, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,) admettrait une limite

finie [ € R,

Mais alors par continuité de f en [, on aurait lirf fu,) = f(l) € |]1,400[, ce qui est
n+1

absurde car f (u,) = i — oo L

Donc lim wu, = 400 (toujours par le théoréme de la limite monotone).
n—-+00

20 En utilisant la question 12, déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +o00.
Par substitution dans le développement asymptotique de la question 12, on a donc :

Fu) =1+ Ly Ly !
Up) = — t+ — + 040 | &
6u | 120ut T\l

1 1 1
donc f (u) — 1 ~1o 6l donc Guz "o n: -1= - donc u? ~ % et puisque u,, > 0:

n
n
Un ~+oo —.
6

Partie E : Une fonction définie par une intégrale : Pour z > 0, on pose J (z) = fxxp f(t)dt
et ¢ (x) = [ f(¢)dt.

21 Justifier que J est définie sur R** et exprimer pour tout 2z € R*™* J (z) en fonction de la fonction 1.

x
f est continue sur R™ donc sur b, x] quelque soit x > 0. Donc J est définie sur R™*.
On a:

@ z /2 .
J (z) = mf(t)dt:/l f(t)dt—/l Fyde =y (@) —w (%),

22 Montrer que pour tout € R : sinh (2x) = 2sinh (z) cosh (z) .
On a pour tout x € R :
6293 _ e—2;r ¥ —e Tel b ®

sinh (2x) = 5 =2 5 5 = 2sinh (z) cosh (z) .

23 Utiliser les deux questions précédentes pour montrer que .J est dérivable sur R™ et que :

Vo >0, J' (z) = f(z) x (1 - %COSh (i))

f étant continue sur R™, 1) est une primitive de f donc est dérivable donc d’aprés 21, J est
dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables et pour tout z > 0 :

7@ = F@) -5 (5) = @) - 22 s (3)

= flo)— %xsinh (i) cosh (i) = f (@) (1 - %COSh G))

10



24 Etudier le signe de J’ sur R™; on exprimera le ou les zéros de J' & I'aide de la fonction In .
f est strictement positive sur R™ donc pour z > 0 :

1 =1 X?-4X+1=0

1 1
J'(a:):()@l—ﬁcosh(g):()@

4+ 2v3
en posant X = e!/%. Or A = 16 — 4 = 12, les racines sont X = T\/_ = 24 +/3 (toutes
deux positives) donc :
1 1
J(@)=0sl"=24V301=—" —1r=——
(@) In (2 + v/3) In (2 + v/3)
! < 0. Et enfi h ! 2
car —— < 0. Et enfin, vu que cosh | —————— | =
In (2 — /3) a In(2+3)

1 1 1 1 1
J () > O<:>1—§cosh(—) 20<:>cosh(—) <26 0< < ————

x x
= len(Z—i—\/g)

d’ou :
T —0 In (2 + \/3) +00
S I I
J@ |\ ;]
. er —1
25a Montrer que pour tout x > 0, sinh (z) > 5
r T T _ 1
Pour tout > 0, e=* < 1 donc —e™* > 1 donc sinh (z) = ¢ € > €

25b En déduire que pour tout z > 0 :
vt € [g,x] , f(t) > g (el/x —1)

T .
Donc pour tout x > 0 et pour tout ¢ € [5, x] , [ étant décroissante :

F(t)> f () = wsin (i) > L

25c¢ En déduire lim+ J (x) = +o0.
z—0

Donc pour tout x > 0, par intégration d’inégalités :

T el 1 .

/2
eX 1
Par croissance comparée, lim — = 400 et d’autre part lim — = +o00 donc par composi-
X—+o00 X2 z—0t I
x? x?
tion, lim “—e* = 400. Donc lim = (el/m — 1) = +4o00.
z—0+ 4 z—0+ 4

Donc par comparaison, lim+ J (z) = +oc.
z—0 11



26a Justifier que pour tout x > 0 : sinh (z) > =.
11 suffit d’étudier sur R™ la fonction 7 (x) = sinh () — x. (...).

T
26b En déduire que pour tout z > 0, J () > 5 Donner alors lim J ().

T——400

T 1
On a donc pour tout z > 0 et pour tout ¢t € [a,x] , f(t) = tsinh (z) > 1 donc par
intégration d’inégalités :

J(z) > / dtzg

/2
donc par théoréme de comparaison, lirf J (z) = +o0.

26¢ Donner un équivalent de sinh () — 2 quand = tend vers 0. En déduire qu’il existe & > 0 tel que :

3
Vr €]0,0], sinh(z) <z+ %

On a sinh (z) — x = x_3 + 09 (%) ~ %3 donc lir% M = é <1 donc au voisinage de
0, c’est-a dire pour z € ]0, 4] pour un certain E; 0, onxa :
sinh(z) —z 1
a3 4
donc il existe > 0 tel que :
23
Vz €]0,4d], sinh(z) < a:—i—z

2 1
26d Montrer alors que pour tout x € [—, —i—oo{ cJ(x) < E + —.

) — 2 4dx
Conclure que la courbe représentative de J admet une asymptote oblique (que l’on précisera) en
400 et donner la position de la courbe par rapport a son asymptote.

2 1 2 1
Soit x € [5,—1—00[. Alors pour tout t € [g,x} ,onat > g donc n < — <0 donc - €10, 4]
x

donc :
ik 1 < 1 L 1
sinh | — -+ —
t) =t s
1 1
tsinh [ - | <1+ —
sin (t) <1+ 17
donc par intégration d’inégalités :

z 1 11° x 1
J(z) < 14+ —|dt=|t—— =24
(@) < /x/2 ( - 4t2) [ 44 o2 2 " 4

2
Donc pour tout = € | =, +o0]| :

donc

J

o N8
VAN
=
=
VAN
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|



x x
donc par encarement, lir}rl (J (x) — §> =0donc y = 3 est asymptote a la courbe représen-
r—

tative de f et cette courbe est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.
27 Tracer la courbe représentative de J.

On donne pour le tracé

1
——— ~0,76et J
m(2+v3) (

1
—— | =0,65.
1n(2+\/§)) ’

13



