Concours blanc PCSI1 2025

Exercice 1 : Fonction Beta d’Euler. Pour tout (a,b) € R? tels que a > 1 et b > 1, on pose :
1
B (a,b) = / Al € R Lo
0

la Justifier soigneusement que cette intégrale est bien définie.
1b A T'aide d’un changement de variable affine, montrer que 3 (a,b) = (b, a).
1c Etablir que 5 (a,b) = B (a+1,b) + S (a, b+ 1).

1d A T'aide du changement de variables ¢t = cos? (§), montrer que :
T
B(3/2:3/2) = 2.

le Calculer 5 (1,n) pour tout n € N*.

2a Montrer que :
a
Bla+1,b) = Zﬁ(a,b—i- 1)
et en déduire que :
a
1,b) = —— b

2b Calculer 3 (n,p) pour tout n,p € N* en exprimant le résultat a l’aide de factorielles.

1 1 1
2c¢ Exprimerf <n + 3P + 5) en fonction uniquement de [ (3 /2,p+ 5) , de nombres factoriels

et de puissances.

2d Montrer sans rédiger de récurrence que pour tout n,p € N* on a :

1 1 (2p)! (2n)!

3 On suppose dans cette question que a > 2 et b > 2.

3a On considére une fonction h : [x,y] — R ou z,y sont deux réels tels que z < y.
On suppose que h est de classe C! sur [z,y] et on note M; le maximum de |}’ (¢)] sur [z,y] .
Justifier que M; est bien défini et que :

/yh(t)dt:(y—x)h(:c)Jr/yh’(t)(y—t)dt

T

En déduire que :

/yh(t)dt—(y—x)h(x)

3b Montrer soigneusement que la fonction ¢ — t;_l est de classe C* sur [0,1].



3¢ En déduire que la fonction ¢ — % (1 — )" est de classe C' sur [0,1].

k
3d En lui appliquant le résultat précédent sur chacun de segments [ry zp41] o0l 7y = — avec
n

k € [|0,n — 1|], montrer que :
a+b—29 1 n—1 L a—1 L b—1
b - n <— ¥ n:— — 1__ .
18 (a,0) = un| £ —5—— ol u ”,;:o (n) ( n)

Exercice 2 : Soit a un réel strictement positif. On considére la suite u = (u,,),,-, telle que u1 = a

2

et pour tout n > 1, u,, 1 = —=

L’objet de cet exercice est d’étudier en fonction de la valeur de a la convergence de la
suite u. Selon les valeurs de a, la suite définie est donc différente, ce qui expliquera qu’on
puisse dans ce probléme dire tantdt que la suite u est convergente, et tantot dire qu’elle est
divergente (pour une autre valeur de a).

1 Dans cette question, on suppose que a = 2. Montrer que pour tout n > 1, u,, > y/n+ 1. Conclure.
Dans la suite, a est de nouveau un réel strictement positif quelconque.

2 Montrer que pour tout n > 1, u, > 0.
3 On suppose dans cette question que la suite u converge vers une limite finie /. Montrer que [ = 0.

4 On suppose dans cette question que la suite u vérifie la propriété suivante: Vn > 1, u, > /n.
Montrer que u est une suite croissante qui tend vers +oo.

5 On suppose, dans cette question et dans cette question seulement, qu’il existe k € N* tel
que uy, < Vk.

5a Montrer que Vn > k, u, < Vk.
5b Montrer que la suite (u,),~, est décroissante.

5¢ Conclure.

a2n71 agnfl
6 Montrer que pour tout n > 3, u,, = =

22n74'32n75.42n76' o (TL o 1)271 n—1

H k2n727k ‘

=2
n—1] k
On pose de plus w,, = > %
=2

7 Montrer que la suite (w,) est croissante.

8 Montrer en utilisant les questions 3 et 5 que la suite u est convergente si et seulement si il existe
un entier k£ > 2 tel que up < 1. — —

9 Montrer que (u,) est divergente si et seulement si (w,,) est majorée par 21n (a).
10 En déduire que la suite (w,) converge. Soit W = lim w,. Montrer que (u,) converge si et

n—-4o0o

. w
seulement si a < e2 .



Probléme 1 : Dans la suite, £ désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u un
endomorphisme de F.
On rappelle qu'on pose u° = Idy et pour tout k € N : v+ = uF o u.
Etant donné une partie X de E. On désigne par Vect (X)) ’ensemble des combinaisons linéaires
de vecteurs de X.
On dit que ’endomorphisme u est cyclique s’il existe un vecteur 7y € E tel que :

E = Vect (u* (&) /k € N) = Vect (Z,u (Zo) , u* (%), . . .)
Les différentes parties sont dans une large mesure indépendantes.
Pour tout polynome Q (X) = qo+ @ X + -+ + ¢, X™ € R[X], on pose pour tout u € L (F) :

Q (u) =qoldg + qu+ -+ + gnu™ € L (E)

Partie 1 : Exemples
1 : Exemple 1 : Dans cette question, on prend £ = R? et on considére I’application suivante de
R3 dans R3 :
u(z,y,z) = (62,0 — 112,y + 62)
1la Montrer que u est un endomorphisme de F.

1b Calculer u (1,0,0) et u?(1,0,0) et en déduire que u est un endomorphisme cyclique.

2 : Exemple 2 : Dans cete question, on prend E = R? et on considére I’endomorphisme v de E

20 0
dont la matrice canoniquement associéeest A= 0 4 —6
01 -1

2a Montrer que u est un automorphisme de E ( c’est-a dire bijectif).

2

2b Montrer que u* = au + S1dg pour des réels a et § & déterminer.

2c En déduire que u n’est pas cyclique. Indication : on pourra montrer que pour tout ¥ € E,
Vect (u* (Z) [k € N) = Vect (Z,u(T)) .

3 : Exemple 3 : Dans cette question £ = R,, [X] et on considére I'endomorphisme u de E défini
par u(P) = P'.

3a Soit Py un polynome de degré d > 0. Montrer que Vect (ul‘C (Ry) /k € N) =Ry [X].
3b u est-il cyclique 7

4 : Exemple 4 : Dans cette question F = R,,_ [X] et on considére 'endomorphisme u de F défini
paru(P)=P(X +1)— P(X).

4a Soit P € E. Calculer deg (u (P)) en fonction de deg (P).

4bi Déterminer le noyau de wu.



4bii Montrer que Im (u) C R, 5 [X].
4biii En déduire Im (u) .

4c L’endomorphisme u est-il cyclique 7

5 Exemple 5 : Dans cette question , E est un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit v un
endomorphisme nilpotent d’indice p > 2, c’est-a dire que u? = O(g) et uP~! #£ Oz(E)-

5a Montrer qu'il existe un vecteur Z, de F tel que la famille (T, u (Z),...,uP"* (Zo)) est libre.
Que peut-on en déduire sur p ?

5b En déduire que u est cyclique si et seulement si p = n.

Partie 2 : Etude générale. Dans cette partie, u est un endomorphisme cyclique de F et dim (E) =
n > 1. On fixe un vecteur 7y € E tel que E = Vect (u* (7y) /k € N).

6a Montrer que la famille (Zo, u (%), ..., u™ (Zy)) est liée.

6b Montrer qu’il existe un entier p maximal pour-lequel la famille (%o, u (Zo) , ..., u” (Zy)) est libre.
6¢c Montrer que uP** (Zy) € Vect (To,u (o), ..., uP (Zo)) .

6d Montrer par récurrence que pour tout k € N, u* (Zy) € Vect (T, u (Ty) , ..., uP (Ty))

6e En déduire que (Zo,u (Zy),...,uP (Zp)) est une base de E et que p=n —1

Ta Justifier I'existence de (po, p1,. .., Pn-1) € R tels que :
u"™ (Zy) = poZo + pru (To) + -+ + pp1u™ " (T)
Dans la suite, on posera P(X) = X" —p, 1 X" ' —-- —p X —pp € R[X].

7b Déterminer 'image par l’endomorphisme P (u) (voir sa défintion en début de probléme) des
vecteurs de la base (Zg, u (Ty) , ..., u" ! (Zo)).
En déduire que P (u) = Oz(p).
On dit que P est un polynome annulateur de wu.

Tc Montrer que (Idg,u,...,u" ') est une famille libre de £ (F) . Est-ce une base de £ (E) ?

7d En déduire que :

e Il n’existe aucun polynome non nul @) de degré strictement inférieur a n tel que Q (u) =
0z(E)-

e P est I'unique polynome unitaire de degré n tel que P (u) = Oz(p).
Le polynome P est appelé le polynome minimal de wu.

7e Application : déterminer le polynome minimal de ’endomorphisme u de la question 1.



Partie 3 : étude du commutant. Dans cette partie, u désigne toujours un endomorphisme cy-
clique de ’espace vectoriel F/, avec E' de dimension n > 1.
On fixe @ € E tel que E = Vect (u* (o) /k € N).
On rappelle qu’alors, la famille (Zy, u (Zo),...,u" ' (%)) est une base de E.

8 Montrer que le commutant C(u) = {v € L(E) /uov =wvou} est un sous-espace vectoriel de

L(E).
9 Notons Rlu| ={Q (u) /Q € R[X]}. Montrer que R[u] C C (u).
10a Soient deux endomorphismes v et w de C'(u). Montrer que, si v (%) = w (Zy), alors v = w.
10b Soit v € C' (u) .

10bi Justifier I'existence de (ag__a_1) € R" tels que v (Ty) = a,_1u™ " (Zo) + - - - + ayu (Tp) + aoZo.
10bii Montrer que v = a,_1u" ' + -« + ayu + apldp.
11 Décrire C (u) .

12 Déterminer la dimension de C' (u).



Exercice 1 : Fonction Beta d’Euler. Pour tout (a,b) € R? tels que a > 1 et b > 1, on pose :

3 (a,b) = /01 el 6 B Lo

1a Justifier soigneusement que cette intégrale est bien définie.
Sia> 1, pourt >0, t— tr !t = ele=DI® 3 pour limite 0 quand t tend vers 0F. On la
prolonge par continuité en 0 en posant 0% = 0.
De méme, si b > 1, on prolonge t — t'~! = et~ DIn®)
valeur.
Dans les cas a = 1 et b = 1, ces fonctions sont polynomiales dont continues (sur R dans ces
cas !).
Ainsi, la fonction ¢ — %~ (1 —¢)"" est continue sur [0, 1] comme produit de fonctions con-
tinues donc cette intégrale est bien définie.

par continuité en 1 en prenant 0 comme

b—

1b A Taide d’un changement de variable affine, montrer que 3 (a,b) = (b, a) .
On pose u=1—1t d’ott du = —dt et :

Blah) = /Oltal (1— 1) dt = /10 (1= u)™ b= (—du)
= /01 w1 —w)* N du= 3 (b,a).

1c Etablir que 3 (a,b) = S (a+1,b) + S (a, b+ 1).
On a:

Bla+1,b)+B(ab+1) = /01(ta(l—t)b_lth“‘l(l—t)b)dt
- /1t“1(1—t)b_1(t+1—t)dt

1
- / (1 =) dt = B (a,b).
0
1d A T'aide du changement de variables ¢ = cos? (f) , montrer que :

5(3/2,3/2) = 5.
On a 3(3/2,3/2) = fol /'t (1 —t)dt et on pose t = cos? (§) d’ou dt = —2sin (6) cos (0) df et :

£(3/2,3/2) = //2 V/cos? () (1 — cos2 (A)) (—2) sin (0) cos (#) df

w/2
_ / \/cos? (9) sin? (0) sin (6) cos (6) df
0
w/2 ) T
= 2/ (sin (f) cos (0))” df (sin et cos sont positives sur [0, §] )
0

/2 1 (™21 — cos(46) 1 sin (46) 1™/
2 I — _ -~ 7
/0 sin” (20) df = 2/0 i do 1 {0 1 L

=~ N

T 1 . 1 . s
(5—0—18111(2%)4-1811&(0)) =3
6



le Calculer 5 (1,n) pour tout n € N*.
On a :

(1—&11_1

5(1%):/01(1—75)"_1%:{_ sl

,
2a A Tlaide d’une intégration par parties, montrer que :
a
Bla+1,b) = Eﬁ(a,b—k 1)

et en déduire que :

a
ﬁ(a+17b)_a+b6(a7b)
U(t):ta / a—1
u (t) = at
On a en posant 1—¢) ,{ _, donc par IPP :
P oty = -2 L= - P

1 b-1 ! (1—1¢)
5W+L@—l/ﬁﬂ—ﬂ‘ﬁ——ﬂ ﬁ/mﬂ———ﬁ
0 b 0 b

0

1
- ﬁ/tawy4fﬁ—95@b+n
b/, b

Or d’apres 1c, B (a,b) = S (a+ 1,b) + 5 (a,b+ 1) donc :

fla+1,b) = B(a,b)—pF(a,b+1)
= fB(a,b)—B(b+1,a)

= 5(a,b)—§ﬁ(b,a+1)

= B(a,b)—gﬁ(a—l—l,b)

donc <1+§)ﬁ(a+1,b) = [ (a,b) doncﬂ(a%—l,b):ai_i_bﬁ(a,b).

2b Calculer § (n, p) pour tout n,p € N* en exprimant le résultat a 1’aide de factorielles.

On a donc :

n—1

- 7 -1

B (n,p) n_1+p5m D)

n—1 n—2 n—3 1

pu— Y 1
nrp—intp_2n+p—3 prio P

_ (n—=D)lp! _ (n=Dlp 1

= -0 =

_ (n=D(p-1)

 (n+p-1)

2c et 2d Montrer que pour tout n,p € N* on a :

1 1y (2p)! (2n)!




D’apres 2a, on a :

Rappelons 3 (3/2,3/2) =

1 1
B(n+§,p+§)

3 (3/z,p+ %)

donc :

1
ﬂ(n+§,p+

1

)

1
n__
25(p_t 41
n+pﬂ(n 2,p+2)
1 3 5 3
"T5 "y "7y 2 1
. 3/2,p+
n+pn+p—1n+p—2 p+25(/ b 2>

1 2n—-1) (2n — 2n — 1
_(n ) (2n—-3) 2n-5) 3 8(s/2.p+2
2=t n4+p n+p—1n+p—2 p+2 2

1 (2n —1)! (p+1)! 1
271 (2n —2) (2n — 4) -2 (n+p)!5 (3/2’p+ 5)

11 @n—1)!(p+1) 1
31 (=D (g p)l” <3/2’p+§)

g. On a donc toujours avec 1b et 2a :

1

1 P=5 13
= 8(vrgae) =530 (0 33)
1 3 3

_ p—_ap—_a...zﬁ(:% )
p+1 p

1 2p—12p—3 ﬁ 3 3
o2 lp4+1 p

1 (2p —1)! 2 3 3
- 2p_1(Zp—2)(2p—4)---4.3.2(p—|—1)!ﬂ(5’5)
1 1 2p—1)! =«
w1201 (p— 1) (p+1)14
11 (2p—1)
2020 (p— Dl (p+1)!

1 1 @n=1Dl(p+1
on——12n—1 (n — )| (n+p
1 1 2n—D(p+111
on==19n==1 (n — 1) (n+p)!2°2° (p— 1) (p+1)!
4 12n2n—1D!'(p+1)!  (2p—1)
2092 on(n— 1) (n+p) (p— Dl (p+ )"
2 1 (20)! 1 2p(2p—1)
22022 ! (n+p) 2p(p—1)!
112 1 (29 (2p)!(2n)
202% qal (ntp) pl | 2200 (n+ p)lnlpl

' 1
I (3/2,}?4‘5)

11 (2p—1)!

\_/\_/\_/\_/

3 On suppose dans cette question que a > 2 et b > 82



3a On considére une fonction h : [x,y] — R ot x, y sont deux réels tels que = < y.
On suppose que h est de classe C'! sur [z, y] et on note M le maximum de |1’ (¢)] sur [z,y].
Justifier que M est bien défini et que :

/yh(t)dt:(y—a:)h(a:)—l—/yh’(t)(y—t)dt

T

h' est continue sur le segment [z, y] donc le théoréme des bornes atteintes justifie 1’existence
de Ml.
En intégrant par parties avec { v(t) =t —

/yhos)dt - [(t—y)h(t)]ii—/yh'@)(t—y)dt

En déduire que :

/Wh@ﬁﬁ—(y—x)h@)

On a donc par inégalité triangulaire sur les intégrales :
Yy
/h(t)dt—(y—m)h(x) /h’() —tdt' / |/ (t) (y — t)| dt

Yy
< / M |(y —t)|dt car x < y

1
y
< Ml/ (y—t)dt car z <y doncy—t>0

S [_(y—tfr:le—x)?
2 N 2

3b Montrer soigneusement que la fonction ¢ — ¢! est de classe C! sur [0, 1].
Si a = 2, c’est évident.
Si a > 2, notons g (t) = t*" 1. g est de classe C! sur ]0,1] et V¢ € 10,1], ¢’ (t) = (a — 1) t* 2
donc tlilg}r g (t) =0 cara> 2.
De plus, g est continue en 0 (en ayant porlongé par conitnuité en posant g (0) = 0).
Donc d’apres le théoréme de la limite de la dérivée, g est de classe C! sur [0,1].

3c En déduire que la fonction ¢ — 471 (1 — t)b_l est de classe C! sur [0,1].
Puisque b > 2, par composition avec t — 1 — ¢, on déduit de 3b que ¢t — (1 —t)
classe C! sur [0,1] ..
Donc ¢ — ¢ (1 — )" est de classe C! sur [0, 1] comme produit de fonctions de classe C*.

=1 st de

3d En lui appliquant le résultat précédent sur chacun de segments [$k7$k+1] ol r, = — avec k €
n

10,7 — 1|], montrer que :

a+b—2 1= (R \"
o < T o, = =) (2 1-—] .
plan -ml< o =13 (B) (12 1)



Comme ¢ —1>1et b—1> 1, les fonctions ¢ — t* ' et t — (1 —¢)""" sont de classe C' sur
[0,1] donc ¢ +— =1 (1 — )" aussi par produit de fonctions de classe *.

En lui appliquant le résultat précedent sur chacun de segments [xk;ﬂlﬁ_l] ol rp = — avec k €
n

10,2 — 1], montrer que :

a+b-—2 1o (k)" !
b) — | < —5——otu, =-» = 1-2)
B ) < Ty o= 15 (1) (1-7)

Notons h (t) = t*~* (1 —t)*", on a donc pour tout k € [|0,n — 1|],

(k+1)/n 1
/ h(t)dt — —h <E)
k/n n n

1 My (k) = R (t)].
o My () temﬁ3%§1ynH @l

Or /' (t)=(a—1)t*2(1 =)'+ (b—1)t* (1 — )"? donc tout ¢ € [0,1] :

M (k)

<
- 2n?

I (R e S Ll B (R VA (R
< (a=1)+(b-1)=a+b—2

car t,1 — ¢, %2 (1 — )" 4ot (1 =) e0,1].
Donc M; (k) <a+b—2.
k < a+b—2

k+1)/n 1
Donc ’f,j/: "t dt — —h (E <=5

En appliquant la relation de Chasles, on a alors :

n=1  .(k+1)/n n—1 1 e
plav-wl = [X [ nea-3 2 (2)

k=0 v k/n k=0

([ on- ()

n—1

(k+1)/n 1 k
> / h(t)dt — =h (-)
k/n n n

k=0
n—1
a+b—2
<D o
k=0
a+b—2
2n

IA

<

3c Ecrire un programme Python qui donne une valeur approchée de /3 (a,b) a 1073 pres.
Voir M. Jacob.

Corrigé de l’exercice 2 :

Soit @ un réel strictement positif. On considére la suite u = (un)n>1 telle que 47 = a et pour tout
) >

u
n>1, up = —=

L’objet de cet exercice est d’étudier en fonction de lfmovaleur de a la convergence de la suite u.



1 Dans cette question, on suppose que a = 2. Montrer que pour tout n > 1, u,, > y/n + 1. Conclure.
Par récurrence sur n > 1 :
Initialisation :u; = 2 et V141 = 2.
Hérédité : soit n > 1. Supposons u, > v/n + 1. Montrons u,.; > vn+1+1

On a :
2 1 2 1 + 2
Uiy = —1= > L WD ni2y/ndl ntdvm > i+ 2
NEND NG NG f
donc 11— (\/n +1+ 1) >Vn+l—yn+1>0car/n+1>+v/n+1&n+14+2y/n>n+l,
qui est vrai d’ou la conclusion.
Dans la suite, a est de nouveau un réel strictement positif quelconque.

2 Montrer que pour tout n > 1, u,, > 0.
Récurrence: u; > 0. supposons u, > 0 alors u% > (0 donc u,11 >0

3 On suppose dans cette question que la suite u converge vers une limite finie [. Montrer que [ = 0.

On suppose (u,,) converge vers [ alors (u,41), suite extraite de (u,) converge aussi vers . De
2 2

plus, (u2) converge vers [? donc \/—% converge vers 0. Or u, ; = \/—% donc par unicité de

la limite, [ = 0.

4 On suppose dans cette question que la suite u vérifie la propriété suivante: Vn > 1, u,, > /n. Montrer
que u est une suite croissante qui tend vers +o0.
Soit n>1.0n a:

Un+1 — Up = :;—721_ — Up = u% _\/\zﬁun = (un _\/\Zﬁ) Un Z
n n n

car u, > +/n donc (u,) est une suite croissante. De plus lim +/n = 400 donc par théoréme
n—+oo

0

de comparaison, lim wu, = 4o00.

n—-+o0o
5 On suppose, dans cette question et dans cette question seulement, qu’il existe k € N* tel que uy < \/E

5a Montrer que VYn > k, u, < Vk.
Récurrence sur n > k :
Initialisation, n = k : u, < Vk.
Heérédité : soit n > k fixé. Supposons que u,, < vk, montrons , 1 < Vk.

On a:
k

Up+1 =

3\&
3\
g

d’otl la conclusion.

5b Montrer que la suite (uy),~, est décroissante.
Soit n > k. On a:

Un+1—un=$—’2l—un=u%_\/@u” = (u"_\/@)u" <0
n n n

car u, < Vk < v/n donc (uy), -, est une suite décroissante

11



5c Conclure.
La suite (uy),~, est une suite décroissante et minorée par 0 donc converge vers [ > 0 donc
vers | = 0 d’aprés 3.)

aQH—l a2n—1
6 Montrer que pour tout n > 3, u,, = =

92n—t 3an8 gon=6 o (p _1)* ol

H kzn—2—k '

k=2
Récurrence sur n > 3 :
a? u3 a’ a® u? a® a?’
Initialisation : s = —=; U3 = —= = —= = ——: Uy = —= = = — — de méme
V1 V2oov2 2 V3 2v3 27 x 32
16 2
a a
Uy = = . La propriété est donc vraie pour n = 3,4,5. (n = 3
5 22 > 3 > \/Z 221 % 320 % 42—1 p p p (
suffit).
a2n—1
Hérédité : soit n > 3. Supposons que u,, = ” =T, montrons :
22774 32770 42770 1 (n — 1)
a*"
Upt1 =

92773 32071 420 (p — 1) 2!

2
Uy

on—1 2 1
n = — = — X —
RN (22"4.32"5.42"6 (n—1) 1) Vn

2 . .
2 g 0 i+1
Or pour tout réel z, <x2 ) = 722" = 22" donc :

B a®" o 1
et = 9213 32t g5 (p — 1) V/n
a®"

92778 32t 42 (g — 1)7 n?

n—1 1 k
On pose de plus w, = Y n2(k )
k=2

7 Montrer que la suite (w,,) est croissante.

n In(k In (n
Ona: wy,1 =, Q(k ) = w, + (n) or In(n) > 0 donc w1 > w, donc la suite (w,) est
k=2
croissante.
Justifiez que ’on pose W = hrf w,, avec éventuellement W = 400.
n—-+0oo

La suite (w,,) étant croissante, elle admet d’apres le théoréme de la limite monotone une limite
finie ou +o00, donc on peut poser W = nEI—iI-loo w, avec éventuellement W = +oc.

8 Montrer en utilisant les questions 3 et 5 que la suite u est convergente si et seulement si il existe un
entier k > 2 tel que ug < 1.
Supposons que la suite (u,) converge, alors la suite (u,) converge vers 0. il existe un entier
k > 2 a partir duquel u,, < 1 et en particulier u, < 1. Réciproquement, supposons qu’il existe
un entier k > 2 tel que uy, < 1, alors u, < vk et donc d’aprés la question 5, la suite (uy) est
convergente.
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9 Montrer que (u,,) est divergente si et seulement si (w,,) est majorée par 21n (a).

On a:

2n71

n—1
n(u) = In|——— | =In <a2n*1>_1n (Hk,znw)
k=2

n—1
II an—Z—k
k=2

n—1 n—1
= 2'ln(a) - Y In (MH*‘“) =2 'In(a) - Y 2" Fln (k)
k=2 k=2

= 22 (2 In (a) — "Z_l 2 % 1n (k)) =2""2(2In(a) — w,)

La suite (u,,) est divergente si et seulement si pour tout entier n, u,, > 1 c’est-a-dire In (u,,) > 0
soit 21n (a) —wy, > 0 c’est-a-dire w,, < 21n (a) donc (u,,) est divergente si et seulement si (wy,)
est majorée par 21n (a).

10 En déduire que la suite (w,,) converge. Soit W = lim w,. Montrer que (u,,) converge si et seulement
' w n—-+o00
sta <ez.

On a vu dans la question 1 que pour a = 2, la suite (u,) est divergente donc la suite (w,,)
est majorée par 21In (2) et est croissante, (w,) converge donc. La suite (u,) converge si et
seulement si il existe n tel que w,, > 21n (a) ce qui revient & W > 21n (a) car la suite (w,,) est
croissante. D’ou (u,,) converge si et seulement si a < €.

Corrigé du probléme 1 : Dans la suite, I/ désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et

% un endomorphisme de F.

On rappelle qu'on pose u° = Idg et pour tout k € N : v = v* o w.

On dit que I’endomorphisme u est cyclique s’il existe un vecteur Ty € E tel que :
E = Vect (u* (%)) [k € N) = Vect (Zo, u (Zp) ,u* (Zo), .. .)
Les différentes parties sont dans une large mesure indépendantes.
Partie 1 : Exemples

1 : Exemple 1 : Dans cette question, on prend £ = R? et on considére Papplication suivante de R3
dans R? :
u(x,y,z) = (62,2 —11z,y + 62)

1la Montrer que u est un endomorphisme de F.

0 0 6 x 62
On a 1 0 —11 Y = r— 11z donc u est linéaire car c’est ’applicaition
01 6 z Y+ 62
00 6
linéaire canoniquement associée a la matrice | 1 0 —11 | . Donc u est un endomorphisme
01 6

de E.

13



1b Calculer 4 (1,0,0) et u? (1,0,0) et en déduire que u est un endomorphisme cyclique.
00 6 1 0 00 6 0 0
1 0 —11 0O l=11]e]| 1 0 —11 1 ]=1(0 ]doncu(1,0,0)=
01 6 0 0 01 6 0 1
(0,1,0) et u?(1,0,0) = (0,

0,1) donc pour #y = (1,0,0), on a :
(1,0,0),(0,0,1),(0,0,1) € Vect (u"(1,0,0) /k € N)

Or on reconnait la base canonique donc c’est une famille génératrice de R?® donc F =
Vect (u*(1,0,0) /k € N).
Ainsi, u est un endomorphisme cyclique.

2 : Exemple 2 : On considére 'endomorphisme v de £ = R3 dont la matrice canoniquement associée

2 0 0
est A= 0 4 —6
01 —1
2a Montrer que u est un automorphisme de F ( c’est-a dire bijectif).
On a :
2 0 O 1 _6
det(A)=]0 4 —6 :2‘ ‘:2(—4—1-6):4750
01 —1 Ll

donc A est inversible, u est bijective et est un automorphisme de R3.

2b Montrer que u? = au + B1dg pour des réels av et 3 a déterminer.

2 0 0 2 0 0 4 0 0
On a: A? = 0 4 —6 0 4 —6 = 0 10 —18 = 34 — 2I5;. Donc u? =
01 —1 01 —1 0 3 =5

—2Idpg,.

2c¢ En déduire que u n’est pas cyclique.Indication : on pourra montrer que pour tout ¥ € E, Vect (uk (%) Jk e N ) =
Vect (Z,u (7)) .
Pour tout Z € E, on a u? (%) = 3u (¥) — 2T € Vect (%, u (¥))
On peut ensuite montrer par récurrence sur k > 2 que u* () € Vect (Z,u (Z)) . (& détailler !).
Puis donc que Vect (u* (%) /k € N) = Vect (Z,u (7))
Or ceci est de dimension au plus 2 donc ne peut-étre £ = R3.
Donc u n’est pas cyclique.

3 : Exemple 3 : Dans cette question £ = R,, [X] et on considére 'endomorphisme u de F défini par
u(P)=P.

3a Soit Py un polynome de degré d > 0. Montrer que Vect (u* (Py) /k € N) = Ry [X].
On a u* (Py) = P® pour 0 < k < d et u* (Py) = 0 pour k > d.
Ainsi Vect (uf (Py) /k € N) = Vect (u* (Py) [k € [|0,d]]) . Or les polynomes Py, u (Fp) , ..., ut (Fy)
sont de degrés respectivement d,d—1, ..., 0 donc forment une famille de polynomes de degrés
échelonnés de d a 0 donc une base de Ry [X]. Donc Vect (u¥ (Py) /k € [|0,d|]) = Ry [X].
Donc Vect (u* (Py) /k € N) =Ry [X].

3b wu est-il cyclique ?
Prenons alors P de degré n, par exemple Fy = X™. D’aprés 3a, on a Vect (uk (Ry) [k € N) =
R,, [X] = E donc u est cyclique. 14



4 : Exemple 4 : On considére 'endomorphisme u de £ = R,,_; [X] défini par u (P) = P (X +1) —
P(X).

4a Soit P € E. Calculer deg (u (P)) en fonction de deg (P).
d
Soit P € R,_; [X] non nul. Posons d = deg (P) et P = > a;, X" avec donc aq # 0. On a :
k=0

d d d

w(P)=3 o (X + 1) =Y axt =Y ((X+1)k—X’“>

donc :

e deg(u(P)) <d
e le coefficient de X? dans u (P) est aq — aqg = 0.

e sid > 1, le coefficient de X%t dans u (P) est dag + ag_1 — ag_1 = dag # 0

Donc deg (u (P)) =d — 1.
Ainsi :
deg (P) — 1si deg(P) >1
—00 sinon

dog (u(P) = {

4bi Déterminer le noyau de u.
D’aprés la question précédente, pour P € R, [X] :

P € ker (u) & u(P) = Opx) & degu (P) = —o00 < deg (P) <0
donc ker (u) = Ry [X].

4bii Montrer que Im (u) C R, 5 [X].
D’aprés 4a, VP € R, [X], deg (u (P)) < deg(P) —1 <n —2 donc :

VP e R, [X], u(P)eR,2[X]
donc Im (u) C R, [X]. .

4biii En déduire Im (u) .
D’apreés le théoréme du rang, on a : dim (Im (u)) = dim (R,,_; [X],) —dim (ker (u)) =n—1=
dim (R, [X]).
Or Im (u) C R,—2 [X] donc Im (u) = R,—2 [X] .

4c L’endomorphisme u est-il cyclique ?
D’apres 4a, on a pour tout k € [|0,n — 1|], deg (u* (X"™*)) =n—1—k.
La famille (X"} u (X" 1), ... u" 1 (X" 1)) est donc une famille de polynomes de degrés
échelonnés de n — 1 a 0 donc est une base de R,,_; [X].
De plus, u* (X"!) = 0p pour k > n donc Vect (u* (X"') /k € N) = R,,_; [X] = E donc u
est cyclique.

5 Exemple 5 : Dans cette question , F est un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit © un
endomorphisme nilpotent d’indice p > 2, c’est-a dire que u” = Oz(g) et uP~t £ Oz(p)-
15



5a Montrer qu’il existe un vecteur Zy de E tel que la famille (Zo, u (Zo),...,u?~ ! (Zy)) est libre. Que
peut-on en déduire sur p 7
p

Puisque u?~! n’est pas l'application nulle, il existe 7y, € E tel que uP~* (
—upou’“_p—Oﬁ( 7)o uf

Remarquons que pour tout entier £ > p, on a u* = 0 L(E)-
Soient Ao, ..., Ap-1 € R tels que AoZo + Ayu (o) + -+ + A 10 (i) = 0.
En appliquant ©?~! & cette relation il vient A\guP~? (xo) = 0 donc \g = 0.
Supposons par récurrence A\g = --- = A1 = 0 pour i < p — 1.
La relation se réécrit alors \;u’ (fo) o AP () = 0.
On applique cette fois u?~1~% pour obtenir \;u?~* (#y) = 0 donc \; = 0.
Pour ¢ = p — 1 on obtient alors \g = - -+ = \,_1 = 0 donc la famille (Zy, u (Zy), ..., u? " (7))
est libre.
Comme c’est une famille libre de p vecteurs de E et dim (F) =n, on a p < n.
5b En déduire que u est cyclique si et seulement si p = n.
e (<) Supposons p = n. Alors la famille (g, u (Zo), ..., uP~* (Z))) est libre et de cardinal

p =n = dim (£) donc c’est une base de E.
Donc u est cyclique.

e (=) Supposons u cyclique. Soit alors ¥ € FE tel que E = Vect ( "(§)/k eN) =
Vet (i,u (4), ..., u?~ () car u* = 0g(gy pour k > p donc u” (7)) = 0
Il s’ensuit que ( U (y) ,uP~1 (1)) est une famille génératrice de E.
Donc Card (¢, u (i), . up L(#)) > dim (F) donc p > n. Or p < n donc p = n.

Partie 2 : Etude générale. Dans cette partie, u est un endomorphisme cyclique de E et dim (E) =
n > 1. On fixe un vecteur Ty € E tel que E = Vect (u* (Zo) /k € N).

6a Montrer que la famille (Zo, u (Zy) , ..., u" (Zo)) est lice.
u”

La famille (Zo, u (%) , . .., u™ (Zo )) est de cardinal n+1 dans un espace vectoriel £ de dimension
n, elle est donc liée.

?

6b Montrer qu’il existe un entier p maximal pour-lequel la famille (Zo, u (Zo) , ..., u? (%)) est libre.
Tout d’abord, notons que comme F # {6} et que E = Vect (u* (Z,) /k € N), alors Ty # 0.
Considérons I'ensemble A = {k € N / (Zo,u(Z)),...,u" (%)) est libre}. C’est un ensemble
non vide de N (car 0 € A, la famille {Z;} étant libre), et majorée par n. ((Zo, u (7o), ..., u" (Zy))

est liée, et toute surfamille de cette famille est donc liée). On en déduit qu’il existe un entier p,

maximal, pour lequel la famille (Zy, u (Zo),...,u" (%)) soit libre.
6¢c Montrer que uP™! (%) € Vect (Ty,u (Zo), ..., uP (L)) .
Par définition de p, la famille (T, u (Zo) , . . ., uP (Z)) est libre et (Fo, u (To) , . . ., uP (To) , uP™ (7))
est liée. Par le cours, on sait alors que uP™ (Zy) € Vect (Zo,u (Ty) , ..., uP (o), uP™ (Zo)) .
6d Montrer par récurrence que pour tout k € N, u* (Zy) € Vect (T, u (%), ..., uP (Ty)) .
e Initialisation. Pour tout 0 < k < p, on a bien u* (Z)) € Vect (Zo,u (Ty),. .., uP (Tp))

donc la propriété est vraie aux rang 0 < k < p. Elle est vraie également au rang p + 1
par la question précédente.
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e Hérédité. Soit k > p et supposons la propriété vraie au rang k.
Par hypothése de récurrence, on a u” (Zy) € Vect (Zo,u (Zo), ..., uP (Zy)). 1l existe donc
Ao, A1, .., Ap € R tels que :

uk (fo) = )\of() + )\1U (fo) + -+ )\pup (fo)
On compose par u :

WY () = Aou (o) + Mu? (Fo) 4 - - - + ApuP ! (T))

Or on a u (%) ,u? (Ty),...,uPtt (Ty) € Vect (T, u (%), ... ,uP (Ty)) donc vl () €
Vect (Zy,u (Zy), ..., uP (Zo)) . Donc la propriété est vraie au rang k + 1.
e Conclusion : pour tout k € N, u* (Zy) € Vect (Zg,u (Zo), ..., uP (Zy)) .
6e En déduire que (Zo, u (Zp) ,...,uP (Zo)) est une base de E et que p =n — 1.
On a montré que pour tout k € N, u* (7)) € Vect (Tg,u (Zp), ..., uP (T)). Ainsi, on a :

E =Vect (uk (o) Jk € N) = Vect (%o, u (Zo) ,...,uP (Zy))

La famille (Zo,u (7o) ,...,uP (Zo)) est donc génératrice de E. Comme c’est une famille libre par
définition de p, c’est donc une base de E. Son cardinal est donc égal a la dimension de

E, soit p+1=n.
Ta Justifier existence de (po,p1,...,Pn-1) € R™ tels que :
u" (Zo) = polo + pru(Zo) + - -+ + ppru™ " (To)

On a montré précédemment que u" (Ty) € Vect (Zo,u(Tg),...,u" "' (Z)), donc il existe
(Pos D1y - -+, Pn1) € R™ tels que :

u™ (Zo) = poTo + pru (L) + -+ + ppu” " ()

Dans la suite, on posera P (X) = X" —p, X" ' — ... —p; X —py € R[X].
7b Déterminer I'image par 'endomorphisme P (u) (voir sa défintion en début de probléeme) des vecteurs

de la base (T, u (Zo),...,u" " (Ty)) .

En déduire que P (u) = OL(E)

Ona P (u) =u"—p,_u" ' — -+« — pu— poldg d’out en évaluant en 7 :

P(u) (%) = u" (%) — pnogu” (Zo) — -+ = pru (To) — poto = 0
P(u) (u(Z) = u" (u(io)) = ppru™ " (u (o)) — -+ — pru(u (o)) — pou (To)

= u(u"(Z0)) = pnaru (U (Z)) — - = pru(u (o)) — pou (Zo)
= u 6) =0

De méme, P (u) (uf (Z))) = uf (P (u) (Zp)) = u* (6) — 0 pour tout 0 <k <n — 1.

Ainsi, P (u) est un endomorphisme qui s’annule sur la base (%o, u (%) ,...,u" ' (7)) donc
c’est ’endomorphisme nul : P (u) = Oz (g).

On dit que P est un polynome annulateur de 1u/,



Tc Montrer que (Idg,u,...,u" 1) est une famille libre de £ (E) . Est-ce une base de L (E) ?
soient A\g, A1,..., A\,_1 € R tels que :

)\ode + )\1U + -+ )\n,lunfl = OE(E)

On évalue en 7y :
/\ng + )\1u (f()) + -+ )\n_lu”_l (fo) =0

Or la famille de vecteurs (Zo, u (Tp),...,u" "' (Zy)) est libre dans E. Donc \g = A\; = « -+ =
A1 = 0. Ainsi (Idg, u,...,u" ') est une famille libre de L (F).

7d En déduire que :

e Il n’existe aucun polynome non nul @) de degré strictement inférieur a n tel que @ (u) = Oz(g).
Supposons qu'’il existe un polyndéme ) = ag + apX + --- + q, X7 tel que : ¢ < n et

Q(U) = OL(E)-

Alors on aurait :ap/dg + agu+ - - -+ aqu? = Oz(p). Mais la famille (Idg, u, ..., u?) est une
sous-famille de la famille (Idg, u,...,u" ') donc est libre (d’aprés 7c).

Donc ag = a; = ... = a; = 0 donc @ = Og[x).

e P est l'unique polynome unitaire de degré n tel que P (u) =0 L(E)-
Soit Q@ = X" —a,_1 X" ! — ... —a; X — ap un polynéme unitaire de degré n tel que
Q (u) = Oz(). Alors :

1

U — "t — o —aqu— agldy = Ut — pput — - — pru— poldg
donc :
1"+ agu+ agldy = ppu” 4 - 4 pru+ poldp
et par unicité de la décomposition d’un vecteur dans la famille libre (Idg,u, ..., u" '),

on a ay = p pour tout < k <n —1.
Ainsi P = (@) est bien unique sous ces conditions.
Le polynome P est appelé le polynome minimal de .

Te Application : déterminer le polynome minimal de I’endomorphisme u de la question 1.
On procéde comme plus haut, on note €7, €y et €3 les vecteurs de la base canonique et on
calcule u? (¢}) . :

00 6 0 6
1 0 —11 0| =1 —11
01 6 1 6
donc u3 (€3) = 6&, — 116, + 6¢5 et le polynome minimal de u est donc P (X) = X3 — 6X2 +

11X — 6.

Partie 3 : étude du commutant. Dans cette partie, u désigne toujours un endomorphisme cyclique
de I'espace vectoriel F/, avec F¥ de dimension n > 1.
On fixe ¥y € E telque £ = Vect (u’g (o) Jk € N). On rappelle qu’alors, la famille (Zo, u (7o) , ..., u" " (Zo))
est une base de

8 Montrer que le commutant C'(u) = {v € L (F) /uov = v ou} est un sous-espace vectoriel de L (F) .

o C(u) C L(E) s



o OL(E) eC (u) car u o OE(E) = OL(E) ou = Oﬁ(E).
e Soient f,g € C(u) et A\, u € R. On a par linéarité de u :

wo (A +pug) =Muof+puog=ANou+ugou=Af+pg)ou
donc A\f + pg € C (u) .

e Donc le commutant C'(u) est un sous-espace vectoriel de £ (E) .

9 Notons R[u] = {Q (u) /Q € R[X]}. Montrer que Rlu] C C (u).
On a dé¢ja de maniére évidente que pour tout k£ € N, u* € C (u). Comme de plus C(u) est
un sous-espace vectoriel de £ (F), les combinaisons linéaires de tels vecteurs sont aussi dans
C(u). Ainsi pour tout P € R[X], on a bien P(u) € C(u). D’ou l'inclusion Rlu] C C (u).

10a Soient deux endomorphismes v et w de C'(u). Montrer que, si v (Zy) = w (Zp), alors v = w.
On a pour tout £ € N* :

k k

v(uF(Zy)) = vouf(Zy) = u* o v(Ty) = u o w(iy) = w(u®(Zy))

Ainsi v et w coincident sur la base (%o, u (Zo) ,...,u" ' (7)) Elles sont donc égales.
10b Soit v € C (u).

10bi Justifier 'existence de (ag,_a_1) € R™ tels que v (Zy) = a,_1u™ " (Ty) + - - + ayu (To) + apTy.
Comme (T, u (Zp),...,u""(Zy)) est une base de F, donc une famille génératrice de F, il
existe bien ag, ai,...,a, 1 € R tels que v () = ap_1u™ 1 (To) + - - + ayu (o) + agTy.

10bii Montrer que v = a,_1u" ! + -+ + ayu + apldp.
Posons w = a,_1u" '+-+aju + agldE. On a clairement que w commute avec u (c’est un
polynéme en u !). De plus on a v(%y) = w(Zy). Par la question précédente, on en déduit
immédiatement que v = w.

11 Décrire C' (u) .
On a déja que R[u] C C(u). Réciproquement, on vient de montrer que si v € C(u), alors
v € Rlu).
On en déduit donc que C(u) = Rlu].

12 Déterminer la dimension de C' (u) .
On sait dé¢ja que la famille (Idg,u, ..., u""') est libre, et qu'il existe un unique polynéme P
de degré n et unitaire tel que P(u) = Oz g) (c’est le polynome minimal). On va montrer que
Ru] = Vect (Idg,u, ... ,u""1):
Prenons un élément de R[u], il est de la forme A(u) avec A € R[X]. On fait la division
euclidienne de A par P : il existe @, R € R[X] telsque: A = QP+ R et deg (R) < deg (P) = n.
On évalue en u : A(u) = Q(u) o P(u) + R(u) :

Or P(u) = Ogg), donc A(u) = R(u). Comme enfin deg(R) < n, on en déduit que R (u) €
Vect (Idg,u,...,u" ).
Finalement, on a bien que :

C(u) =R[u] = Vect (Idg,u,...,u"")
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La famille (Idg,u,...,u""!) étant libre et génératrice de C'(u), c’est donc une base de cet espace,

et dim(C'(u)) = n.

Probléme 2 : opérateur de différence. Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et
R,, [X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré au plus n.
Pour k£ € N*, on note P le polynome X*~1.
On rappelle que la famille (Pk)k€[|1,n+1|] est une base de R,, [X] (c’est la base canonique de R,, [X]).
Pour P € R, [X] et non nul, on note ¢ (P) son coefficient dominant.
Pour un ensemble £ et une application f : F — E. on définit f* par récurrence sur k € N par :

fOZIdE et fk-l—l:fofk

Si V est une partie de E, on dit que V' est stable par f si f (V) C V, i.e., si 'image de tout élément
de V par f est dans V.

Partie 1 : I'opérateur de différence : L’opérateur de différence est I’application d définie par :

R, [X] — R, [X]

0: P(X)— P(X+1)—P(X)

0 Montrer que J est un endomorphisme de R,, [X].
Soient P,Q € R, [X],\,p € R, on a:

(AP +pQ) (X)) = (AP +pQ) (X +1) — (AP +pQ) (X)
= AP(X 4+ 1)+ pQ (X +1) = AP (X) — pQ (X)
= A0 (P (X)) + pd (Q (X))

donc § est linéaire. De plus,
deg (P (X +1) — P (X)) < max (deg (P (X + 1)) ,deg (P (X))) < deg (P (X))

donc d envoie R, [X] dans R,, [X].
Donc § est un endomorphisme de R, [ X] .

1 Pour un polynéome non constant P € R,, [X], exprimer deg (0 (P)) et ¢ (0 (P)) en fonction de deg (P)
et c(P).
On vient de justifier deg (6 (P)) < deg (P). Remarquons que P (X + 1) et P (X) ont méme
degré et méme coefficient dominant donc en réalité, deg (d (P)) < deg (P) — 1.
Notons P = ¢ (P) X + Q avec deg (Q) < d — 1. De méme, deg (4 (Q)) < d — 2.

Or § (P) = ¢ (P) ((X+1)d—Xd> 1 6(Q) et :

d—1 d—2

0 (Z) XE=dx 43 <Z) x*

k=0

(X +1)*— x4
k=

donc deg ((X +1)% - Xd> =d—1>deg(6(Q)) donc :
deg (5(P)) = d—1=deg(P)—1

c(0(P)) = 2f(f)(P)d = c(P)deg (P)



2 En déduire le noyau ker (0) et 'image Im (0) de ’endomorphisme 4.
Donc si deg (P) > 1, alors deg (0 (P)) > 0 donc 6 (P) ¢ ker (6). Donc ker (§) C Ry [X].
L’inclusion inverse étant évidente, on a ker (§) = Ry [X].
D’autre part, Im (§) C R,,_1 [X] car deg (0 (P)) < deg (P) — 1 et grace a la formule du rang,
ona:

dim (Imd) = n + 1 — dim (ker (0)) = n = dim (R,, [X])
donc ker (0) = R, [X].

3 Plus généralement, pour j € [|1,n|], montrer les égalités suivantes :

ker (6’) = R;_; [X] et Im (&) = R,_; [X] (1)

On peut procéder par récurrence mais il faut étre précis (récurrence sur j 7 sur n 7 portant
sur quelle propriété 7 avec un Vn 7 un Vj 7...)

Pour cacher la récurrence, on a en toute généralité, pour o endomorphisme de F : Im ((V ) =
Jodo---00(F) (a deétailler si pas évident). Donc :

j fois
Im (') = §odo---0d(R,[X])
ﬁ/'_/
j fois
= Jodo---0d(R,_1[X])
N——

j—1 fois

: (en utilisant 2 pour n — 1, n—2,...)
= 0 (Ry—j1 [X]) = Ry [X]

Ensuite, soit P € R;_; [X], comme deg (6 (P)) < deg (P)—1, en itérant, on a : deg (¢’ (P)) <
deg (P) — j < 0 donc ¢’ (P) = Og(x) donc P € ker (¢7).

Donc R;_; [X] C ker (7).

Par la formule du rang, dim (ker (67)) = dim (R,, [X])—dim (Im (¢’)) = n+1—dim (R,_; [X]) =
j = dim (R;_; [X]) donc ker (¢’) = R;_; [X].

4 On définit Pendomorphisme 7 par 7 = & + Idg,[x]. Pour k € Net P € R, [X], exprimer 6" (P) en
fonction des 77 (P) pour j € [|0, k|].
Soient k € N et P € R, [X]. On a 7o (—Idp,x)) = (—Idg,[x)) ©0 = —7 donc on peut
appliquer le binéme de Newton :

S (P) = (7 —Idg,x))" (P)

5 Soit P € R,,_1 [X]. Montrer que :



Pour P € R, ;[X], on a 6" (P) = Ogpx; donc 4 donne pourk =n : > (—1)"7 <n) 79 (P) =

7=0
0R[X]~
En particulier, la valeur en 0 est : > (—1)"" (?) 77 (P) (0) = 0.

7=0
Or7(P)=P(X+1)—P(X)+P(X)=P(X +1) donc en itérant : 77 (P) = P (X + j) et
77 (P)(0) = P(j) donc :

J=0

6 Dans cette question, on cherche tous les sous-espaces vectoriels de R,, [X] stables par I'application 9.

6a Pour P polynome non nul de degré d < mn, montrer que la famille (P, §(P),6%(P),...,o (P)) est
libre. Justifier que le sous-espace vectoriel engendré par cette famille est stable par 9.
D’aprés 1, les polynémes P, (P),8%(P),...,0%(P) sont respectivement de degrés d,d —
1,...,1,0 donc la famille (P, §(P),5%(P),...,o (P)) est une famille de polynomes de degrés
échelonnés de 0 & d donc est libre et est une base de Ry [X].
Ce sous-espace est stable par § car si deg (P) < d, alors deg (d (P)) < d — 1 donc ¢ (P) €
Ry [X].

6b Montrer réciproquement que si V' est un sous-espace vectoriel de R,, [X] stable par ¢ et non réduit a
{0}, alors il existe un entier d € [|0,n|] tel que V = R, [X].
Soit V' un sous-espace vectoriel de R,, [X] stable par § et non réduit a {0} .
Soit alors P un polyndéme de V' de degré maximal parmi les degrés des polynomes de V. Notons
d=deg(P), de[|0,n|] car V # {0}.
V est stable par § donc P,§(P),...,6°(P) € Vet V C Vect(P,6(P),...,6(P)). Or
P,o(P),... ,0¢ (P) sont respectivement de degrés d,d — 1,...,1,0 donc comme ci-dessus,
(P,5(P),8°(P),...,6°(P)) est une base de Ry[X]. Donc V C Ry [X]. La réciproque est
claire par définition de P comme étant de plus grand degré parmi les polynémes de V.
Donc V =R, [X].

Partie 2 : étude d’une famille de polynomes : On considére la famille de polynomes :
HO — 1

H,, = (X —J) pour k € [|1,n]]

7 Généralités :

7a Montrer que la famille <Hk)ke[\o,n|] est une base de R,, [X].
On a Vk € [|0,n[], deg (Hy) = k donc (Hy)ye |, st une base de R,, [X] comme famille de
polynomes de degrés échelonnés de 0 a n.

b Calculer 0 (Hy) et pour k € [|1,n|], exprimer § (Hj) en fonction de Hy_1.
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On a 0 (Hy) = O, [x] et pour k € [|1,n|] :

k—1 k—1
1 . 1 .
6 (Hi) = Hk(X_‘_l)_Hk(X):E (X+1—])——,H(X—])
$j=0 " j=0
= = =
= 11 X -D- [ -D=7[[X-DE+1-X+k-1)
l=—1 7=0 7=0
= =
Jj=0 j=0
7c Montrer que pour k, [ € [|0,n|] :
0 (Hl)(())_{ Osik#l
Sik<Il—1,onaen itérant 7b :
oF (H)) = Hy_y
donc :
6% (Hy) (0) = Hy_1 (0) =0
Donc :

&' (Hy) =06 (6" (H)) =6 (Hy) = H,

donc &' (H,;) (0) = H, (0)
Et pour k > 1+ 1, 6" (H;) = 6" (Hp) = O, x] car k — [ > 1 donc §* (H,) (0) = 0.
Ainsi :
1sik=1
o (H) (0) = { Osi k 1

7d Montrer que pour tout P € R, [X] :

On écrit P € R, [X] dans la base (H),c0, de Rn [X]: P = 3" aiH;.
=0
On a alors pour tout k € [|0,n[], 6" (P) = 3" 6" (H;) donc 6" (P) (0) = 3" ;6" (H) (0) = ax
=0 i=0
d’aprés 7c. Donc P = Y (6% (P)) (0) H.
k=0

8 Polynomes a valeurs entiéres :

8a Soit k € Z. Calculer H, (k). On distinguera trois cas : k € [|0,n —1|], &k > n et k < 0. Pour ce
dernier cas, on posera k = —p.

e Sikel[l0,n—1|],alors vu H, =



n—1 |
e« Sik>n alors Hy(k) = ~ T (h—j) = —k(k—1)(hont1) = —  _

n! 2o n! n!(k—n)!
k
n

oSik<0,onposek:—p,H():nll;[( ):(_nl!)np(p+1)...(p+n_1):
(—D)"(n+p—1)! nfn+p—1
n!(p—1)! = (=1 ( n )

8b En déduire que H,, (Z) C Z c’est-a dire que H,, est a valeurs entiéres sur les entiers.
Les coeffcients binomiaux sont des entiers car ils se calculent tous par additions d’entiers par
le triangle de Pascal. Donc Vk € Z, H,, (k) € Z.

8c Soit P € R,, [X] & valeurs entiéres sur les entiers. Montrer que 0 (P) est aussi a valeurs entiéres sur
les entiers.
Soit P € R, [X] & valeurs entiéres sur les entiers. Soit k € Z. On a 6 (P)(k) = P(k+1) —
P (k) € Z donc § (P) est aussi a valeurs entiéres sur les entiers.

8d Montrer que P € R,, [X] est a valeurs entiéres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans
la base (Hk)keﬂo o) Sont entiéres.
n

n
Si P =Y a;H; et siles a; sont tous entiers alors pour tout k € Z, P (k) = > a,H, (k) € Z
1=0
comme somme et produit d’entiers. Donc P est a valeurs entiéres.

Réciproquement, si P est & valeurs entitres, on a d’aprés 7d, P = > (6" (P)) (0) Hy, et
k=0
(6" (P)) (0) € Z d’apreés 8c. Donc les coordonnées de P dans la base (Hk)ge(jo,n)) SODt entiéres.

8e Soit P € R,, [X] de degré d € N. Montrer que si P est a valeurs entiéres sur les entiers, alors d!P est
un polynéme & coefficients entiers. Etudier la réciproque.

d d
Soit P € R, [X] dedegréd € N. Alors P = Y (6" (P)) (0) Hy, donc d!P = Y (6" (P)) (0) d!Hj,.
k=0 k=0
Or pour k£ < d:

TX—j)=dd—1)-k+ D] (X —J)

Jj=0 J

|
—

Il
=)

donc d!Hj, est un polyndéme a coefficients entiers. Donc d!P est un polyndéme a coefficients
entiers.

1
La réciproque est fausse car si on prend par exemple, P = §X 2 alors d = 2 donc d!P = X?

est & coeflicients entiers mais P n’est pas a valeurs entieres (P (1) = -).

Partie 3 : Généralisation de 'opérateur de différence et application : Pour une application
f:R™ — R de classe C*°, on définit I’application :

R™ — R
z— f(x4+1)— f(z)
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9a Monter que & (f) est de classe C*° sur R**. Comparer (§ (f)) et § (f').
d (f) est de classe C*™ sur R™ comme somme et composée de fonctions de classe C*° sur R™*.
Et :

Ve e R, (5(f) (@) =/ (@ +1) - [ (2) = (6(f)) ()
donc (5 (f))' = 6 (f")

9b Pour n € N et & > 0, exprimer (6" (f)) (z) a l'aide des coefficients binomiaux (n) et des f (x + j)

J
(ou V'indice j € [|0,nl]).

Soient n € N et x > 0, de méme qu’a la question 4, on a :

donc :

6 (1) (@) =3 (~1) (j)f (e +))

§=0
9c¢c Expliquer pourquoi, pour tout > 0, il existe y; € |0, 1] tel que :

0(f) (@) = f'(z+n)

Soit © > 0. f est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, z + 1] donc d’apres 1'égalité des
accroissements finis, il existe ¢ € |z, + 1[ tel que f(z+ 1) — f(z) = (x + 1 —xz) f' (¢).
On pose y; = ¢ — x, alors y; € |0, 1[et 6 (f) (z) = f' (x + 1) .

9d En déduire que pour tout z > 0, pour tout n € N*, il existe un y,, € |0, n] tel que :

n

e (j) et ) = 1 (e + ) (+)

Jj=0

On pourra procéder par récurrence sur n € N*et utiliser les trois questions précédentes.
Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : "pour toute fonction C * sur R et pour

tout x > 0, il existe y,, € |0,n[ tel que : Y77, (—=1)" (?)f (x+35) = f™ (z+yn)".

e [.. n=1, c’est la question 9c.

e H.: Soit n > 1 pour-lequel cette propriété est vérifiée.
On applique cette propriété a d (f) : il existe y, € 10, n[tel que: 3. (=1)"7 <n) Of)(x+j) =

i=0
(O (FN™ (@ + ).
Or d’apres 9a, (8 (f))™ =6 (f™) donc avec aussi 9b il vient :

(8" (8 () (2) = f™ (& +yu+1) = fO (@ + yn)

On applique I'égalité des accroissements finis a f™ entre f™ (z +1v,) et f™ (z +y, + 1) :
il existe ¢, € |+ Yn, T + yn + 1] tel que :

(5" (4) (@) = F ()



On pose Y11 = ¢, — , alors Y, 11 € |Yn, yn + 1[ C |0,n + 1] et avec 9b on a :

n+1

(= (n J+ 1) f@+5)= "™ (2 + ynia)

=0
e Donc la propriété est vraie pour tout n € N*.

10 On consideére dans toute la suite de cette partie un réel cv. On suppose que pour tout entier p, si p est
premier, alors p® est un entier naturel. On se propose de montrer que « est alors un entier naturel.

10a Montrer que pour tout entier k strictement positif, k* € N*.
k admet une décomposition en produit de facteurs premiers du type k = pi*---p?s ou les p;
sont premiers et les v; € N. On a :

K= (py* - pe)® = ()" - (p9)™

Or on a supposé que tous les p$* sont entiers naturels donc £* est entier naturel comme produit
d’entiers naturels.

10b Montrer que « est positif ou nul.
Supposons « < 0. Alors pour p premier, p® = e*»®) ¢ 10, 1] ne peut étre un entier naturel, ce
qui contrdit ’hypothese. Donc o > 0.

10c On considére 'application f, définie sur R™ par f, () = x®. Montrer que « est un entier naturel si
et seulement si 'une des dérivées successives de f, s’annule en au moins un réel strictement positif.
Si a € N, alors ( fa)(aH) = 0 donc est nulle en tout réel strictement positif, ce qui est suffisant.
Réciproquement, si a € N, pour tout n € N, la dérivée n—iéme de f, est :

Ve >0,(f) ™ (z)=a(a—1)-(a—n+1)z*"#£0

car tous les facteurs sont non nuls. Donc par contraposée, si I'une des dérivées successives de
fo s’annule en au moins un réel strictement positif, alors a € N.

11 On applique la relation () & la fonction f, et & I'entier n = [« | +1 (ou |.] désigne la partie entiére).
On choisit désormais © € N*.

11a Montrer que 'expression
n

n—j [T .
(—1)" ( .)fa (e +))
=0 J
est un entier relatif.
« 5 N n n—j [T .
Pour tout j € [|0,n]], fo (x +Jj) = (x + j)* € Nd’aprés 10a et car x € N. Donc Y (—1)""’ ( ,)fa (x+7
=0 J
est un entier relatif comme somme et différence d’entiers.

11b Les notations sont celles de la question 9d. Quelle est la limite de ’expression fé“) (x + y,) quand
r € N* tend vers +00 7
L n—j [T . n
D’apres 9b, il existe y,, € |0, n| tel que > (—1)"" ( ,)fa (r+7) = fé ) (x+Yn) -
= J

j=0



Rappelons que (f)™ (z+y,) =a(@a—1)---(a—n+1)(z+y,)* " et que n = |a] + 1 et
la] <a < |a]+1donca—n<O0.

Attention pour conclure a ne pas oublier que ¥, dépend de x.

Mais y, € ]0,n[ donc 0 < (z +y,)* " < 2* " et lim z* ™ =0donc lim (x+y,)" " =0

T—+00 T—-+00
zeN zeN
donc lim f{" (z +y,) = 0.
T—+00
zeN

11c Conclure.

_i(n
(=)™ ( ,>fa (x + j) est donc un entier qui tend vers 0 quand € N* tend vers +oo0,
j=0 J

donc pour z suffisamment grand, il est nul. (facile en utilisant la quantification de la limite

1
et € = 5 par exemple).

Mais 3 (—1)"" (n) falx+7)= £l (x 4 y,) donc c’est 'une des dérivées de f,, qui s’annule
j=0 J

pour z suffisamment grand. Donc d’aprées 10c, o € N.
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