
D.S.9 samedi 17 Mai 2025

Exercice : On considère la série de terme général un =
2n

n4 + n2 + 1
:

1 Montrer que la série
P
n�1

un est convergente.

2 Déterminer un polynôme unitaire (coe¢ cient dominant égal à 1) P; de degré 2;tel que pour tout
x 2 R; P (x)P (x+ 1) = x4 + x2 + 1:

3a Simpli�er P (x+ 1)� P (x) pour tout x réel.

3b En déduire le calcul de la somme de la série
P
n�1

un:

Exercice 2 : Autour de la série harmonique.

1 Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel � la série
P
n�1

1

n�
est convergente.

2 Soit n 2 N�:

2a On pose pour tout p 2 N; Sp =
pP
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

n+ p
:

Véri�er que la suite (Sp)p2N est croissante et divergente.

2b Montrer qu�il existe un entier naturel pn qui est le plus petit des entiers p tels que Sp =
pP
k=0

1

n+ k
> 1:

On note alors an = n+ pn et un =
an
n
:

3 La suite (an)n2N� est-elle convergente ?

4 Prouver pour n � 2 que l�on a :

n�1X
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

2n� 1 < 1 et
2n�2X
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

3n� 2 > 1

5 Montrer que si la suite (un) converge vers une limite l; alors l 2 [2; 3] :

6 Justi�er que l�on a pour tout entier naturel non nul n :

1 <
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
� 1 + 1

an

7 Prouver que l�on a pour tout entier naturel non nul n :

1� 1

n
<

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
�
Z an

n

dt

t
� 1

n
+ � � �+ 1

an � 1
� 1

8 En déduire que la suite (un) converge et déterminer sa limite.
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Problème : Soit n 2 N: On dispose de n + 1 urnes U0;U1; : : : ;Un telles que pour tout j 2 [j0; nj] ;
l�urne Uj contient j + 1 boules numérotées de 0 à j: On e¤ectue une succession de tirages
d�une boule avec remise selon le protocole suivant :

� Au premier tirage, on tire une boule avec remise dans l�urne Un:; avec équiprobabilité.
� A l�issue de ce premier tirage, si on obtient la boule j (j 2 [j0; nj]), le second tirage
s�e¤ectue dans l�urne Uj:

� On continue alors les tirages selon la même règle : pour tout entier naturel k non nul,
on tire une boule avec remise au k-ième tirage et on note j le numéro de la boule tirée.
Le (k + 1)-ième tirage s�e¤ectue alors avec remise dans l�urne Uj: Dans chaque urne
dans-laquelle est fait un tirage, celui-ci est fait avec équiprobabilité.

Pour tout entier naturel k non nul, on note Yk la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du
k-ième tirage. Le premier tirage ayant lieu dans l�urne Un; on pose Y0 = n:
L�expérience aléatoire est modélisée par un univers 
 et une probabilité P sur 
 que l�on ne
cherchera pas à expliciter.
Pour tout entier naturel k; on considère la matrice colonne Wk de Mn+1;1 (R) et la matrice
carrée A deMn+1 (R) dé�nies par :

Wk =

0BBB@
P (Yk = 0)
P (Yk = 1)

...
P (Yk = n)

1CCCA et A =

0BBBBBBBBBBB@

1
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1
... 0

1

3

. . .
...

...
...

. . . . . .
1

n+ 1

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCCCA
:

Pour tout entier naturel k; on note respectivement E (Yk) et V (Yk) l�espérance et la variance
de Yk:

Les parties A et B du problème sont indépendantes. La partie C utilise des résultats des
parties A et B:

Partie A : espérance et variance de Yk:

1 : détermination de la loi de Yk+1 en fonction de la loi de Yk: Soit k 2 N:

1a Montrer P (Yk+1 = 0) =
nX
i=0

1

i+ 1
P (Yk = i) :

1b Soit j 2 [j0; nj] : Plus généralement, écrire P (Yk+1 = j) en fonction de certains des nombres
P (Yk = i) où i 2 [j0; nj] (on justi�era évidemment sa réponse...).

1c En déduire la relation : 8k 2 N; Wk+1 = AWk:

2 : calcul de l�espérance de Yk: 2



2a On considère la matrice ligne B =
�
0 1 2 � � � n

�
2 M1;n+1 (R) : Veri�er que l�on a :

8k 2 N; BWk = E (Yk) :

2b Déterminer un réel � tel que BA = �B:

2c Exprimer, pour tout k 2 N; E (Yk+1) en fonction de E (Yk) :

2d En déduire l�expression de E (Yk) en fonction de k et n.

3 : calcul de la variance de Yk:

3a Déterminer la matrice ligne C deM1;n+1 (R) telle que CWk = E (Y
2
k ) :

3b Déterminer des réels � et � tels que CA = �B + �C:

3c Pour tout entier naturel k; exprimer E
�
Y 2k+1

�
en fonction de E (Y 2k ) et E (Yk) :

3d Pour tout k 2 N; on pose uk = E (Y 2k )�
n

2k
:

3di Véri�er que la suite (uk)k2N est géométrique.

3dii En déduire l�expression de E (Y 2k ) en fonction de k et n:

3diii Exprimer V (Yk) en fonction de k et n:

Partie B : calcul des puissances de la matrice A par diagonalisation. On noteRn [X] l�espace
vectoriel des polynômes à coe¢ cients réels de degré inférieur ou égal à n:
Pour tout j 2 [j0; nj] ; on pose Pj = Xj: On désigne par C =(P0; P1; : : : ; Pn) la base canonique
de Rn [X] : On considère :

� pour � 2 R; l�application g� : Rn [X]! Rn [X] qui, à un polynôme P 2 Rn [X] ; associe
le polynôme g� (P ) = P (X + �) ; c�est-à dire g� (P ) : x 7! P (x+ �) ;

� pour � 2 f0; 1g ; l�application '� qui, à un polynôme P 2 Rn [X] ; associe la fonction
'� (P ) dé�nie par :

'� (P ) : R! R

x 7! '� (P ) (x) =

( 1

x� �
R x
�
P (t) dt si x 6= �

P (�) si x = �
:

4 : étude de g�: Soit � 2 R:

4a Justi�er que g� est un automorphisme et g�1� = g��:

4b Déterminer la matrice T� de g� dans la base C:

4c Justi�er que T� est inversible et déterminer sa matrice inverse.

5 : étude de '0 et '1:

5a Cas � = 1. Véri�er que l�on a : 8j 2 [j0; nj] ; '1 (Pj) =
1

j + 1

jX
k=0

Xk:
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5b Cas � = 0: Calculer '0 (Pj) pour tout j 2 [j0; nj] :

5c Soit � 2 f0; 1g : Montrer que '� est linéaire et que l�on peut choisir Rn [X] comme ensemble
d�arrivée de '� de sorte que '� soit un endomorphisme de Rn [X] :

5d Véri�er que la matrice de '1 dans la base C est A:

5e Déterminer la matrice D de '0 dans la base C: On observera que D est diagonale.

6 : calcul des puissances de A: Dans la suite, on prend � = 1: On pose g = g1 et T = T1 de
sorte que g�1 = g�1 et T�1 = T�1:

6a Soit P 2 Rn [X] : A l�aide d�un changement de variable dans une intégrale, déterminer '0 (g (P ))
puis montrer : �

g�1 � '0 � g
�
(P ) = '1 (P )

ce qui établit l�égalité '1 = g
�1 � '0 � g:

6b En déduire une relation entre les matrices A;D; T et T�1:

6c Soit k 2 N: Exprimer Ak en fonction de Dk; T et T�1:

6d Déterminer, pour tout k 2 N, la dernière colonne de la matrice Ak: Attention : on pourra
n�écrire de façon explicite que la ligne d�indice i+ 1 (pour i 2 [j0; nj] quelconque).

Partie C : loi de Yk:

7 Montrer que pour tout k 2 N; la loi de Yk est donnée par :

8j 2 [j0; nj] ; P (Yk = j) =
�
n

j

� n�jX
i=0

(�1)i
�
n� j
i

�
1

(j + i+ 1)k
:

8 Pour tout j 2 [j0; nj] ; déterminer la limite de P (Yk = j) lorsque k tend vers +1: Interpréter
quant à l�issue asymptotique des tirages.
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Corrigé de l�exercice : On considère la série de terme général un =
2n

n4 + n2 + 1
:

1 Montrer que la série
P
n�1

un est convergente.

On a n4 + n2 + 1 �+1 n4 donc un �+1
2

n3
:

Or ce sont deux séries à termes positifs et
P
n�1

2

n3
est une série (de Riemann) convergente.

Donc la série
P
n�1

un est convergente.

2 Déterminer un polynôme unitaire P; de degré 2;tel que pour tout x 2 R; P (x)P (x+ 1) = x4+x2+1:
Posons P (X) = X2 + bX + c: Alors :

P (X)P (X + 1) = X4 +X2 + 1,
�
X2 + bX + c

� �
(X + 1)2 + b (X + 1) + c

�
= X4 +X2 + 1

,
�
X2 + bX + c

� �
X2 + (2 + b)X + 1 + b+ c

�
= X4 +X2 + 1

, X4 + (2 + 2b)X3 +
�
1 + 3b+ 2c+ b2

�
X2 +

�
b+ b2 + 2bc+ 2c

�
X + c+ bc+ c2

= X4 +X2 + 1

,

8>><>>:
2 + 2b = 0

1 + 3b+ 2c+ b2 = 1
b+ b2 + 2bc+ 2c = 0
c+ bc+ c2 = 1

,

8>><>>:
b = �1
c = 1

�1 + 1� 2 + 2 = 0
1� 1 + 1 = 1

, P (X) = X2 �X + 1

3a Simpli�er P (x+ 1)� P (x) pour tout x réel.
On a pour tout x 2 R :

P (x+ 1)� P (x) = (x+ 1)2 � (x+ 1) + 1� x2 + x� 1 = 2x

3b En déduire le calcul de la somme de la série
P
n�1

un:

On peut donc simpli�er les sommes partielles (elles sont télescopiques) :

nX
k=1

uk =

nX
k=1

2k

k4 + k2 + 1
=

nX
k=1

P (k + 1)� P (k)
P (k)P (k + 1)

=
nX
k=1

�
1

P (k)
� 1

P (k + 1)

�
=

1

P (1)
� 1

P (n+ 1)
= 1� 1

(n+ 1)2 � n

d�où :
+1X
n=1

un = 1

Exercice 2 : Autour de la série harmonique.

1 Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel � la série
P
n�1

1

n�
est convergente.

La série
P
n�1

1

n�
converge si et seulement si � > 1:
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2 Soit n 2 N�:

2a On pose pour tout p 2 N; Sp =
pP
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

n+ p
:

Véri�er que la suite (Sp)p2N est croissante et divergente.

On a 8p 2 N; Sp+1 � Sp =
1

n+ p+ 1
� 0 donc la suite (Sp)p�0 est croissante.

De plus,
1

n+ p
�p!+1

1

p
et la série

P
p�1

1

p
est divergente. En�n ce sont des séries à termes

positifs donc la série
P
p�0

1

n+ p
est aussi divergente.

Donc la suite des sommes partielles (Sp)p�1 est divergente.

2b Montrer qu�il existe un entier naturel pn qui est le plus petit des entiers p tels que
pP
k=0

1

n+ k
> 1:

Cette suite (Sp)p�1 est croissante et divergente donc a pour limite +1:

Donc 9p 2 N tel que Sp > 1 i.e.,
pP
k=0

1

n+ k
> 1.

L�ensemble des entiers naturels p véri�ant cette propriété est donc non vide (et inclus dans
N) donc admet un plus petit élément, noté pn:
On note alors an = n+ pn et un =

an
n
:

3 La suite (an)n2N� est-elle convergente ?
On a 8n 2 N�; an � n donc par minoration, lim

n!+1
an = +1 donc cette suite n�est pas

convergente.

4 Prouver pour n � 2 que l�on a :

n�1X
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

2n� 1 < 1 et
2n�2X
k=0

1

n+ k
=
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

3n� 2 > 1

Pour tout k 2 [j1; n� 1j] ; 1

n+ k
<
1

n
donc

n�1P
k=1

1

n+ k
<

n�1P
k=1

1

n
=
n� 1
n

donc :

n�1X
k=0

1

n+ k
<
1

n
+
n� 1
n

= 1:

Montrons par récurrence sur n � 2 que
2n�2P
k=0

1

n+ k
> 1:

� I.: n = 2;
2n�2P
k=0

1

n+ k
=

2P
k=0

1

2 + k
=
1

2
+
1

3
+
1

4
> 1:
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� H. : Soit n � 2: Supposons
2n�2P
k=0

1

n+ k
> 1: Alors on a :

2(n+1)�2X
k=0

1

n+ 1 + k
=

2nX
k=0

1

n+ 1 + k
=

2n�2X
k=0

1

n+ k
� 1

n
+

1

3n� 1 +
1

3n
+

1

3n+ 1

> 1 +
3n+ 1 + 3n� 1
(3n� 1) (3n+ 1) �

2

3n
= 1 +

18n2 � 2 (3n� 1) (3n+ 1)
3n (3n� 1) (3n+ 1)

= 1 +
2

3n (3n� 1) (3n+ 1) > 1

� Conclusion : pour tout n � 2;
2n�2P
k=0

1

n+ k
> 1:

5 Montrer que si la suite (un) converge vers une limite l; alors l 2 [2; 3] :
Pour n � 2; on a donc Sn�1 < 1 < S2n�2; et par dé�nition de pn; Spn�1 < 1 < Spn : Et puisque
(Sp) est croissante, il vient :

n� 1 � pn � 1 < pn � 2n� 2

donc n � pn � 2n� 2 donc 2n � an � 3n� 2 � 3n donc 2 � un � 3:
Donc si (un) converge vers une limite l; on obtient par passage à la limite, 2 � l � 3:

6 Jusiti�er que l�on a pour tout entier naturel non nul n :

1 <
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
� 1 + 1

an

Par dé�nition de pn (et an = n+pn), on a 1 <
1

n
+

1

n+ 1
+� � �+ 1

an
et
1

n
+

1

n+ 1
+� � �+ 1

an � 1
� 1

donc
1

n
+

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
� 1 + 1

an
:

7 Prouver que l�on a pour tout entier naturel non nul n :

1� 1

n
<

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
�
Z an

n

dt

t
� 1

n
+ � � �+ 1

an � 1
� 1

La première et la dernière inégalité résultent directement de 6.).
On procède ensuite par comparaison série-intégrale (un dessin est bienvenu).

Soit ensuite k 2 N�; on a 1

k + 1
=
R k+1
k

dt

k + 1
�
R k+1
k

dt

t
�
R k+1
k

dt

k
=
1

k
par décroissance de

t 7! 1

t
sur R+�. Donc :

an�1X
k=n

1

k + 1
�

an�1X
k=n

Z k+1

k

dt

t
=

Z an

n

dt

t
�

an�1X
k=n

1

k

Donc :

1� 1

n
<

1

n+ 1
+ � � �+ 1

an
�
Z an

n

dt

t
� 1

n
+ � � �+ 1

an � 1
� 1
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8 En déduire que la suite (un) converge et déterminer sa limite.

Or
R an
n

dt

t
= [ln (t)]ann = ln

�an
n

�
= ln (un) : Donc :

e1�1=n � un � e1

Et puisque lim
n!+1

e1�1=n = e; on a par encadrement, lim
n!+1

un = e:

Corrigé du problème : Soit n 2 N: On dispose de n + 1 urnes U0;U1; : : : ; Un telles que pour tout
j 2 [j0; nj] ; l�urne Uj contient j + 1 boules numérotées de 0 à j: On e¤ectue une succession de
tirages d�une boule avec remise selon le protocole suivant :

� Au premier tirage, on tire une boule avec remise dans l�urne Un:
� A l�issue de ce premier tirage, si on obtient la boule j (j 2 [j0; nj]), le second tirage s�e¤ectue
dans l�urne Uj:

� On continue alors les tirages selon la même règle : pour tout entier naturel k non nul, on tire
une boule avec remise au k-ième tirage et on note j le numéro de la boule tirée. Le (k+1)-ième
tirage s�e¤ectue alors avec remise dans l�urne Uj:

Pour tout entier naturel k non nul, on note Yk la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du k-ième
tirage. Le premier tirage ayant lieu dans l�urne Un; on pose Y0 = n:
L�expérience aléatoire est modélisée par un univers 
 et une probabilité P sur 
 que l�on ne cherchera
pas à expliciter.
Pour tout entier naturel k; on considère la matrice colonne Wk de Mn+1;1 (R) et la matrice carrée
A de Mn+1 (R) dé�nies par :

Wk =

0BBB@
P (Yk = 0)
P (Yk = 1)

...
P (Yk = n)

1CCCA et A =

0BBBBBBBBBBB@

1
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1
... 0

1

3

. . .
...

...
...

. . . . . .
1

n+ 1

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCCCA
:

Pour tout entier naturel k; on note respectivement E (Yk) et V (Yk) l�espérance et la variance de
Yk:
Les parties A et B du problème sont indépendantes. La partie C utilise des résultats des parties A
et B:

Partie A : espérance et variance de Yk:

1 : détermination de la loi de Yk+1 en fonction de la loi de Yk: Soit k 2 N:

1a Montrer P (Yk+1 = 0) =
nX
i=0

1

i+ 1
P (Yk = i) :

D�après la formule des probabilités totales appliquée au système complet d�événements
�
(Yk = i)0�i�n

�
;

on a :

P (Yk+1 = 0) =

nX
i=0

P ((Yk = i) \ (Yk+1 = 0)) =
nX
i=0

P (Yk = i)P(Yk=i) (Yk+1 = 0)
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Or pour i 2 [j0; nj] ; lorsque l�évenement (Yk = i) est réalisé, le (k + 1)-ième tirage va avoir
lieu dans l�urne Ui avec équiprobabilité donc P(Yk=i) (Yk+1 = 0) =

1

k + 1
: D�où :

P (Yk+1 = 0) =
nX
i=0

1

i+ 1
P (Yk = i)

1b Soit j 2 [j0; nj] : Plus généralement, écrireP (Yk+1 = j) en fonction de certains des nombresP (Yk = i)
où i 2 [j0; nj] (on justi�era évidemment sa réponse...).
Soit j 2 [j0; nj] :Demême, la formule des probabilités totales appliquée au SCE

�
(Yk = i)0�i�n

�
donne :

P (Yk+1 = j) =

nX
i=0

P ((Yk = i) \ (Yk+1 = j)) =
nX
i=0

P (Yk = i)P(Yk=i) (Yk+1 = j)

Or pour tout i 2 [j0; nj] ; le tirage fait dans l�urne Ui est fait avec équiprobabilité (et cette urne

contient les boules numérotées de 0 à i) donc P(Yk=i) (Yk+1 = j) =

( 1

i+ 1
si j � i

0 si j > i
: Ainsi :

P (Yk+1 = j) =
nX
i=j

1

i+ 1
P (Yk = i)

1c En déduire la relation : 8k 2 N; Wk+1 = AWk:
Soit k 2 N: Le calcul du produit AWk donne :

AWk =

0BBBBBBB@

P (Yk = 0) +
1

2
P (Yk = 1) + � � �+

1

n+ 1
P (Yk = n)

1

2
P (Yk = 1) + � � �+

1

n+ 1
P (Yk = n)

...
1

n+ 1
P (Yk = n)

1CCCCCCCA
=
1b

0BBB@
P (Yk+1 = 0)
P (Yk+1 = 1)

...
P (Yk+1 = n)

1CCCA = Wk+1:

2 : calcul de l�espérance de Yk:

2a On considère la matrice ligne B =
�
0 1 2 � � � n

�
2 M1;n+1 (R) : Veri�er que l�on a : 8k 2 N;

BWk = E (Yk) :
Soit k 2 N: On a :

BWk =
�
0 1 2 � � � n

�
0BBBBB@
P (Yk = 0)
P (Yk = 1)
P (Yk = 2)

...
P (Yk = 0)

1CCCCCA =

nX
i=0

iP (Yk = i) = E (Yk) :
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2b Déterminer un réel � tel que BA = �B:
On a :

BA =
�
0 1 2 � � � n

�
0BBBBBBBBBBB@

1
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1
... 0

1

3

. . .
...

...
...

. . . . . .
1

n+ 1

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCCCA
=

 
0;
1

2
(0 + 1) ;

1

3
(0 + 1 + 2) ; : : : ;

1

n+ 1

nX
k=0

k

!

=

�
0;
1

2
(0 + 1) ;

1

3

�
2� 3
2

�
; : : : ;

1

n+ 1

n� (n+ 1)
2

�
=

1

2

�
0 1 2 � � � n

�
=
1

2
B

2c Exprimer, pour tout k 2 N; E (Yk+1) en fonction de E (Yk) :
Soit k 2 N: On a :

E (Yk+1) =
2a
BWk+1 =

1c
BAWk =

2b

1

2
BWk =

2a

1

2
E (Yk) :

2d En déduire l�expression de E (Yk) en fonction de k et n.

(E (Yk))k2N est donc une suite géométrique de raison
1

2
: D�où :

E (Yk) =
1

2k
E (Y0) =

n

2k
car Y0 = n:

3 : calcul de la variance de Yk:

3a Déterminer la matrice ligne C de M1;n+1 (R) telle que CWk = E (Y
2
k ) :

Posons C =
�
02 12 22 � � � n2

�
: Alors :

CWk =
nX
i=0

i2P (Yk = i) = E
�
Y 2k
�
:

3b Déterminer des réels � et � tels que CA = �B + �C:

10



On a :

CA =
�
02 12 22 � � � n2

�
0BBBBBBBBBBB@

1
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1
... 0

1

3

. . .
...

...
...

. . . . . .
1

n+ 1

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCCCA
=

 
1

j + 1

jX
i=0

i2

!
0�j�n

2M1;n+1 (R)

=

�
1

j + 1

j (j + 1) (2j + 1)

6

�
0�j�n

=

�
j (2j + 1)

6

�
0�j�n

=

�
1

3
j2 +

1

6
j

�
0�j�n

=
1

3
C +

1

6
B

3c Pour tout entier naturel k; exprimer E
�
Y 2k+1

�
en fonction de E (Y 2k ) et E (Yk) :

On a :

E
�
Y 2k+1

�
=
3a
CWk+1 =

1c
CAWk =

3b

�
1

3
C +

1

6
B

�
Wk =

1

3
CWk+

1

6
BWk =

3a et 2a

1

3
E
�
Y 2k
�
+
1

6
E (Yk) :

3d Pour tout k 2 N; on pose uk = E (Y 2k )�
n

2k
:

3di Véri�er que la suite (uk)k2N est géométrique.

D�après 2d, on a pour tout k 2 N; E (Yk) =
n

2k
: Donc :

uk+1 = E
�
Y 2k+1

�
� n

2k+1
=
1

3
E
�
Y 2k
�
+
1

6
E (Yk)�

n

2k+1

=
1

3
E
�
Y 2k
�
+
1

6
E (Yk)�

1

3

n

2k
� 1
6

n

2k
=
1

3

�
E
�
Y 2k
�
� n

2k

�
=
1

3
uk

donc (uk)k2N est géométrique de raison
1

3
:

3dii En déduire l�expression de E (Y 2k ) en fonction de k et n:

On a donc pour tout k 2 N : uk = u0
1

3k
donc :

E
�
Y 2k
�
� n

2k
=
�
E
�
Y 20
�
� n

� 1
3k

où Y0 = n donc E (Y 20 ) = n
2: Ainsi :

E
�
Y 2k
�
=
n (n� 1)
3k

+
n

2k

3diii Exprimer V (Yk) en fonction de k et n:
Par la formule de Huygens, on a donc :

V (Yk) = E
�
Y 2k
�
� (E (Yk))2 =

n (n� 1)
3k

+
n

2k
� n

2

4k
:

11



Partie B : calcul des puissances de la matrice A par diagonalisation. On noteRn [X] l�espace
vectoriel des polynômes à coe¢ cients réels de degré inférieur ou égal à n: Pour tout j 2 [j0; nj] ; on
pose Pj = Xj: On désigne par C = (P0; P1; : : : ; Pn) la base canonique de Rn [X] : On considère :

� pour � 2 R; l�application g� : Rn [X] ! Rn [X] qui, à un polynôme P 2 Rn [X] ; associe le
polynôme g� (P ) = P (X + �) ; c�est-à dire g� (P ) : x 7! P (x+ �) ;

� pour � 2 f0; 1g ; l�application '� qui, à un polynôme P 2 Rn [X] ; associe la fonction '� (P )
dé�nie par :

'� (P ) : R! R

x 7! '� (P ) (x) =

( 1

x� �
R x
�
P (t) dt si x 6= �

P (�) si x = �
:

4 : étude de g�: Soit � 2 R:

4a Justi�er que g� est un automorphisme et g�1� = g��:

� Pour tous �; � 2 R et tous P;Q 2 Rn [X] ; on a :

g� (�P + �Q) = (�P + �Q) (X + �) = �P (X + �) + �Q (X + �) = �g� (P ) + �g� (Q)

donc g� : Rn [X] ! Rn [X] est un endomorphisme de Rn [X] (en e¤et, g� (P ) a même
degré que P donc g� (P ) 2 Rn [X] si P 2 Rn [X]).

� Pour tout Q 2 Rn [X] ; l�équation Q = g� (P ) d�inconnue P 2 Rn [X] ; c�est-à dire
Q (X) = P (X + �) a pour unique solution P (X) = Q (X � �) : Donc g� est bijective et
:

8Q 2 Rn [X] ; g�1� (Q) = Q (X � �) = g�� (Q)

donc g� est un automorphisme de Rn [X] et g�1� = g��:

4b Déterminer la matrice T� de g� dans la base C:

Pour tout j 2 [j0; nj] ; g� (Pj) = Pj (X + �) = (X + �)j =
jX
i=0

�
j

i

�
�j�iX i =

jX
i=0

�
j

i

�
�j�iPi:

D�où :

T� =

0BBBBBBBBBBB@

�
0

0

�
�

�
1

0

�
�2
�
2

0

�
� � � �n

�
n

0

�
0

�
1

1

�
�

�
2

1

�
� � � �n�1

�
n

1

�
...

. . . . . . . . .
...

... � � � � � � . . .
...

0 � � � � � � 0

�
n

n

�

1CCCCCCCCCCCA
4c Justi�er que T� est inversible et déterminer sa matrice inverse.

Puisque g� est un automorphisme et g�1� = g��; la matrice T� est inversible et T�� = T��:

5 : étude de '0 et '1:
12



5a Cas � = 1. Véri�er que l�on a : 8j 2 [j0; nj] ; '1 (Pj) =
1

j + 1

jX
k=0

Xk:

Soit j 2 [j0; nj] :

� Pour x 2 Rr f1g :

'1 (Pj) (x) =
1

x� 1

Z x

1

Pj (t) dt =
1

x� 1

Z x

1

tjdt =
1

x� 1

�
tj+1

j + 1

�x
1

=
1

x� 1
xj+1 � 1
j + 1

=
1

j + 1

jX
k=0

xk (somme géométrique)

� Pour x = 1 :

'1 (Pj) (1) = Pj (1) = 1
j = 1 =

1

j + 1

jX
k=0

1k

� Conclusion : 8x 2 R; '1 (Pj) (x) =
1

j + 1

jX
k=0

xk; donc '1 (Pj) =
1

j + 1

jX
k=0

Xk:

5b Cas � = 0: Calculer '0 (Pj) pour tout j 2 [j0; nj] :
Soit j 2 [j0; nj] :

� Pour x 2 R� :

'0 (Pj) (x) =
1

x

Z x

0

Pj (t) dt =
1

x

Z x

0

tjdt =
1

x

�
tj+1

j + 1

�x
0

=
1

x

xj+1

j + 1
=

xj

j + 1
=

1

j + 1
Pj (x)

� Pour x = 0 :

'0 (Pj) (0) = Pj (0) = 0
j =

�
1 si j = 0
0 si j 6= 0 =

8><>:
1

j + 1
si j = 0

0

j + 1
si j 6= 0

=
1

j + 1
Pj (0)

� Conclusion : 8x 2 R; '0 (Pj) (x) =
1

j + 1
Pj (x) donc '0 (Pj) =

1

j + 1
Pj:

5c Soit � 2 f0; 1g : Montrer que '� est linéaire et que l�on peut choisir Rn [X] comme ensemble d�arrivée
de '� de sorte que '� soit un endomorphisme de Rn [X] :
Soit � 2 f0; 1g :

� Soient �; � 2 R et P;Q 2 Rn [X] :
�Pour x 2 Rr f�g :

'� (�P + �Q) (x) =
1

x� �

Z x

�

(�P (t) + �Q (t)) dt = �

R x
�
P (t) dt

x� � + �

R x
�
Q (t) dt

x� �
= �'� (P ) (x) + �'� (Q) (x) = (�'� (P ) + �'� (Q)) (x)

13



� pour x = � :

'� (�P + �Q) (�) = (�P + �Q) (�) = �P (�) + �Q (�)

= �'� (P ) (�) + �'� (Q) (�) = (�'� (P ) + �'� (Q)) (�)

�Conclusion : '� (�P + �Q)�'� (P ) + �'� (Q) donc '� est linéaire.

� Soit P =
nX
k=0

akX
k =

nX
k=0

akPk 2 Rn [X] avec (a0; a1; : : : ; an) 2 Rn+1: Par linéarité de ';

on a :

'� (P ) =
nX
k=0

ak'� (Pk)

où '� (Pk) 2 Rn [X] d�après 5a et 5b.
Puisque Rn [X] est stable par combinaison linéaire, il vient :

8P 2 Rn [X] ; '� (P ) 2 Rn [X]

donc on peut choisir Rn [X] comme ensemble d�arrivée de '� de sorte que '� est un
endomorphisme de Rn [X] :

5d Véri�er que la matrice de '1 dans la base C est A:
Pour tout j 2 [j0; nj] :

'1 (Pj) =
1

j + 1

jX
k=0

Xk =
1

j + 1

jX
k=0

Pk

d�où :

MatC ('1) =

0BBBBBBBBBBB@

1
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0
1

2

1

3
� � � 1

n+ 1

0 0
1

3

. . .
...

...
...

. . . . . .
1

n+ 1

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCCCA
= A

5e Déterminer la matrice D de '0 dans la base C: On observera que D est diagonale.

Pour tout j 2 [j0; nj] : '0 (Pj) =
1

j + 1
Pj d�où :

D =MatC ('0) =

0BBBBBBBBB@

1 0 0 � � � 0

0
1

2
0 � � � 0

0 0
1

3

. . .
...

...
...

. . . . . . 0

0 0 � � � 0
1

n+ 1

1CCCCCCCCCA
6 : calcul des puissances de A: Dans la suite, on prend � = 1: On pose g = g1 et T = T1 de sorte

que g�1 = g�1 et T�1 = T�1: 14



6a Soit P 2 Rn [X] : A l�aide d�un changement de variable dans une intégrale, déterminer '0 (g (P )) puis
montrer : �

g�1 � '0 � g
�
(P ) = '1 (P )

ce qui établit l�égalité '1 = g
�1 � '0 � g:

Soit P 2 Rn [X] : On a :

('0 � g) (P ) = '0 (P (X + 1)) :

8><>:
R! R

x 7!
( 1

x

R x
0
P (t+ 1) dt si x 6= 0

P (0 + 1) = P (1) si x = 0

Le changement de variables t0 = t+ 1 (dt0 = dt) donne :

('0 � g) (P ) :

8><>:
R! R

x 7!
( 1

x

R x+1
1

P (t0) dt0 si x 6= 0
P (1) si x = 0

Or (g�1 � '0 � g) (P ) = g�1 (('0 � g) (P )) = (('0 � g) (P )) (X � 1) : Donc :

�
g�1 � '0 � g

�
(P ) :

8><>:
R! R

x 7!
( 1

x� 1
R x
1
P (t0) dt0 si x 6= 1

P (1) si x = 1

Ainsi, (g�1 � '0 � g) (P ) = '1 (P ) ; c�est-à dire :

'1 = g
�1 � '0 � g

6b En déduire une relation entre les matrices A;D; T et T�1:
On en déduit A = T�1DT

6c Soit k 2 N: Exprimer Ak en fonction de Dk; T et T�1:
Par récurrence (à rédiger de préférence !), pour k 2 N; Ak = T�1DkT:

6d Déterminer, pour tout k 2 N, la dernière colonne de la matrice Ak:

Soit k 2 N: La dernière colonne de Ak est AkEn où En =

0BBB@
0
...
0
1

1CCCA 2 Mn+1;1 (R) : Calculons

15



donc AkEn = T�1DkTEn :

T�1DkTEn = T�1Dk

0BBBBBBBBB@

�
n

0

�
�
n

1

�
...�
n

n

�

1CCCCCCCCCA

= T�1

0BBBBBBBBB@

1 0 0 � � � 0

0
1

2k
0 � � � 0

0 0
1

3k
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 � � � 0
1

(n+ 1)k

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

�
n

0

�
�
n

1

�
...�
n

n

�

1CCCCCCCCCA
= T�1

0BBBBBBBBBBBBB@

�
n

0

�
1

2k

�
n

1

�
1

3k

�
n

2

�
...

1

(n+ 1)k

�
n

n

�

1CCCCCCCCCCCCCA
Soit i 2 [j0; nj] : Calculons ce dernier produit en n�écrivant explicitement que la ligne d�indice
i+ 1 (la numérotation des lignes va de 1 à n+ 1) :

0BBB@
...

...

0 � � � 0

�
i

i

�
(�1)

�
i+ 1

i

�
(�1)2

�
i+ 2

i

�
� � � (�1)n�i

�
n

i

�
...

...

1CCCA

0BBBBBBBBBBBBB@

�
n

0

�
1

2k

�
n

1

�
1

3k

�
n

2

�
...

1

(n+ 1)k

�
n

n

�

1CCCCCCCCCCCCCA
La dernière colonne de Ak est donc en explicitant seulement la ligne d�indice i+ 1 :0BBBB@

...
nX
l=i

(�1)l�i
�
l

i

�
1

(l + 1)k

�
n

l

�
...

1CCCCA
Partie C : loi de Yk:

7 Montrer que pour tout k 2 N; la loi de Yk est donnée par :

8j 2 [j0; nj] ; P (Yk = j) =
�
n

j

� n�jX
i=0

(�1)i
�
n� j
i

�
1

(j + i+ 1)k
:

Montrons par récurrence sur k 2 N; Wk = A
kW0 :16



� I.: A0W0 = In+1W0 = W0

� H.: Soit k 2 N tel que Wk = A
kW0: Alors :

Wk+1 =
1b
AWk = AA

kW0 = A
k+1W0

� Conclusion : pour tout k 2 N :

Wk = A
kW0 = A

kEn car W0 =

0B@ P (Y0 = 0)
...

P (Y0 = n)

1CA =

0BBB@
0
...
0
1

1CCCA = En

Ainsi pour k 2 N et j 2 [j0; nj] :

P (Yk = j) =
nX
l=j

(�1)l�j
�
l

j

�
1

(l + 1)k

�
n

l

�
=

i=l�j

n�jX
i=0

(�1)i
�
i+ j

i

�
1

(i+ j + 1)k

�
n

i+ j

�
Or�
i+ j

i

��
n

i+ j

�
=
(i+ j)!

j!i!

n!

(i+ j)! (n� i� j)! =
n!

j! (n� j)!
(n� j)!

i! (n� j � i)! =
�
n

j

��
n� j
i

�
donc on obtient :

8j 2 [j0; nj] ; P (Yk = j) =
�
n

j

� n�jX
i=0

(�1)i 1

(j + i+ 1)k

�
n� j
i

�
:

8 Pour tout j 2 [j0; nj] ; déterminer la limite de P (Yk = j) lorsque k tend vers +1: Interpréter quant à
l�issue asymptotique des tirages.
Soit j 2 [j0; nj] : Pour i 2 [j0; nj] tel que i + j 6= 0 (c�est-à-dire (i; j) 6= (0; 0)), on a

lim
k!+1

1

(i+ j + 1)k
= 0:

Ainsi :

� Si j 6= 0; lim
k!+1

P (Yk = j) = 0

� Si j = 0; lim
k!+1

P (Yk = 0) =

�
n

0

�
(�1)0 1

�
n

0

�
= 1:

Cela signi�e qu�à partir d�un certain rang, avec une probabilité proche de 1; les tirages
s�e¤ectuent dans l�urne U0 ne contenant que la boule numéro 0:
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