D.S.9 samedi 17 Mai 2025

2n

Exercice : On considére la série de terme général u, = ————.
nt+n?+1

1 Montrer que la série > u, est convergente.
n>1

2 Déterminer un polynéme unitaire (coefficient dominant égal a 1) P, de degré 2 tel que pour tout
reR P(x)P(x+1)=a+22+1.

3a Simplifier P (z + 1) — P (x) pour tout x réel.

3b En déduire le calcul de la somme de la série > u,,.
n>1

Exercice 2 : Autour de la série harmonique.
1
1 Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel « la série > — est convergente.
n>1 N
2 Soit n € N*.
P 1 1 1 1

2a O totpeN, S, = ——=—4——+... :
a On pose pour tout p b ,{2::071%—1{ n+n—|—1+ +n+p

Vérifier que la suite (Sp)peN est croissante et divergente.

2b Montrer qu’il existe un entier naturel p, qui est le plus petit des entiers p tels que S, =
P 1

2.

=on+k
a
On note alors a, = n + p, et u, = —.
n

> 1.

3 La suite (ay), - est-elle convergente ?

4 Prouver pour n > 2 que l'on a :

! 1+ L + + L <1 t%_f 1 1-1— L + + L > 1
= — ... e = —
n+k n n+1 2n —1 k:0n+k‘ n n+1l 3n—2

5 Montrer que si la suite (u,,) converge vers une limite /, alors [ € [2,3].

6 Justifier que ’on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 1
1< =+ oo — <14 —
n n+1 G, Qn

7 Prouver que 'on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 et 1 1
l——<——+- +—< <=4t <1
n n n

8 En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
1



Probléme : Soit n € N. On dispose de n + 1 urnes Uy U, . . . , U, telles que pour tout j € [|0,n|],
I'urne U; contient j + 1 boules numérotées de 0 & j. On effectue une succession de tirages
d’une boule avec remise selon le protocole suivant :

e Au premier tirage, on tire une boule avec remise dans I'urne U,,., avec équiprobabilité.

e A lissue de ce premier tirage, si on obtient la boule j (j € [|0,n|]), le second tirage
s’effectue dans 'urne U;.

e On continue alors les tirages selon la méme régle : pour tout entier naturel £ non nul,
on tire une boule avec remise au k-iéme tirage et on note j le numéro de la boule tirée.
Le (k + 1)-iéme tirage s’effectue alors avec remise dans I'urne U;. Dans chaque urne
dans-laquelle est fait un tirage, celui-ci est fait avec équiprobabilité.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note Y}, la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du
k-iéme tirage. Le premier tirage ayant lieu dans 'urne U, on pose Y, = n.
L’expérience aléatoire est modélisée par un univers €2 et une probabilité P sur {2 que I'on ne
cherchera pas a expliciter.
Pour tout entier naturel &, on considére la matrice colonne Wy, de M,,;11 (R) et la matrice
carrée A de M,,;1 (R) définies par :

I 1
2 3 S

T 1 {

P (Y, =0) 0 5 3 T

P(Y, =1 i n

Wk: . et A= 0 § .
n

0 0 0

n+1
Pour tout entier naturel k, on note respectivement E (Y;) et V (Y}) l'espérance et la variance

de Yk

Les parties A et B du probléme sont indépendantes. La partie C' utilise des résultats des
parties A et B.

Partie A : espérance et variance de Y.

1 : détermination de la loi de Y},; en fonction de la loi de Y}. Soit k € N.

n

la Montrer P (Y;,; =0) = Z

1=0

1
1+ 1

P(Y,=1).

1b Soit j € [|0,n|]. Plus généralement, écrire P (Y;; = j) en fonction de certains des nombres
P (Y, =) oui € [|0,n|] (on justifiera évidemment sa réponse...).

1c En déduire la relation : Vk € N, Wy 1 = AW,.

2 : calcul de l’espérance de Y.



2a On considére la matrice ligne B = ( 012 - n ) € M i1 (R). Verifier que l'on a :

2b Déterminer un réel A tel que BA = \B.

2c Exprimer, pour tout £ € N, F (Y;,1) en fonction de E (Yy) .

2d En déduire l'expression de E (Y}) en fonction de k et n.

3:

calcul de la variance de Y.

3a Déterminer la matrice ligne C' de My, 11 (R) telle que CW;, = E (V}2).

3b Déterminer des réels et v tels que CA = uB + vC.

3c Pour tout entier naturel k, exprimer E (Y}%,) en fonction de E (Y}?) et E (Y}).

3d Pour tout k € N, on pose u, = F (Y;2) — —.

n
Qk

3di Veérifier que la suite (uy),oy est géométrique.

3dii En déduire expression de F (V) en fonction de k et n.

3diii Exprimer V' (Y}) en fonction de k et n.

Partie B : calcul des puissances de la matrice A par diagonalisation. On note R,, [X] 'espace

4 :

vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout j € [|0,n|], on pose P; = X7. On désigne par C = (P, Py, ..., P,) la base canonique
de R,, [X]. On consideére :

e pour § € R, lapplication g5 : R, [X] — R, [X] qui, & un polynéme P € R,, [X], associe
le polynéme g3 (P) = P (X + f3), c’est-a dire g3 (P) : © — P (z + ();

e pour o € {0,1}, lapplication ¢, qui, & un polynéme P € R, [X], associe la fonction
¢, (P) définie par :

v, (P) : R—=R
P(a) siz =«

étude de gz. Soit 5 € R.

4a Justifier que gz est un automorphisme et ggl = g_3.

4b Déterminer la matrice T3 de gz dans la base C.

4c Justifier que T} est inversible et déterminer sa matrice inverse.

5:

étude de ¢, et ¢,.

1
5a Cas o = 1. Vérifier que l'on a : Vj € [[0,n]], ¢, (P}) = —— ZXk-

3 k=0



5b Cas o = 0. Calculer ¢, (P;) pour tout j € [|0,n|].

5¢ Soit o € {0,1}. Montrer que ¢, est linéaire et que 'on peut choisir R, [X] comme ensemble
d’arrivée de ¢, de sorte que ¢, soit un endomorphisme de R, [X].

5d Vérifier que la matrice de ¢, dans la base C est A.
5e Déterminer la matrice D de ¢, dans la base C. On observera que D est diagonale.

6 : calcul des puissances de A. Dans la suite, on prend § = 1. On pose g = ¢; et T = T} de
sorteque g 'l =g et T 1=T_,.

6a Soit P € R, [X]. A l’aide d’un changement de variable dans une intégrale, déterminer ¢, (g (P))
puis montrer :

(9_1090009> (P) =, (P)
ce qui établit Iégalité o, = g1 oy 0 g.

6b En déduire une relation entre les matrices A, D, T et T—1.
6¢c Soit k € N. Exprimer A* en fonction de D*, T et T~ 1.

6d Déterminer, pour tout k& € N, la derniére colonne de la matrice A*. Attention : on pourra
n’écrire de fagon explicite que la ligne d’indice ¢ + 1 (pour ¢ € [|0, n|] quelconque).

Partie C : loi de Y.
7 Montrer que pour tout k£ € N, la loi de Y}, est donnée par :
n\ <2 (n—j 1
vie o, =i = (") v (")

i) = G+i+1)F

8 Pour tout j € [|0,n|], déterminer la limite de P (Y} = j) lorsque k tend vers +oc. Interpréter
quant a l'issue asymptotique des tirages.



2n
Corrigé de ’exercice : On considére la série de terme général u, = ————.
nt+n?+1

1 Montrer que la série ) u, est convergente.
n>1

2
On an* +n?+ 1~y n* donc u, ~4u —-

2
Or ce sont deux séries a termes positifs et > — est une série (de Riemann) convergente.
n>1 1
Donc la série > u, est convergente.
n>1

2 Déterminer un polynome unitaire P, de degré 2,tel que pour tout x € R, P (z) P (x + 1) = 2*+ 22 +1.
Posons P (X) = X? +bX + c. Alors :

PX)P(X+1) = X'+X*+1e (X2+bX+¢) (X +1)°+b(X +1)+¢) = X"+ X2 +1
& (XP4+bX+0)(XP+2+0) X +1+b+c)=X"+X>+1
& X'+ (2420) X2+ (1+3b+2c+ %) X2 + (b+b* +2bc +2¢) X + ¢ + be + ¢

= X'+ X?4+1
24+2b=0 h=—1
143b+2c+b*=1 c—1 L
C+bc+02:]_ 1_1+1:1

3a Simplifier P (x 4+ 1) — P (z) pour tout x réel.
On a pour tout x € R :

Plz+1)—P@)=(@r+1)°-@@+)+1-a?+2—-1=22

3b En déduire le calcul de la somme de la série Y .
n>1
On peut donc simplifier les sommes partielles (elles sont télescopiques) :

- R~ 2k P (k+1)-P(k)
;“k - Zm—; Pk)P(k+1)

k=1

u 1 1 1 1 1
- ;(zwe) ‘P<k+1>> TPM) PO+ mrifon

d’ou :
+oo
E U, = 1
n=1
Exercice 2 : Autour de la série harmonique.

1 Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel « la série » — est convergente.
n>1 N

: 1 . :
La série ), — converge si et seulement si o > 1.
n>1 "M 5



2 Soit n € N*.

o1 1 1 1
2a O tout p € N, S, = = :
a On pose pour tout p , Op kgon—i-k n+n+1+ +n—|—p

Vérifier que la suite (Sp)peN est croissante et divergente.

OnaVpeN, S, —S5,= P > 0 donc la suite (Sp) -, est croissante.
1 1
De plus, —— ~, 1 — et la série ) — est divergente. Enfin ce sont des séries a termes
n+ p p>1D

positifs donc la série > est aussi divergente.

pz0 T
Donc la suite des sommes partielles (Sp)p>1 est divergente.

p 1
2b Montrer qu'il existe un entier naturel p, qui est le plus petit des entiers p tels que » , —— > 1.

k=0 T + k
Cette suite (Sp)p>1 est croissante et divergente donc a pour limite +o0.
p
Donc dp € N tel que S, > 1 i.e., > 1.
b qHe ©p kz::() n+k

L’ensemble des entiers naturels p vérifiant cette propriété est donc non vide (et inclus dans

N) donc admet un plus petit élément, noté p,.

On note alors a,, = n + p,, et u, = —.
n

3 La suite (ay,),cy- est-elle convergente ?
On a Vn € N*, a,, > n donc par minoration, lim a, = +o0o donc cette suite n’est pas

n——+00
convergente.
4 Prouver pour n > 2 que l'on a :
n—1 2n—2
1 1 1 1 1 1 1 1
= — <1 et = — - >1
k:0n+k n+n+1+ +2n—1 © kX_;n—i-k n—i_n—l—ljL +3n—2
1 1 n-l 1 11 —1
Pour toutk:E“l,n—lH, n—_{_k<ﬁdonc ;n—_l_k ;E: n donc :
— 1 1 n-1
2 < — =1.
kzon—l— n n
2n—2
Montrons par récurrence sur n > 2 que » > 1.
=0 n+k
2 ] 2 1 1 1 1
I: = — =4+ -+ ->1.
. nik &3tk atati



2n—2

e H.: Soit n > 2. Supposons »_ > 1. Alors on a :

k=0 T+
g o i T T 1 1
I D M T DL F L
por n+1+k kzon—i—l—irk: k:0n+k n 3n—1 3n 3n+1
3In+1+3n—-1 2 18n2 —2(3n—1)(3n+1)
> 14 —— =1+
Bn—1)Bn+1) 3n 3n(3n—1)(3n+1)
2
= 1 >1
MY C T E Y
2n—2
e Conclusion : pour tout n > 2, > 1.
P - kz::()n—i—k'

5 Montrer que si la suite (u,,) converge vers une limite [, alors [ € [2,3].
Pour n > 2, on a donc S,,—1 < 1 < Sg,,_2, et par définition de p,, S,,—1 <1 < 5, . Et puisque
(S,) est croissante, il vient :

n—1<p,—1<p,<2n—-2

donc n < p, <2n—2donc 2n <a, <3n—2 < 3n donc 2 < u, <3.
Donc si (u,,) converge vers une limite [, on obtient par passage a la limite, 2 <[ < 3.

6 Jusitifier que ’on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 1
_ ..._|__§1+_
no n+ an an
P 1 1 1 1
Par définition de p,, (et a,, = n+p,),onal < —+ +-—et —+ 4t <1
n n+1 a, n n-+1 an, — 1
1 1 1 1
d0n<2—+—+ e — <14+ —.
n+1 an an,

7 Prouver que l'on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 mdt 1 1
1--< +-F+—< — <-4+ + <1
n n+1 G n n

La premiére et la derniére inégalité résultent directement de 6.).

On procede ensuite par comparaison Serie—integrale (un dessin est bienvenu).

I kn k1 dt k+1 a1

Soit ensuite £ € N*, on a P f i par décroissance de

1
t— i sur R™. Donc :

an—1 an—1 k+1 an an—1
L 3 / dt _ / a1
k=n k + 1 k=n k t n t k=n k

Donc :




8 En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Or [ % =[n(#)" =In (%) = In (u,) . Donc :

n
61—1/7’1 S U/n S 61

Et puisque lim e~ =e¢, on a par encadrement, lim wu, = e.
n—-+o0 n—+00
Corrigé du probléme : Soit n € N. On dispose de n + 1 urnes Uy Uy, ..., U, telles que pour tout
J € [|0,n]], l'urne U; contient j + 1 boules numérotées de 0 & j. On effectue une succession de
tirages d’une boule avec remise selon le protocole suivant :

e Au premier tirage, on tire une boule avec remise dans 1'urne U,,.

e A Dissue de ce premier tirage, si on obtient la boule j (j € [|0, n]|]), le second tirage s’effectue
dans I'urne U;.

e On continue alors les tirages selon la méme régle : pour tout entier naturel k£ non nul, on tire
une boule avec remise au k-iéme tirage et on note j le numéro de la boule tirée. Le (k+1)-iéme
tirage s’effectue alors avec remise dans 1'urne Uj.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note Y} la variable aléatoire égale au numeéro tiré lors du k-iéme
tirage. Le premier tirage ayant lieu dans 'urne U,,, on pose Yy = n.
L’expérience aléatoire est modélisée par un univers {2 et une probabilité P sur {2 que ’on ne cherchera
pas a expliciter.
Pour tout entier naturel k, on considére la matrice colonne Wy, de M, 111 (R) et la matrice carrée

A de M, (R) définies par :

1 1 1 1
2 3 1
T 1 "
P =0 "3 3 i
P (Y, =1 1 nt
Wk = . et A= 0 § .
' 1
n
0O 0 --- 0
n+1
Pour tout entier naturel k, on note respectivement F (Y}) et V (Y}) Pespérance et la variance de
Y.
Les parties A et B du probléme sont indépendantes. La partie C' utilise des résultats des parties A
et B.

Partie A : espérance et variance de Y.

1 : détermination de la loi de Y}, en fonction de la loi de Y. Soit k € N.

1
la Montrer P (Y1 =0) = P (Y, =1).
ontrer P (Vi1 = 0) ;Hl (Y, = 1)
D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements ((Yk = i)o<; gn) ,

on a :

P (Vi =0) = Y P ((Yi =) N (Yis =0) = > P (¥ = i) Py—y) (Y1 = 0)
i=0 8 =0



Or pour i € [|0,n|], lorsque I’évenement (Y), = i) est réalis¢, le (k + 1)-iéme tirage va avoir

1
lieu dans I'urne U; avec équiprobabilité donc Py, —; (Yit1 = 0) = Pl D’ou :

n

1 ,
P(Yk+1:O)=Zi+1P(}G€:@)
i=0

1b Soit j € [|0, n|] . Plus généralement, écrire P (Yj11 = j) en fonction de certains des nombres P (Y, = )
ou i € [|0,n]] (on justifiera évidemment sa réponse...).
Soit j € [|0,n|] . De méme, la formule des probabilités totales appliquée au SCE ((Yy, = i)y-;-,,)
donne : o

P (Yir1 = j) ZP (Vi =) N (Y1 = J)) ZPYk—z ve=i) (Vi1 = J)

Or pour tout i € [|0,n|], le tirage fait dans I'urne U; est fait avec équiprobabilité (et cette urne

contient les boules numérotées de 0 a ) donc Py, (Yey1 =J) = i+1 SIS0 Ainsi
Osij>i
P (Vi =) = 30— P (¥~ )
i1
1c En déduire la relation : Vk € N, Wy = AW,.
Soit k£ € N. Le calcul du produit AW} donne :
P(Yi=0)+ P (Yi=1) 4+ —P (Y = n)
_— — g DRI =N
g 2 g n+1 " P (Y1 = 0)
-P(Y,=1)+---+ P(Y.,=n PY,1=1
AW, = 2t k=1 RS = Wi =0
1 P (Yiy1=n)
P(Y, =
n+1 (Y )
2 : calcul de ’espérance de Y.
2a On considere la matrice ligne B = ( 012 -+ n ) € M 41 (R) . Verifier que l'on a : Vk € N,
BW,, = E (Y3).
Soit k € N. On a :
P (Y, = 0)
P (Yk = ) n
BWy=(012 - n)| PM=2) [ =3N"iP(V,=i)=E(Y)
. i=0
P (Y, = 0)



2b Déterminer un réel A tel que BA = \B.

On a:
1 1 1 1
2 3 1
, 11 "1
2 li) n+1
BA = (012 - n) 0 = :
3
N 1
nltl
0 O 0
n+1
~ (oto+:to4142);. . En:k
72 '3 1 &
1 1/2x3 1 nx(n+1)
= (0;2(0+1); <
(’2<+)’3<2>’ nrl 2 )
1 1
- (012 .. —°B
5 ( n) =3
2c Exprimer, pour tout k € N, E (Yj41) en fonction de F (Y}).
Soit K € N. On a :
E (Y = BW, —BAW—lBW—lEY
(k+1);a k+117c k%Q k£2 (k)
2d En déduire I'expression de E (Y}) en fonction de k et n.
1
(E (Yk))en est donc une suite géométrique de raison 3 D’ou :
1 n
E(Yk)zﬁE(Yo):?carY[):n.

3 : calcul de la variance de Y.
3a Déterminer la matrice ligne C' de M .41 (R) telle que CW;, = E (Y}?) .
Posons C'= (0% 1% 2% ... n? ). Alors:
CWi =Y P (Vi =i)=E(Y{).
i=0

3b Déterminer des réels y et v tels que CA = uB + vC.

10




. 1 1 1
2 3 1
T 1 nt
0 5 § n—+1
. 1<
CA = (02 12 22 ... n?) 0 % : =<? z2> € My (R)
1 J i=0 0<j<n
niLl
() 0 ()
n+1

1 9(7+1D)(27+1 (29 + 1 1. 1. 1 1
_ ( JU+1) (2 )> :(J(J )) :(_j2+_j) —-C+-B
j+1 6 0<j<n 6 0<j<n 3 6"/ o<jcn 3 6

3c Pour tout entier naturel k, exprimer F (Y,fﬂ) en fonction de E (V}2) et E (Y},).

On a:
E(Y2) = OWin = CAW, = (204 1B wi = Lows ipw, = Ll Y2) Lo,
(Vi) 55 Wi F3\3" 76 k= gOWitgBWe =, 5B () +6E ().

3d Pour tout k£ € N, on pose u, = E (Y}?) — Zn—k
3di Vérifier que la suite (uy), oy est géométrique.

D’aprés 2d, on a pour tout k € N, E(Y}) = 2—72 Donc :

9 n 1 9 1 n
Upty = B (Yk+1) gkt gE (Yk) + EE (Ye) — o1
1 1 1n 1n 1 n 1
— CE(Y)) +-EM ——————_—<E Y2 ——):—
3F00) +5E 0 = 550~ 5o =3 (F05) —50) = 3

donc (ug),cy est géométrique de raison 3
3dii En déduire I'expression de E (Y;?) en fonction de k et n.

On a donc pour tout k € N : u; = u03_k donc :

2 n 2 1
EYY) =5 = (EQ0F) —n) 5
ou Yy = n donc F (YZ) = n?. Ainsi :
o nn—1) n
E(Y?) = —a o

3diii Exprimer V (Y}) en fonction de k et n.

Par la formule de Huygens, on a donc :

nin—1) n n?
V) =B (B0 = =5+ 5~ 5

11



Partie B : calcul des puissances de la matrice A par diagonalisation. On note R,, [X] 'espace

vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n. Pour tout j € [|0,n|], on
pose P; = X7. On désigne par C' = (P, P, ..., P,) la base canonique de R,, [X]. On consideére :

e pour 5 € R, Papplication gz : R, [X] — R, [X] qui, & un polynéme P € R, [X], associe le
polynome gg (P) = P (X + ), c’est-a dire gg (P) : © — P (z + ();

e pour « € {0, 1}, lapplication ¢, qui, & un polynome P € R,, [X], associe la fonction ¢, (P)
définie par :

v, (P) : R—>R

t)dt siz # «

1
- goa<P><x>={x ,
P(a) siz=«

4 : étude de gs. Soit § € R.

4a Justifier que gg est un automorphisme et ggl =g_3.
e Pour tous A\, € R et tous P,Q € R, [X], on a :

98 (AP + pQ) = (AP + Q) (X + B) = AP (X + ) + pQ (X + 5) = Ags (P) + ngs (Q)
donc gg : R, [X] — R, [X] est un endomorphisme de R, [X] (en effet, gz (P) a méme
degré que P donc g5 (P) € R, [X] si P € R, [X]).

e Pour tout @ € R, [X], léquation () = gz (P) d’'inconnue P € R, [X], cest-a dire

Q (X) = P (X + /) a pour unique solution P (X) = @ (X — ). Donc gg est bijective et
VQ ER,[X], 957 (Q)=Q(X =) =g-5(Q)
donc gz est un automorphisme de R,, [X] et ggl =g_3.

4b Déterminer la matrice T3 de gz dans la base C.
J

Pour tout j € [|0.n[], gs (F;) = P; (X +8) = (X + 8)’

/\
~.

(re-$ 0
) ot
000

D’ou :

4c Justifier que T} est inversible et déterminer sa matrice inverse.
Puisque g3 est un automorphisme et 951 = g-p, la matrice T est inversible et Ty =T 3.

5 : étude de ¢, et ¢;.
12



1
5a Cas o = 1. Vérifier que l'on a : Vj € [|0,n]], ¢, (P}) = —— ZXk-
Soit 7 € [|0,n|].

e Pour z € R~ {1}:

(P)(2) = — /IPA(t)dt— 1 /itfdt— A
LR A ) A )

1 27t —1 J
T o1 j+1 - i1 kzzo 2" (somme géométrique)

e Pourx =1:

e Conclusion : Vz € R, ¢ (P}) () = —— Y ¥ donc ¢, (P}) = ——

5b Cas a = 0. Calculer ¢, (P;) pour tout j € [|0,n|].
Soit j € [|0,n|].

e Pour x € R*:

e Pour z =0:

(PO =P o)~ = 1sii=0 _ e tmt
o (L) SN T T 081 A0 0 . g+ )
——si j #0
J+1
. _1 1
e Conclusion : Vz € R, ¢, (P;) () = it 1Pj (x) donc ¢ (P)) = j+ 1Pj'

5¢ Soit @ € {0,1}. Montrer que ¢, est linéaire et que 1’on peut choisir R,, [X] comme ensemble d’arrivée
de ¢, de sorte que ¢, soit un endomorphisme de R,, [X].
Soit « € {0,1}.
e Soient \,p € Ret P,Q € R, [X].
— Pour z e R\ {a}:

Q/A )+ uQ ) de =3I LD S QO

A%AP) + 1, (Q) (2) = (Mg, (P) + pp, (Q)) (x)

Yo (AP +pQ) (z) =



— pour r = o :

Yo AP+ pQ) () = (AP 4 pQ) () = AP () + pQ ()
= Apy (P) (@) + o, (Q) () = (Ap, (P) + pp, (Q)) ()

— Conclusion : ¢, (AP + pQ) A, (P) + pe, (Q) donc ¢, est linéaire.

e Soit P = Zaka Z%Pk € R, [X] avec (ag, ay,...,a,) € R"™!. Par linéarité de ¢,

on a :
n

o (P) =) arpa (Pr)

k=0
ou ¢, (Px) € R, [X] d’apres 5a et 5b.
Puisque R,, [X] est stable par combinaison linéaire, il vient :

VP e R, [X], ¢, (P) € R, [X]

donc on peut choisir R, [X] comme ensemble d’arrivée de ¢, de sorte que ¢, est un
endomorphisme de R, [X].

5d Vérifier que la matrice de ¢, dans la base C est A.
Pour tout j € [|0,n]] :

1 J
P)=—— P
o1 (F)) j+1k ]+1Zk
d’ou :
1 1 1 1
2 3 1
, 11 "1
2 % n+1
Mate(p))=| 0 0 : = A
3
. 1
nT 1
n+1
5e Déterminer la matrice D de ¢, dans la base C. On observera que D est diagonale.
1
P tout j 0 : P; —PF d
our tout j € [[0.nl): ¢ (P) = — Py diou
1 0 0 0
1
0O - O 0
2 1
D=Mate(p)=| 0 0 5
. . 0
0 0 !
n+1

6 : calcul des puissances de A. Dans la suite, on prend 5 = 1. On pose g = g1 et T = T} de sorte

= T1=T,.
que g g—1 et —1 14



6a Soit P € R, [X]. A I'aide d’un changement de variable dans une intégrale, déterminer ¢, (g (P)) puis
montrer :

(971090009)(13):%01(13)

ce qui établit I'égalitée ¢, = g~ o, 0 g.
Soit P € R, [X]. On a:

R—-R
(o0 9) (P) =y (P(X+1)): { — [y P(t+1)dtsiz#0
P(0+1) P(1) siz=0

Le changement de variables t' = ¢ + 1 (dt’ = dt) donne :

R—R
. 1 513+1 / /
(Poog) (P):y o, — [P () dt sia £0
P(1)siz=0

Or (g7 opgog) (P)=g7" ((¢g09) (P)) = ((¢g 0 g) (P)) (X —1). Donc :

R—R
-1 . / /
(97 oppoyg) (P): - P(t)dt six#1
P(l) six=1

Ainsi, (g7 oy 0g) (P) = ¢, (P), cest-a dire :
pr=g " op oy

6b En déduire une relation entre les matrices A, D, T et T71,

On en déduit A =T-1DT

6¢ Soit & € N. Exprimer A* en fonction de D¥, T et T~ 1.
Par récurrence (4 rédiger de préférence !), pour k € N, A¥ = T-1DFT.

6d Déterminer, pour tout k € N, la derniére colonne de la matrice A¥.

0

Soit & € N. La derniére colonne de A* est A*E,, ou E, = | e M,i11 (R) . Calculons
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donc A*E, = T-'D*TE, :

3o 3

T 'DFTE, = T7'DF

VAR
3 3 cee
"

n
1 0 0 0 n (o)
1
0 — 0 0 0 L
2 1 n ok \ 1
| 00 1) | = 1 (n
: : 3k\ 2
1 n :
0 0 ()
(n+1)F n ;<”)
(n+1)"\n

Soit i € [|0,n|]. Calculons ce dernier produit en n’écrivant explicitement que la ligne d’indice
i+ 1 (la numérotation des lignes vade 1 an+1) :

— D
—_

|
=

3

L
VR
<. 3
N~
%
=
o3

)

La derniére colonne de A* est donc en explicitant seulement la ligne d’indice i + 1 :

Partie C : loi de V..

7 Montrer que pour tout &k € N, la loi de Y} est donnée par :

i o, P =)= (") ! (") o

J 1=0

Montrons par récurrence sur k € N, Wy, = fg“Wg :



o I. AOWO == n+1WO = WO
e H.: Soit k € N tel que W}, = A*W,. Alors :

Wk+1 ﬁ AWk = AAkW() == Ak+1WO

e Conclusion : pour tout k¥ € N :

P (¥, = 0) "
Wi = AW,y = A*E,, car W, = : — 0 =FE,
P (Yo=n) 1

Ainsi pour k € Net j € [|0,n]] :

oS ()t () o, B ()t )

I=j

(i tj) (z :7) - (i;!z'!j)! (i +J)! (Z!— i—Hl ! <nn!— )l (fzn—_jjil o (?) (n P j)

donc on obtient :

Vjeo,n]], P(Ye=j)= (n> ij(—l)i;(n;j)‘

i) = (G+i+1)F

8 Pour tout j € [|0,n|], déterminer la limite de P (Y} = j) lorsque k tend vers +o00. Interpréter quant a
I'issue asymptotique des tirages.
Soit j € [|0,n|]. Pour i € [|0,n]] tel que i + j # 0 (c’est-a-dire (i,j) # (0,0)), on a

© Sij=0, lim P(¥,=0)= (g) (—1)01(3) = 1.

Cela signifie qu’a partir d’'un certain rang, avec une probabilité proche de 1, les tirages
s’effectuent dans I'urne Uy ne contenant que la boule numéro 0.
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