Chapitre 18 : Séries numériques de réels ou de

complexes

Exercice 1 Montrer que si x € |—1,1] alors la série ) (—
n>1

"

+o0

(12 =Y (-1 %n

n=1

1"
— converge et que :
n

1_ i n+1
Corrigé : Soient un réel z € |—1,1] et un entier n > 1. on a Z(—x)k:%donc il
k=0 r
vient :
/xzn:(_ _ /mﬂdt
n T xtn+1
> (—t)at /—dt+ )/ dt
2 J, 1+t o 1+t
n 5 tk+1 z wtn+1
-1 = [In(1+8)]g+ —1”/ dt
S0 g, = e [
n s | xtn+1d
-1 = 1 —-1)" t
];( s /0 [+
. t
B 1n1+x+—1”/ dt
I e Al e
n+1

Il reste & prouver que lim [
n—-+oo

?dt = 0 (en distinguant les
conclure.

1 n—1
Exercice 2 Soit (uy,) la suite de terme général u,, = Q

n

1. La série Y u, est-elle absolument convergente?
n—1

2. Soit n € N*. Calculer pour tout x € [0,1] la somme Y (—z)".
k=0

n

x
3. Justifier que la suite de terme général fol ] dx converge vers 0
x

4. En déduire que la série Y u, converge et calculer sa somme.
n>1

Corrigé :

> u, n’est pas absolument convergente.

casx > 0etz <0)eta

1 : : : : .
1 |u,| = — donc la série > |u,| est la série harmonique donc divergente donc la série
n



n—1 1—(—z)"
2 Soit x € [0,1], alors 2 # —1 donc 3. (—xz)" = &
k=0 1+

n

1 1
3 Pour tout x € [0,1], 1 < 142 < 2 donc 3 < ——<1et v < < 2" donc par intégration

14+2 — ? 14+

oo [
LH

d’inégalités :

.

2(n+1) — 0 1—|—x } n—i—l

donc par théoréme d’encadrement, il vient hr}rq fo = dx = 0.
n—-—+0oo x

4 D’aprés 2 on a :

[y

n—

—(—x)" 1 (=1)" " an

= = +
— 1+a: 1+z 1+
et en intégrant de 0 & 1 :Calculons
1 1 1
1 " z"
k 1 n—1 1 n—1
dz = d -1 dr = |In(1 -1 d
/0 r = /0 T2 r+(—1) /o 1+x$ In (14 z)],+(—1) /0 1+xx

dpnc

zi:/ol (—2)" 'dz =1n(2) + (—1)" /01 1x+xdx

1 2k} (—1)F !
En remarquant que [, (—2)"tde = [(—1)k1 —] =
0

n (_1)F1
> % s’écrivent :
k=1

n

_ o\ k-1 _ -1 T
SR—;/O( 2) N dr =1n (2) + (—1) /O T =i I (2)

+o0o
donc la série > u, converge et sa somme vaut »_ u, = In(2).
n>1 n=1

.1 Application aux séries complexes

Théoréme 3 Si (u,,) est une suite complexe, Si u, = Oy 100 (v,) €t la série Y v, est une série @
termes réels positifs convergente, alors la série Y u,, est absolument convergente donc convergente

Exercice 4 Soit z € C.

1. Montrer que z" = 010 (n!)

2. En déduire que la série ) — converge.
n!



n

z
Corrigé : 1 Posons u, = — alors (on suppose z # 0),
n!

e
[t n+1

—ntoo 0 donc APCR ng
1
ona: |uy| < 5 [t -

1 n—ng
Donc pour n > ng, on obtient par récurrence : |u,| < (5 |Uny | -

Donc par encadrement, lim u, =0 donc 2" = 0,1 (n!).

n—-+o0o
Z’Vl
z" \" n! (22)" .
2 = On—too 3 car W = T Tnotoo 0 d’apres ci-dessus. Donc :
n! n!
2" 1\" )
e ()
1\" 2"
DY <§> sont des SATP donc Z—| est une série absolument con-
n!
n
Y 5) est une série géométrique convergente
J

vergente donc convergente.

Théoréme 5 Pour tout z € C, on a :



.1.1 Application aux séries de Riemann

. , 1 . .
Théoréme 6 La série de Riemann ) — converge si et seulement si v > 1
n

no1
Démonstration : Posons u, = — et S, = Z k_
ne k=1

Tout d’abord, si @ < 0, u,, ne tend pas vers 0 donc la série > % diverge grossiérement.
Supposons donc a présent o > 0.

Soit f :t o f est continue et décroissante sur Rt car a > 0.

Soit k € N*, f est décroissante sur [k, k + 1] donc pour tout ¢ € [k, k + 1] :

fE+1) < f(t) < f(k)

donc par intégration d’inégalités :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ @< / —dt < / ~dt
o (k+1) koo t° koo kY

1 b+l 1

= _(k+1—-Fk) < —t -

Gy BHL-R) = /k <13
k+1

e [Tlac L

(k+1) B = ke

On somme l'inégalité de droite de £k = 1 a n et I'inégalité de gauche de k =1 an — 1, on
obtient

n

k+1 q n—1 n— k+1
Z/k Lt < Zk: et;kH 2::/ Lt

k=1

n—1 1

no]
etcommezm Zk_: w — 1, il vient :

n+1 1 n 1
/ —dt§5n§1+/ —dt
1t p 1

ler cas : a €]0,1]:

1
l1—«

C’est l'inégalité de gauche qui permet de conclure car lim ((n+ 1) — 1) = 400

n—+oo | — v

1
donc par théoréme de compraraison, lim .S, = +o0o donc la série Z — diverge.

n—-+4o00o

Cependant, les deux inégalités peuvent étre utilisées pour obtenir un equlvalent des sommes

entre deux quantités de méme limite

S 1
(facile mais détaillez!), donc par théoréme d’encadrement, lim —— =
4 n—+oo Nt l1—-a

. . . n
partielles .5, car on peut encadrer ainsi — -
n- -«

donc S,, =




nl—a

no1

oo ——
kzlk’a 11—«
2émecas: a=1:

In(n+1) <S5, <1+In(n)

1
d’ott on déduit encore que la série harmonique > — diverge et en détaillant encore, lim =
n
no1
ldonc ) — ~ixln(n).
=1k
deme cas : o > 1:

1
a—1

«

1 :| n+1

1 " 1
_— <S, <l |———| =1 1—n'") <
0=y < S, < +{ ] - 1( n'~) <

(1—a)tet], a— a—1

(1-(n+1)'7) = {

1

c’est I'inégalité de droite qui est utile pour la convergence car elle montre que (.S,,) est majorée.

Or Spy1— S, = 5 > 0 donc (S,,) est croissante donc la suite (5,,) est convergente donc

1
(n+1)
la série — converge.
Les deux inégalités peuvent alors étre utilisées pour obtenir un encadrement de la somme :
tout admet une limite quand n tend vers +oo donc par passage a la limite, on obtient :

1 | o
< — <
a—l_;k"‘_a—l




Exercice 7 Développement asymptotique de la somme partielle de la série Y In (n).
Supplément : développement asymptotique de la somme partielle de la série ) In(n) :
Posons S, = > In (k) et firons un entier k non nul. La fonction ln est croissante sur [k, k + 1]
k=1

donc pour tout t € [k, k+1], In(k) <In(t) <In(k+ 1) et par intégration d’inégalités :

k+1 k+1 k+1
/ 1n(k)dt§/ ln(t)dtg/ In(k+1)dt
k k k

(k) (k+1—k) < /kﬂln(t)dtgln(k+1)(k+1—k;)

In(k) < /kHln (t)dt <Iln(k+1)

On somme de k =1 an les deux inégalités :

n n+1 n
Zln(k)g/ In(t)dt <Y In(k+1)
k=1 1 k=1

donc

n+1 n+1
/ ln(t)dt—ln(n—i—l)gsng/ In () dt
1 1

Or flnH In(t)dt = [tIn(t) — ]! = (n+1)In(n + 1) — n donc :
m+1)Inn+1)—n—Inn+1)<S, <(n+1)ln(n+1)—n
donc :
nln(n+1)—n<S5,<nln(n+1)—n+In(n+1)
donc
0<n(ln(n+1)—In(n))<S,—nln(n)+n<n(n(n+1)—In(n)) +In(n+1)

done S, 1 1 1 1
W — N m(n)+n§ln<1+1/n)+ n(n+1)n-+
n n+1 n

1 1 1

Or lim In(141/n) + n(ntlin+
n—-+o0 n-+1

cadrement, lim Su—nln(n) +n

n—-+4oo —-n

0<

= 0 (avec une croissance comparée) donc par en-

=0 donc S, —nln(n) +n = 040 (n) donc

Sp=nln(n) —n+ o041 (n)
Il s’agit d’aller plus loin. On pose a,, = S, — nln(n) +n et on calcule :

i1 — 0y = Sppi—(n+1)In(n+1)+n+1-S,+nln(n) —n
= Inn+1)—(n+1)In(n+1)+nln(n)+1

1 1
= —nln(n+ )+1—1—nln<1+—)
n n
] 1 1 n 1 n 1
n  2n?  3nd + n3

1 1 L 1 1
= _— — 0] 00 _ ~Y co T
2n  3n? +6 n2 o




1 1 1 —1
Mieux o, — o = o + 3,, avec 3, = ~3 + 0400 (ﬁ) ~ioo 33 donc (& détailler) 305,

est une série convergente. Faisons des sommes partielles :

n—1 n—1 1
ap —ap = (Qpy1 — o) = (— + 5k>

2k
k=1 k=1
n—1 n—1
Ie~1
St
k=1 k=1

+o00o n—1
Notons B = > By, ainsi Y B, = B+ 010 (1) . D’autre part, un exercice vu plus bas montre
k=1 k=1

que :

]
e

— In(n) 47+ 0ree (1)

S x>
Il

—_ =

— In(n— 1)+ 7+ 04m0 (1)

| =

e
Il
—_

donc

Gu = ant g (I (n—1) 47404 (1)) + 5+ 04 (1)

1 1 1
= 5ln(n)—i—élm <1_E> +a1+7+ 08+ 010 (1)

1
= §ln(n)+5+o+oo(1)

pour une certaine constante §. Ainsi :

1
Sn:nln(n)—n+§ln(n)+5+o+oo(1)



TD 17 : Séries numériques

Techniques de base, relations de comparaison,...

Exercice 8 Déterminer la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

1+1n(n) 2" +5 :
= biuy=— c:u, =0 d:u, =e V" e u, =nsin(1/n)
f 'n<1/ ) (o o ;) 1 1
SUp =S l/n S Up = U, =1l—cos| — ) 1v:u,= —
g dn—1 n V=1 e+l

-1)" 1\" 1 1
J: un:T(L2+)1 k: un:e—<1—i—%) l.'un:nln(l—l—ﬁ)—cos(%).

1+1n(n) 1 U, 1+1n(n) 1 In(n)
= ———— = 0400 | =5 | Car = =—+

n2 n3/2 1/n3/? /2 NN
croissance comparée donc :

1
’un:O-‘rOO W

Corrigé : a u,

“n—+oo 0 par

- Su, et 2_/ sont des SATP donc Xu,, est une série convergente.
n3/2
1
. 23—/2 est une série de Riemann convergente
n
2"+ 5 2\"

donc :

b p— avi —
Un =30 19 Tt \ 3

2\ " )
* Un Yoo g

2 n
< DU, et X <§> sont des SATP donc Xu,, est une série convergente.

2 n
-2 (g) est une série géométrique convergente
J

1 . . . . .
c u, =n" = e c’est une série de Riemann, elle converge si et seulement si —1In (a) > 1, ie
-
ssiln(a) < —1liessia< —.
e
1 2 !
du,=eV'=o0 — | car Un _ 1 _ (v7) — 0 par croissance comparée donc :
" teo\ n2 1/n?2  evn evn nteo ’

1
*Up = 01 ﬁ

- Yu, et ¥— sont des SATP donc Xu,, est une série convergente.
2
n

1 L. .
- X — est une série de Riemann convergente
n

1
e u, = n?sin(1/n) or sin (x) ~¢ z donc par substitution sin (1/n) ~ . — donc u, ~, n ne tend
n

par vers 0 donc la série Xu,, diverge grossiérement.



f u, = nsin (1/n?) ~;s

SN

(idem ci-dessus) donc la série Yu, diverge mais pas grossiérement car

1
. un N+OO —
n
- Yu, et X— sont des SATP donc Xu,, est une série divergente.
n
- X— est la série harmonique et est divergente
n
3 n+1 n
g u, = . Un peu plus délicat du point de vue technique car ~ s — Mais on
in —1 dn —1 4

3 n
ne peut pas composer les équivalents donc pas déduire que u, ~.i (Z_l) . 1l faut utiliser

3 3 6
des inégalités, par exemple : pour n > 2, 4n — 1 > —n donc L L, < 1 donc

dn—1 7~ /2 7

u, < 6\ _ 6 6\ ’ série convergente car 6\ < 1 donc
n <= = = — , \Y — :
7 7\\7 & 7

2n+1 )

< 6
.un —
7

2n+1
- Yu, et X (;) sont des SATP donc Xu,, est une

2n+1 o . 6\ 2
D - est une série géométrique convergente de raison - <1

série convergente.

1 1 1 1 1 1
hunzl—cos(5> :1_<1_2_nz+0+°° (ﬁ)) :2—712—1-0%0 <ﬁ> ~+002—n2donc:
1

. un Nl —=
T on2
- Yu, et Eﬁ sont des SATP donc Yu,, est une série convergente.
1 .
: Eﬁ est une série de Riemann convergente
n
. 1 1 vn2+1—+vn2-1 n?+1—(n?-1) 2
1 un — — = — Nls — 5 =
vn2—1 n2+1 nt—1 VvVt =1 (V2 +1+4vn?—1) T onn?
3 donc :
1
*Unp ~ioo E
- Yu,, et ¥— sont des SATP donc Xu,, est une série convergente.
n
- X— est une série de Riemann convergente
n
. (_1)71 ’ ’ 1 dou I’ déduit id 1 srie T t
Up = ,on a |u,| = ~io — d’oll 'on déduit comme ci-dessus que la série Xu, es
! n? 41 n24+1 % p2 q

absolument convergente donc convergente.

1 n
k u, =e— (1—|— —) = ¢ — e"n(+1/n) QOp .
n



- Yu, et X— sont des SATP donc Yu,, est une série divergente.
n

1
- X— est la série harmonique et est divergente

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Bun =i (L0 Jmeos {0 ) =m0~ g Tagps oo () ) T\ 2 T T 02

1 ! + = + = 1 ! + ! + ! ! + ! donc
=1—-—+— — ) - ——t —— 40400 | = = —— 4 0400 | — nc :
2n  3n? Oroo n? 2n  24n? * n? 24n2 + n2
7

- DUy, et X
Un €t 25

sont des SATP donc Yu,, est une série convergente.

4n?

DY

2an? est une série de Riemann convergente
n

10



1
Exercice 9 Montrer que la série ) In (1 — ﬁ) est convergente. Calculer sa somme et donner un

développement asymptotique de ses sommes partielles tout ordre en —.
n

1
Corrigé : u =1In <1 — ﬁ) n’est défini que pour k£ > 2; on peut calculer les sommes partielles :
1 & k2 —1 & (k—1)(k+1)
Su = Zln<1—ﬁ):2m< = ):Zln( e
k k=2

_ :2 <1n (%) i (%)) S (k- 1) - I (R) £ 3 (k4 1) — In (k)

k=2 k=2
n+1
2n

_ _1n(n)+ln(n+1)—ln2:ln< )—nﬁwo—hl(?)

et le développement asymptotique s’obtient par le DL de In (1 4+ z) en O :

S, = —In(2)+1n (”“) — (2 +1n (1+%)

n
11 1 (=)~ 1
— _In(2+—-— — 4 — _p o =
n()+n 2n2+3n3 * Nn¥N tor n¥N
. 1
Exercice 10 Montrer que pour tout n € N, arctan | ———— | = arctan (n + 1) — arctan (n) .
n?+n+1

En déduire la convergence et la somme de la série )  arctan | ———— | .
n?+n+1

n+1l—n B 1

T l+nn+l) nl4n+l
De plus, 0 < arctan (n) < arctan (n+ 1) < g donc 0 < arctan (n+ 1) — arctan (n) < g -

Corrigé : On a tan (arctan (n + 1) — arctan (n))

- 1
t <—-d t 1) — arct = arct '
arctan (n) 5 donc on a arctan (n+ 1) — arctan (n) = arctan (ng Tar 1)

On a donc une série télescopique :

n

1 n

Sn = Zarctan (m) = (arctan (k + 1) — arctan (k))
k=0 k=0

= arctan (n + 1) — arctan (0) = arctan (n + 1) —,, 10 g

1 oo 1
donc la série Y arctan | ————— | est convergente et sa somme vaut »_ arctan | ——— | =
n2+n+1 =0 n2+n+1
U

5.
n
Exercice 11 Montrer que la série _—
1 ,122:1 nt4+n2+1

11

converge et calculer sa somme.



1. Corrigé: 1 On a :

& k & k

Sp = Y =y
Z;k«+w+4 — (k2 + 1) — k?

_ Z k
(2 =k +1) (K +k+1)
Or a b Ca(FPH+E+D) 40 —k+1)  (a+b)k+(a—bk+a+b
E2—k+1 K24+k+1  (RR—k+1)(K+Ek+1)  (BR—k+1)(k2+Ek+1)

d’otu le systéme :

{a+b:0 @=73
< 1

n

1 1
Z(k+1)2—(k+1)+1>:§

)3 (e
R HE+1) 24\ —k+1 (k17— (k+1)+1

a—b=1
donc
1" 1
S, = =
(e
B 1(n n
— 9 2 _ 111
2 kzlk: k~|—1 p
- 3(- )-
2 (n+1) (n+D+1
conclure....

12

n 1 n+1 1
(Zw_—m—;z@_—m

)



Exercice 12 Soient (u,), (v,) et (w,) des suites telles que Vn € N, u, < v, < w,. On suppose
que les séries > u, ety w, sont convergentes. Montrer que la série Y v, est convergente.

un
14w,

Exercice 13 Soit > u, une série a termes positifs. On pose pour tout n € N, v, =

Montrer que »_ u, et > v, ont méme nature.

Corrigé : Observons que (1 + u,) v, = u, donc u, = (on a toujours v, # 1).

De 14 on vérifie facilement, lim wu, =0<« lim v, =0.
n—-+o0o n—-+00

Si leur limite est nulle, alors u,, ~, v,. Ce sont des SATP donc elles ont alors méme nature.
Si elles n’ont pas pour limite 0 (qu’elles aient une autre limite ou non), les séries » | u, et Y v,
sont grossierement divergentes donc de méme nature.

Exercice 14 FEtudier la nature de la série de terme général u,, :

1. up=vVnt4+n+1—+vni+an, a € R.

In(n)
n = (¢tudier la limite de la suite n*u,,).

(In (n))
Corrigé : 1 Par expression conjuguée :

nt+n+1—(n*+an) (1—a)n+1
CVnitntltvaitan Vi tnt 1+ tan

Or par factorisation par n?® on obtient facilement que le dénominateur est équivalent a

2n2.
(1-a)

2. U, =

Unp,

lercas : a+# 1, up ~100 donc
12n )
o,
. 2n
. 2( —a) est une SATP ou SATN donc Yu, est une série divergente.

n
- Y— est la série harmonique et est divergente

n
2¢me cas : a = 1. Alors :

*Up Y40
2n2

1 .
- Yu, et Eﬁ sont des SATP (APCR pour u,) ¢ doncXu, est une série convergente.
n

- X— est une série de Riemann convergente

In(n)

2 — 2 In(n)+1n2(n)—n In(In(n))

2 u, = =. On a n°u, = : or In® (n) = 0400 (nIn(In(n))) et

(In (n))
2In (n) = 0400 (nIn(In(n))) donc

TLZUn — efnln(ln(n))+o+oo(nln(ln(n))) -

1
donc u, = 04 <—2) et :
n

1
* Up = O400 ﬁ

- Yu, et Eiz sont des SATP (APCR pour u,) donc Xu,, est une série convergente.
n

n—-+00 0

+ X— est une série de Riemann convergente
n 13



Comparaison série-intégrale
Exercice 15 Séries de Bertrand :

1
1. Etudier en fonction de 5 € R la nature de la série de terme général u,, = — (n>2).
n

n (In

! ot (-1~ 1

n a1 n nln(n)

2. En considérant les deux séries , on constate qu’une

certaine hypothése d’un théoréme important est indispensable. Précisez!

1
3. Etudiez la convergence de la série de terme général u,, = ———5 en fonction des paramétres

n (In (n))
réels o et 5.

]_ n
Corrigé : 1 Posons u, = —— et S, = _

n (In (n))” gz k (In (k))°

1 1
Tout d’abord, si 8 <0, — = O (uy,) car — (In(n))” tend vers 0 ou 1 (si # = 0). Donc
n nu,
1
’ ﬁ = O+oo (un)
- Yu, et El sont des SATP donc Yu,, est une série divergente.
n

1
- 2— est la série harmonique et est divergente
n
Supposons donc a présent 5 > 0.
1
Soit f:t W, f est dérivable sur |1, +00[ et pour tout ¢ > 1 :
n
—(In(®)"=BmE)"" W) +p

L T T O

donc f est continue et décroissante sur |1, +oo[ car 3 > 0.
Soit un entier k£ > 2, f est décroissante sur [k, k + 1] donc pour tout ¢ € [k, k + 1] :

fk+1) < f(t) < f(k)

donc par intégration d’inégalités :
k+1 1 k+1 k+1 1
/ 5dt < / —ﬁdt < / —5dt
k (k+1)(In(k+1)) ko t(In(t)) r k(In(k))

1 k+1 1 1
(k+1—Fk) < /k Wdt<—k))ﬁ(k+1—k)
1

(k+1)(In (k + 1)) ~ k(ln

(
1 k+1 1
(k+1) (In (k +1))° = /k t(In (t))ﬁdt : k(In (k))”

On somme l'inégalité de droite de k = 2 a n et l'inégalité de gauche de k =2 a n — 1, on
obtient

n k+1 1 n 1 n—1 1 n—1l a4+l 1
Z/k t (In (t))ﬁdt <2 k (In (k))” > (k+1)(In(k +1))° : /k t(In (t))ﬁdt

k=2 k=2 14=2 k=2




n-l 1 no1 I
et eomme 2 I ) S EmEy " )y et

ler cas: 5 €]0,1]:

() 1" (n ()]
[ 1-4 ] = S"SQ(ln 2))6+[ 1-4 L

2

1 1-8 1-8 1-8 1-8
——((In(n+1 —(In (2 < S5, < + In (n —(In (2
g (O )" = (2))7) sy T () = m@))

1
C’est I'inégalité de gauche qui permet de conclure car liIJP 15 <(1n (n+1)"" = (In (2))1*ﬁ> =
1
+00 donc par théoréme de comparaison, lim S, = 400 donc la série » — 5 diverge.
n—+00 n (In (n
2¢me cas : f=1:
I (n ()" < 8, < —— =+ I (1)
2(In (2))”
1
In(In(n+1)) —In(In(2 < 5, < +In(ln(n)) —In (In (2
(1 1+ 1) = 10 (1n(2) Sy )~ (n )
d’ott 'on déduit encore que la série ) T () diverge car hrf (In(In(n+1)) —In(In(2))) =

+00.
3eme cas : > 1:

1-g7 "t 1-g71"
l%l <SS mar [anl(t—))ﬁ ]
) 2
ﬁ (@) = mm+1)7) < 8 < 2(1n1<2>>ﬁ "5 (@ )
c’est I'inégalité de droite qui est utile pour la convergence car elle montre que S,, < m+
% (In(2))"™” donc (S,) est majorée. Or S,41 — S, = 1 2 0 donc (5y)

(n+1) (In (711 +1))°

est croissante donc la suite (S,,) est convergente donc la série > (in(
n(In(n

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
2 On a :( D + ! = (=1 + 010 (=1) ~iso (=1 or la série ) &
n nln (n) n n n n

converge.
)’

(=" 1

n nln(n)
comme somme d’une série convergente et d’une série divergente donc 'hypothese "SATP"
(ou "SATN") est indispensable dans le théoréme affirmant que deux séries ayant des termes
généraux équivalents sont de méme nature1 5

est convergente (vu en cours) tandis que la série ) est divergente



3 ler cas: a < 1, comparer & y_ —
n

28me cas : « > 1, comparer & pour ¢ bien choisi.

ne’

16



1
Exercice 16 Soit a > 1 et R, le reste de Cauchy de la série (convergente) Ta Trowver un
k>1
équivalent de R, en +o00.

+oo 1
Corrigé : R, = ) wuy existe car la série ) o converge (car a > 1).
k=n+1 k>1

Il faut appliquer la méthode comparaison série-intégrale, mais en commencant a k = n fixé et
non & k =1 et en allant jusqu’a N puis en faisant tendre N vers +o0.
Faites un dessin! en 'adaptant & k variant entre n et V.

1
Soit n > 1 un entier fixé et k > n. La fonction f : x +— — est décroissante sur [k, k + 1] donc
ar/-Ol
1 1

pourtoutte[k,k—i—l]:m ; .

k+1 k+1

k+1
f(k+1)dt§/ F(tydt < F(k)dt

k k

~

flk+D)(k+1-k) < /kH (t)dt < f(k)(k+1—k)

(g

fli+1) < /kﬂ (t)dt < f (k)

On somme l'inégalité de droite de k = n + 1 & N et I'inégalité de gauche de k =na N — 1,

on obtient
N k1 N N-1 N—1 .ga1
Z/ de< S f (k) et Zf(kJrl)gZ/ F(t)dt
k=n-+1 k k=n-+1 k=n k=n k
soit N Ny N
ot +1 N+1 1 1 N 1 patl
e D o B AT e
n+1 n+1 k=n-+1 n n
soit N
1 1 1 1 1 1 1
— < — < _
a—1 ((n—i—l)o‘_1 (N—Fl)a_l) _k_zn;rl ke — a—1 (na—l Na—1>

Or tout admet une limite quand N tend vers +o0o et par passage & la limite, on obtient :

1 = 1 1
oot < Bn = 7= S a—1
(@—1)(n+1) S ke T (a=1)n
donc Lol
T S TR <
n
nafl n a—1
Or — = ( ) —notoo 1 donc lim (a—1)n*'R, = 1 donc R, ~,s
(n+1)" n+1 oo
1

(@ —1)no-1 17
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Exercice 17 On note (S,,) la suite des sommes partielles de la série Y, —.
n>1 V71

1. Déterminer un équivalent de (.S,) .

2. On pose u, = S, —2\/n et v, = u, — u,_1 pour n > 2. Montrer que la série > v, est
n>2
convergente et en déduire que (S,) admet un développement asymptotique & l'ordre 04 (1).

3. On pose w, = S, — 2y/n — « ot « est la constante telle que w, = 0. (1) (on ne cherchera
pas & expliciter la valeur de «, c’est impossible...). Préciser la nature de la série de terme
général (w, —w,_1) .

On admet le théoréme suivant : si (B,) et (v,,) sont deux SATP convergentes et si 3, ~4o0 Vns
alors les restes de Cauchy (R,) et (R;l) de ces séries sont équivalents.
En déduire le développement asymptotique suivant :

1 1
So=2vitat g o ()

1
Corrigé : 1 Refaites avec a = 5 ce qui est fait dans le cours avec a quelconque. On obtient

noq
S, = — N 24/N.
SR vn

2 u, =S, —2vnet v, =1u, —u, 1. Ona:

Uy = Sn—2\/ﬁ—8n_1+2\/n—1:%—2(\/_—\/71—1)
1 1 :\/ﬁ+\/nT—2\/ﬁ: Vn—1—/n

%_2\/ﬁ+\/m n++/n(n—1) n+/n(n—1)
1

-1
_ ~
<n+ n(n—l))(/—n—l—i—\/ﬁ) 4n3/2
-1
o g
donc - Y, et Eﬁ sont des SATN donc Ywv,, est une série convergente.
n
. ¥—— est une série de Riemann convergente
An3/2

Or v, = u, —u,_1 donc Xv, est une série télescopique dont les sommes partielles valent wu,, —u,

donc la suite (u,) est convergente. Notons o = lirf Uy Alors u, = S, —2/n = a+ 0,4 (1)

donc
Sp=2vVn+a+ o0 (1)

3 On pose w, =S, —2y/n—a. On a :

—1

Wy — Wpe] = Uy — Up—1 — X+ Q0 =1V, ~ _—
n n—1 n n—1 n +oo4n3/2

18



—1

: f(ijn — Wn-1 ~4+oo W
donc - X (w, —w,_1) et Zﬁ sont des SATN (APCR pour w,, — w,_1) ¢ donc X (w, — w,_1)
n
. ¥—— est une série de Riemann convergente
An3/2
est une série convergente.
+00 Too 1
Notons R, = > (wy —wi_1)et R, = > T737z les restes de Cauchy de ces séries conver-
k=n-+1 k=n-+1 4k
gentes, SATN et de termes généraux équivalents. D’aprés le théoreme admis, R, ~, o K.
Oron a:
N
B = i, 3 (e mwie) = Jim (wy = wn) = o,
k=n+1
car wy tend vers 0 d’apres la question 2.
, , ) L , To -1 -1 2 -1
D’autre part, exercice précédent montre que R/, = > =

W AR T T i T o

1 1 1
2\/ﬁdoncSn \/ﬁ+a+2\/ﬁ+0+m(\/ﬁ)

Exercice 18 FEtudier suivant les valeurs du réel o la nature de la série de terme général u, =
1

nn (n) (In (In (n)))"

Donc w,, ~4

19



Autres techniques et applications

et u, = H(n) —In(n).

e

Exercice 19 Pour n € N* on pose H (n) = )
k=1

1. On pose v, = U, — u,_1. Montrer par létude de la série > v, qu’il existe vy € R tel que :

"1
Zgzln(n)—i—’y—l—oﬂo(l)
k=1

(— 1)k

2. On pose S, = Y. - Montrer que Sy, = H (2n) — H (n).
k=1

1)kt
3. En déduire la convergence et la somme de la série ( I
k>1

4. En recherchant par comparaison série-intégrale un équivalent du reste de la série de terme
général v, trouver un équivalent de v — u,. Conclure.

Corrigé : 1 v, =u, —u,1=H(n)—In(n)— (H(n—1)—In(n —1)) donc

1 -1 1 1

v, = ——Hn(n ):—+1n<1——>
n n n n
1

-1
* Un ~400 5.9
2n

donc - Yu, et 22_—12 sont des SATN (APCR ?) donc Xv, est une série convergente.
n

- X-— est une série de Riemann convergente

Or la somme partielle de la série Yv,, est u,, & une constante prés. Plus précisément :

ka:Z(uk—uk_l) = Uy, — U = Uy — 1
k=2 k=2
. _ no1
donc la suite (u,,) converge. Notons 7 sa limite, on a u, = v + 04 (1) donc ) 5= In (n) +
k=1

Y+ 04o0 (1)

2 Par récurrence.
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2n k+1 n 2n k+1 2n k+1 n
(=1 1 (=1 (=1 1
k=1 k k=1 k k=1 k k=1 k k=1 k
k impair k pair
2n 2n n n—1 n n
1 1 1 1 1 1
= > gt E—ZQPH—ZQ—ZﬁZ;
k=1 k=1 k=1 p=0 p=1 k=1
k impair k pair
B n—1 1 . n 1 B 2n 1 . 2n 1
p=0 2p +1 p=1 2p k=1 k k=1 k
k impair k pair
= —_— = n
k

o
—_

3 Sy, =H@2n)—H(Mn)=In2n)+7+ 0400 (1) = (In(n) +7 + 0400 (1)) = In(2) + 01 (1) donc
lim S, =In(2). Or Sy,41 = Sop + donc lim S5,11 =In(2).

n—-+00 2n+1 n—-+00
Les deux suites extraites de (5,,) des termes d’indices pairs et impairs convergent vers la méme

limite donc (.S,,) aussi et lirf S, =1n(2).

n—1

40navn:%—|—1n( ):l—i—ln(n—l) n(n). Onposef()Zé—i-ln(x—l)—ln(x)et

n

+o00 +o00
Ro= > w= > [f(k).
k=n+1 k=n+1
On a pour x > 1:

—1 1 1 1—z+2*—z(x—1) 1
! —_ [ = >0
/@) £L’2+$—1 x 22 (x—1) 22 (x—1) —

donc f est croissante sur |1, 400 .
Remarquons que puisque lirf f(z) =0, il en résulte que f est négative sur |1, +o0].

Soit k entier, kK > 1. Pour tout ¢t € [k,k+ 1], on a:
k)< f@) < fk+1)

donc par intégration d’inégalités :

k+1 k+1 k+1

FR = [ foydi< [ podi< | flk+di=f+1)

k k k
On fixen > 1et N > n+ 1 et on somme l'inégalité de droite de k=n a N —1:

/f t)dt = Z/M dt<ka+1 Zf

k=n+1

et on somme l'inégalité de gauche de k =n+1a N :

DS / a=["" s

k=n-+1 k=n+1 +1



d’ou :

[ rwa< > rwe [ o

Or pour t >1:

/f(t)dt = /(%Hn(t—l)—ln(t))dt:ln(t)+(t—1)1n(t—1)—t1n(t)

donc :
(N =1)In <¥> —(n—1)n <n;1> ski:;lf(k;) < Nn (NLH) —nln (nil)
Or :

N 1 11 1 1 1
Nn(-—— )= -Nln{1+=)=-N{=- — oy [— ) ) = —1—Foyrn [ —
H<N+1) n(_+N> (N oz T ON (MJ) ToN TN+ (N)

N N -1
donc lim Nln <N—+1> = —1 et de méme lim (N —1)In <T> = —1 (changer N

N—+o0 N—+o0
en N —1).
Donc par passage a la limite quand N tend vers 400 et car on sait déja la série » vy, conver-
gente, on a :

_1—0pawm<n;1>§}%::§§1%: iff“ﬂg_l_nm(nil)

k=n+1 k=n+1
Ensuite :
—1—nln( n > = _—1+0n_,+oo (1) ~ oo _—1
n+1 2n n 2n
et aussi —1 — (n—1)In (n — 1) ~ oo -t ~ o — donc par encadrement :
n 2(n—1) 2n
Ry ~ oo 2_5
Enfin, on y arrive!,
+oo N
R, = k;lvk = NEIJIrloo k;ﬂ (up — up—1) = NEIEOO (un — up)

= lim uy—u,=7v—u,

N—+o0
o o (1)
’Y_un:_+0n~>+oo -
2n n

donc :

et u, = H (n) —In (n) donc :

1 1
H(n)=In(n)+~vy+ o + On—stoo (ﬁ)
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Exercice 20 Soit (u,) une suite positive décroissante qui converge vers 0. On souhaite comparer

la nature et éventuellement la somme des séries Y u, et Y n (U, — Upi1) -
n>1 n>1
n

On note pour tout n > 1, A, = > uy, et By = > n(uy — tpiq) -
k=1 k=1

1. Montrer que si la série Y u, est convergente, alors > n(u, — u,1) aussi et qu’elles ont
n>1 n>1
meéme somme. On commencera par trouver une relation entre les sommes partielles de ces

deux séries.

2. Vérifier que pour tous entiers m,n tels que 1 < m <n, on a B, > A,, — mu,1. En déduire
que si la série Y n(u, — u,y1) converge, alors la série Y u, converge.
n>1 n>1

3. Conclure.

Corrigé : 1 On suppose que la série > u, converge. On a :

n>1
Bn = Z kz(uk — Uk+1) = Z k;uk - Z kuk_H
k=1 k=1 k=1
n n+1 n n+1 n+1
= Zk’uk—Z(k‘— Dug = Zkuk — Zkuk+2uk
k=1 k=2 k=1 k=2 k=2
n+1
= u—(n+1) Uy +Zuk
k=2

= An+1 - (n + 1) Un+1

Or (uy) est une suite positive donc B,, < A, ;1. Or la série Y u, converge, donc la suite (A,)
n>1

est majorée donc la suite (B,,) est majorée.

Or > n (un — upt1) est une SATP car la suite (u,) est décroissante. Donc la série > n (u, — tp11)
n>1 n>1

converge aussi.
Donc par la relation B,, = A, 41 — (n + 1) 41, la suite (n + 1) u,41 converge. Soit [ sa limite.

Sil # 0, alors u, ~,. — et la série Y wu, serait divergente. Absurde. Donc [ = 0 et par
n

+o0 +oo
passage a la limite ci-dessus, on obtient > ur = > k(up — ugs1)-
k=1 k=1

2 Soient m, n entiers tels que 1 < m < n. Alors :

n+1

Appi — (n+ D up = A + Z up — (n+ 1) upsq
k=m+1

Ap+ (n—m+ 1)ty — (n+ 1) upyq car ug > upyq pour k> m+ 1

Am — MUp+1-

B,

(AVARVS

Or pour m fixé, nlir+noo mup+1 = 0 et en supposant que la série Y n (u, — u,+1) converge,
- n>1

+00
115{1 B, = > k(up — ug4+1) donc par passage a la limite quand n — 400 dans cette inégalité,



+00

on obtient A,, < > k(ur — ugs1). Donc la suite (A4,,) est majorée. Or la série > u, est a
k=1

termes positifs donc cette série est convergente.

3 Les deux séries sont donc de méme nature et dans le cas de la convergence, de méme somme.

Exercice 21 Soit ) u, une série convergente ou (u,) est une suite positive décroissante. Montrer
que lim nu, = 0.

n—-+00

Indication : considérer la somme partielle S, d’indice n et minorer Sy, — S,,.
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Exercice 22 Critére de d’Alembert : soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose
un+1

que la suite converge et on note | sa limite.

Un,

Un+1

1. Rappeler la quantification de lim = [ (définition de la limite).

n—-+o00 n

Un+1

2. On suppose | > 1. Montrer qu’il existe « > 1 et N € N tel que Vn > N, >«

n

L - . . Up, . L.
En déduire une minoration pour n > N de — puis la nature de la série Y u,.
un

Up+1

3. On suppose | < 1. Montrer qu’il eriste « <1 et N € N tel que Vn > N, <«

n
En déduire la nature de la série Y u,.

4. On suppose que | = 1. Donner deux exemples de séries, l'une convergente, l’autre non dont le
Un+1
=1.

terme général u,, tend vers 0 et vérifie dans les deux cas lim
n—-+o0o Un

n! "
5. Application : déterminer la nature des séries de terme général u, = — et v, = — (x € R).
n n!

Un+1

Corrigé : 1 Ve >0, dng € N / Vn > ny,

n

—l’gs.

un—f—l

I+1
2 Onprenda:%etazl—a. Alors d’aprés 1, 3N € N / ¥n > N,

—l‘ <[] — « donc

Un41 Un+1
" <l—adonc == >
Up,

a—1[1<

Unp,
Up, Up  Up—1 UN+1
Pour n > N, on a donc — = .

uUn Up—1 Un—2 Un
a" Ny (encore car uy > 0).
Or o > 1 donc o™ Muy — 100 +00 donc par théoréme de comparaison w, — 4o +00 donc

Y, est une série grossierement divergente deonc divergente.

> a" N (tout est positif) donc u, >

1 U
3 Idem avec a = et e = a—1[. Alors d’aprés 1, AN € N / Vn > N, ntl l‘ < a — [ donc
n
U U
l—a< " _1<a—1donc 2 <.
un un
U Uy Upy U
Pour n > N, on a donc —~ = —% =1 .. N+l o on-N (tout est positif) donc u, <
un Up—1 Un—2 un

a" Nauy (encore car uy > 0). donc:

cu, < u—xa” APCR
o

UN L
- Yuy, et X—7a™ sont des SATP donc Xu,, est une série conver-
o
Un PETTp fpo
. Z—Noﬂ est une série géométrique convergente car o < 1
«o
gente.
1 1
4 Up = — 00 Up = —.
n n
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= N g = = —

nt oy on (n+1)"H! (n+1)“_< 1)” oo

2"l Upyy 27N (n+1)n" 2n" 2 2
1+ = ‘
n

(exercice bien connu...)

2
donc puisque Yu,, est une SATP et — < 1, on est dans le cas 3 et la série Xu,, est convergente.
e
xn
v, = —. Attention!, ce n'est pas une SATP (pour z < 0), on ne peut pas appliquer les

n!
résultats ci-dessus. Mais on peut considérer la série de terme général |v,| tous strictement
" Un41 z N ,os
positifs (sauf le cas x = 0...) et | o] | = |+‘ [ Tneboo 0 donc d’apres le cas 3, la série X |v,,|
Up, n

est convergente donc v, est absolument convergente donc convergente.
Remarque : on peut méme prendre z € C. On a déja montré ce résultat par une autre méthode
dans le cours.
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Exercice 23 Pour tout n € N*, on pose u, = e"n~""/2n! et v, = In (uy,).
1. Etudier la convergence de la série de terme général w,, = v, — Uy_1.
2. En déduire qu’il existe K > 0 tel que :
n! ~ e Kn"e "/n

3. En utilisant l’exercice sur les intégrales de Wallis, montrer que K = /2m.
En conclusion, on obtient la formule de Stirling :

! ~4 o0 V20 e "1

Corrigé : 1
Uy, enn—n—l/Qn!
Wy = Uy — Vp_1 = 1n(u,) — In (t,_ :1n< ) =1In
2 Up—1 et (n—1)""% (n = 1)l

( ( n )—n+1/2) ( <n_ 1>n—1/2>
= Inle =Inle
n—1 n
=1 + _ 1 _l _ L _ L + i
N " 2 n 2n? 3n3 Otoo n3

1-1 ! 1 + L + L + L + L
= 1-1——— — 4 0.0 | — — 4 — 401 | =
2n  3n? + n2 2n  4n? + n?

1
o 1202
sont des SATN (APCR ?) donc Yw,, est une série convergente.

donc - Yw, etX
Wn et Xoo

n2

- Y—— est une série de Riemann convergente
12n
n n
2 Les sommes partielles de la série Yw,, valent > wy = > (vp — vxg_1) = v, —v1 donc la suite (v,)
k=2 k=2

est convergente. Notons L sa limite. On a u, = e donc la suite (u,) converge vers K = e*
et donc K >0 et u, ~,00 K doncn! ~,o Kn"e "\/n

3 D’apres l'exo sur les intégrales de Wallis, on a I, ~i 21 donc Is, ~,io 41 or I, =
\/ n \ 4n

K (2n)*" e 2/ 2n n?"\/2n 7T
Yo (Kpnenym)’ 2 Kn?n 2 K\/an

2
% ~ioo V21 done K = /21 donc :
T

n! ~+0027\/ 21n"e "\/n

]2n ~4

donc donc K ~

T T
K+/2n o\ an



400 2n
Exercice 24 Montrer que Vx € R, cosh (z) = ) o)
n=0 mnj.

En déduire que Yz € R, cosh (z) < e /2,

Corrigé : Indications : pas d’inégalité de Taylor-Lagrange ici, plutot la définition de cosh (z).
On a pour tout x € R :

too g too (—x)t X "
T 72 14 (1)L
crer St IR
cosh (z) = 5 = 5 = 5

oo n
- Z :C—‘ car (14 (—1")) = 0 ou 2 selon la parité de n
n!

n=0
n pair

2N

= lim —
N—+4o00 n!

n gair
N
I2k

— N]iIEOO % ol (en posant n = 2k).

+0oo 2n

B Z (2n)!

n=0

+o00 (1’2/2)n 400 x2n

Or e”/2 =3 => . Comparons les deux séries "terme & terme" :
n=0 n! n=0 27!
xZn x2n
e sin=0— =2 = .
" (2n)! 277!
esin>1:
on)! . — "
(2n) :(n—i—l)(n—l—Q) (2n 1)(2n):Hn—|—k21
27! 2n 2
k=1
k
car n—2|— > 1 pour k£ > 1.
.732” 2n
Donc pour tout x € R, et pour tout n € N, m < ] et les deux sommes convergeant
n)! "n!
—+o00 :E2n —+o00 x2n 5
: = <Y ie. cosh(z) < e/
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