D.M.9 pour le lundi 4 Mai 2026

Exercice 1 : Soit o un réel. On souhaite déterminer en fonction de « la nature de la série
numérique ), ————.

n>2 n®lIn (TL)

C’est un cas particulier de série de Bertrand.

1
On note f la fonction définie sur [2, +oo[ par f (t) = P
“In

1 Dans cette question uniquement, on suppose que o = 1.

1a Calculer pour z > 2 lintégrale I (z) = [, f (t) dt puis déterminer lim I (z).

r——+00
1b Déterminer la monotonie de f sur [2,4+o00[. En déduire que pour tout £ > 2, on a :
k41

f(@)dt < f(k)

k

n
1lc En déduire pour tout entier n > 2 une inégalité entre > f (k) et une intégrale a préciser, et
k=2
conclure quant a la nature de la série ) f (n) pour a = 1.
n>2
2 Dans cette question uniquement, on suppose « > 1.

2a Déterminer un réel v > 1 tel que
lirf n’f(n)=0

2b En déduire avec soin qu'’il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier n > ng :

f(n)si

ny

Conclure quant a la nature de la série Y f(n) pour o > 1
n>2

3 Dans cette question uniquement, on suppose o < 1.
1
3a Montrer qu'il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng, on a f (n) > —
n

3b En déduire la nature de la série > f(n) pour a < 1.
n>2

Exercice 2 : Soit (ay), . une suite de réels. Pour tout n € N*, on pose :

k=1 k=1

1 On prend dans cette question uniquement pour tout n > 1, a,, = CT

la Vérifier que la série ) a, converge et calculer sa somme (remarquez que n > 1 !l!).
n>1 1



1b Soit # € R. Montrer soigneusement que la série > nz"~! converge si et seulement si z € |—1,1].
n>1

(indication : utiliser une croissance comparée).

+oo 1
1lc En remarquant que 2" = (n + 1) 2™ — nz", vérifier que si x € |—1,1[, > nz" ! = ﬁ
n=1 — X
1d Montrer que la série Y b, converge et que sa somme est égale a 2.
n>1
2 On prend dans cette question uniquement pour tout n > 2, a,, = et a; = 0.

nln (n)

2a Etudier la monotonie et la convergence de la suite (a,),,,-

2b A l'aide d’une comparaison & une intégrale, montrer que la série > a, diverge.
n>1

2c¢ Calculer lim na,.
n—-+o0o

2d Montrer que (n+ 1)In(n+1) — nln(n) ~;1« In(n), en déduire un équivalent de b, puis la

nature de la série ) by,.
n>1

3 Ce résultat pourra servir dans les questions 4 et 5.Montrer que :

Bn - An+1 — (n + 1) an+]_.

4 On suppose dans cette question uniquement que la série > a, converge et que la suite

n>1
(an),en~ €st une suite décroissante de réels positifs.
2n
Pour tout entier naturel n non nul, on note u, = > a,.
p=n+1

4a Déterminer la limite de la suite (u,,) .

4b En déduire que liI}_l Nao, = 0.

4c Montrer alors que lim na, = 0.
n—-+00

4d Montrer que la série > b, converge.
n>1

“+oo —+00
4e A-t-on > a,= > b, 7
n=1 n=1

5 On suppose dans cette question uniquement que la série Y b, converge et que la suite
n>1
(@n),en+ €St positive, décroissante et de limite nulle.
5a Vérifier que pour tous entiers m,n tels que 1 < m < n,on a B, > A,, — Ma,11-

5b En déduire que ) a, converge.

n>1
+o0 +0o0
5c¢ Peut-on en déduire que > a, = > b, ?
n=1 n=1



Corrigé exercice 1 : Soit o un réel. On souhaite déterminer en fonction de « la nature de la série

, 1
numerique 7122:2 m .

C’est un cas particulier de série de Bertrand.

1
On note f la fonction définie sur [2, 400 par f (t) = taln(t)’

1 Dans cette question uniquement, on suppose que o = 1.

la Calculer pour z > 2 Vintégrale I (z) = [ f (t) dt puis déterminer lim I (z).

T—+00

Onall(zx)= [ ﬁdt =[n(n@®); =h(n(z)) —In(In(2)) donc lim I(x)= +oo

r——+00
1b Déterminer la monotonie de f sur [2, +o00[. En déduire que pour tout & > 2, on a :

k+1

f(@t)dt < f (k)

k

f est dérivable sur [2, +o0[ et Vt € [2,4+00], f'(t) = —% < 0 donc f est décroissante
sur (2, +00].
En particulier pour & > 2 et pour tout ¢t € [k, k+ 1], f(t) < f (k) donc par intégration des
inégalités :
k+1 k+1
ft)dt < f(R)dt = f (k) (k+1—Fk)=f(k)

k k

n
lc En déduire pour tout entier n > 2 une inégalité entre Y f (k) et une intégrale a préciser, et conclure
k=2
quant & la nature de la série Y f (n) pour a = 1.
n>2
On somme cette inégalité pour k = 2,...n :

/Z”Hf(t)dt:/:f(t)dwr/:f(t)dwr~-+/nn+1f(t)dt§ ” S (k)

k=2

donc Y f(k) > I(n+1);or lim I(z)= 4oo donc par comparaison, lim Y f (k) =400
=

T——+400 n—Hﬂmk:2

donc la série > f(n) est divergente.

n>2
2 Dans cette question uniquement, on suppose o > 1.

2a Déterminer un réel v > 1 tel que
lim n"f(n)=0

n—-+o0o

n(i+e)/2 1 a—1
ol — — 3 ol —
,alorsnY f (n) = ()~ n@ D2 (n)’ or —— > 0 donc nl_l)liloon f(n)=

1
Soit v = +
0



2b En déduire avec soin qu’il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier n > ng :

1
f(n) < o
Conclure quant a la nature de la série Y f (n) pour a > 1
n>2
Ona lim n?f(n)=0et 0 <1 donc il existe ny € N tel que pour tout n > ng, n?f (n) <1

n—-+o00

1
donc f(n) < —. Ainsi, on a :
n”

1

e A partir d'un certain rang, f (n) < -
n

. 1 . .
e La série ) - est convergente ( série de Riemann avec vy > 1)
n

1
e > f(n)et ), et sont des SATP (séries a termes positifs)

donc la série Y f (n) est convergente.

3 Dans cette question uniquement, on suppose a < 1.

1
3a Montrer qu’il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng, on a f (n) > —.
0 n e d 1
nanf(n)= = et 1 — a > 0 donc par croissance comparée, lim nf (n) =
FO) = o = b paxée, lim nf (n)

1

+o00 donc il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, nf (n) > 1 donc f (n) > —.
n

3b En déduire la nature de la série Y f(n) pour a < 1.
n>2
On a donc :

e A partir d’'un certain rang, f (n) >

S|

. 1 . . .
e La série ) | — est une série de Riemann divergente
n

e > f(n)et Z% sont des SATP

donc la série Y f (n) est divergente.

Corrigé exercice 2 : Soit (ay),,cy. une suite de réels. Pour tout n € N*, on pose :

bn = n(an _an—I—l)a An - Zak et Bn = Zbk
k=1 k=1

1
1 On prend dans cette question uniquement pour tout n > 1, a,, = o1
la Vérifier que la série Y a,, converge et calculer sa somme (remarquez que n > 1 !1).

n>1

1
C’est une série géométrique de raison 3 € ]—1, 1] donc c’est une série convergente et de somme

400 1 _+ool_1 1 .y
2Tl T Tt

4



1

1b Soit 2 € R. Montrer soigneusement que la série » nz™ ! converge si et seulement si z € |—1,1].

n>1
(indication : utiliser une croissance comparée).

o Sizx —-1.1 lim |nz™ '] = +o00 donc la série nz™ ! est grossiérement divergente
b b n*)+oo
n>1

donc divergente.

e Sixz =0, la série est la série nulle et est convergente.

e Size|-1,1[ et x # 0, on a par croissance comparée lim |n*z""!| =0 car [n32z""1| =
n—-+400
1 1 1 n3
—n? |z|" = —nfernlt) = — ————— et —In(|z]) > 0.
] ] || e indieD
el 1 - 1 - :
Donc [na" ™| = 0400 | = | - Or la série ) — est une série de Riemann convergente
n n>1 n
donc la série > na™ ! est absolument convergente donc convergente.
n>1
+oo 1
1c En remarquant que x" = (n + 1) 2" — nz", vérifier que si x € |—1,1[, > na" ! = L
n=1 — X

Soit x € |[—1,1[. On a pour tout N > 1:

N N N N
Yoot = 3+ Da"—na) =3 (Dot —ay o ma
=1 ;\L:_ll N n=1 n=1

= Z | — Z nz™ ! en posant k =n + 1
k=2 n=1

Tous les termes convergent lorsque N tend vers +oo et on obtient alors par passage a la limite

“+o00 “+o00 —+00
$ = Zz”:kak_l—xan”_l
11—z n=1 k=2 n=1
+o0 +oo 400
= an”fl -1 —xan”fl =(1- a:)an"il -1
n=1 n=1 n=1

1 x +oo
= 1=(1- E n—l
" + (1—x) 2 nx

1
—_—.
1-2)
Remarque : on peut calculer directement avec les sommes de séries plutét qu’avec les sommes
partielles mais il faut préciser que les sommes qui apparaissent sont toutes des sommes de
séries convergentes.

+o00
donc > nz" ! =
n=1

1d Montrer que la série Y . b, converge et que sa somme est égale a 2.
n>1
On a pour tout n € N* :

) ( ) 1 1 1 . 1 n 1 [/1\"!
1 on—-1  on on—1 2 on — 27\ 2




D’apres 1b avec © = — € |—1,1[ : la série Y _ b, converge et d’aprés le¢, on a :

N | —

n>1
+00 +00 n—1
1 1 1 1 1
b, = = - = — =—-4=2

Z 2 Z n <2> 2 1 2 2

n=1 n=1 1 -

2

2 On prend dans cette question uniquement pour tout n > 2, a,, = et ap = 0.

nln (n)

2a Etudier la monotonie et la convergence de la suite (ay,)
On pose f (t) =

~1+In(?)
2 (In ())?

n>2"

1
W pour tout ¢t > 0. f est dérivable sur R™ et pour tout t > 0, f' () =
n

d’oul les variations suvantes :

t 0 1/e +o0
fO I+ 0 =
S 7T No

1
Sur {—, ~+00 [, f est décroissante et positive.
e

1
Or sin > 2, alors n € [—,—l—oo[ donc a,11 = f(n+1) < a, = f(n) donc (ay),, est
° >

décroissante et lim a, = 0.
n—-+oo

2b A l'aide d’une comparaison & une intégrale, montrer que la série »  a,, diverge.
n>1
Pour k > 2, f est décroissante sur [k, k + 1] donc

1 < 1 < 1
(k+1)In(k+1) ~ tln(t) = kln(k)

vVt e [k, k+1],

donc par intégration d’inégalités :

k+1 B gy k+1
(g1 = ay 1d75§/ S/ apdt = ay,
i /k i r o tin(f) k

Pour n > 2, on somme pour k allant de 2 a n :

ie. :
Ap+ apyr —az —ag < [In(In (15))]7;r1 <A, —a
et puisque a; = 0, en particulier A, > In(In(n+ 1)) — In(In(2)) donc par théoréme de

comparaison, lim A, = 400 donc la série ) a,, diverge.
n—+400

6



2c Calculer lim na,.
n—-+o0o

1
On a na, = ——— donc lim na, = 0.
In (n) n—-+00

2d Montrer que (n+1)In(n+ 1) —nln(n) ~ o In(n), en déduire un équivalent de b, puis la nature
de la série Y by,.

n>1
On a:

(m+1)In(n+1)—nlnn) = (n+1) <ln(n)+ln<1+%))—nln(n)
= ln(n)+(n+1)1n<1+%>

1 1
= ln(n)—l—ln(l—l——) +nln (1+—)
n n

(n+1)In (;H;)) —aln) " (1 * %)l:(:)ln (1 ’ %) |

donc

In (1 + —)
Or nln (1 + —) =N " done par composition avec une limite fondamentale :
n

1/n
. 1
lim nln (1—{— —) =1
n—-+o0o n

In (1+l) +nln <1+l)
. n n
donc lim

n—-+00 In (n)
D’autre part :

bn:n(an—an+1):n(

=0donc (n+1)In(n+1) —nln(n) ~yo In(n).

I 1 )_(n+1)ln(n+1)—nln(n)
nln(n) (m+1)In(n+1) (n+1)In(n)ln(n+1)

et (n+1)In(n)In(n+1) ~4o n(n(n))® car facilement In(n+1) ~, o In(n) donc par
1

quotient d’équivalents : b, ~

nln(n)

est divergente et b, ~,,, ————— et ces séries sont & termes

nln (n)

D’apres 20, la série
P ’ gz nlin (n)
positifs donc la série > b, est divergente.
n>1

3 montrer que B, = A1 — (n+ 1) aps1.
On a

Bn = Z k (&k — ak+1> = Z kak - Z kakﬂ
k=1 k=1 k=1

= Zkak — Z(k/’—F 1)ak+1 —|—Zak+1
k=1

k=1 k=1
= a—n+1)apm+A4v —ar
= An+1 — (n +7].> Ap1-



4 On suppose dans cette question uniquement que la série »  a, converge et que la suite (an)neN* est
n>1
une suite décroissante de réels positifs.
2n
Pour tout entier naturel n non nul, on note u, = Y, a,.
p=n-+1

4a Déterminer la limite de la suite (uy,) .
On a u, = Ay, — A,. Or la série > a, converge donc la suite (A,) converge donc la suite
n>1

(extraite) (As,) converge vers la méme limite (finie!) donc liIJrrl U, = 0.
n—-roo

4b En déduire que lim nay, = 0.

n—+o0o
La suite (a,) est décroissante donc pour tout p € [|n + 1,2n|], as, < a, donc par somme de
p=n+1a2n,il vient :

2n 2n
g Aoy < E ap 1.e., nas, < Uy
p=n+1 p=n+1

On a donc pour tout n € N*, 0 < nay, < u, donc par encadrement, lim nasy, = 0.

n—-4o00

4c Montrer alors que lim na, = 0.
n—-+00

On a donc aussi lim 2nay, = 0. D’autre part :
n—-+oo

0<(2n+1)ag,+1 < (2n+1)ag, = agy, + 2nas,

donc par encadrement, lim (2n + 1) ag,41 = 0.

n—-+00

Ainsi les deux suites extraites des termes d’indices pairs et des termes d’indices impairs de la
suite (na,) convergent vers la méme limite (nulle) donc lim na, = 0.

n—-+00
4d Montrer que la série Y b, converge.
n>1
Par la question prélimaire,on a B,, = A,.1 — (n+ 1) apy1.
+o00
Or lim (n+1)apy1 =0donc lim B, = lim A,;; = > a;. Donc la série Y b, converge
n—-+o0o n—-+400 n—-+o00 k—1

+o0o +0o0
4e A-t-on Y a,= > b,?
n=1

-1
" +oo +o0o

et on obtient Y by = > ay.
k=1 k=1

5 On suppose dans cette question uniquement que la série Z b, converge et que la suite (an)nGN* est
n>1
positive, décroissante et de limite nulle.

5a Vérifier que pour tous entiers m,n tels que 1 < m < n, on a B, > A,, — May,41.
Par la question préliminaire, B, = A,11 — (n+ 1) a,,; donc :

n+1

Bn:Am+ Z ap — (n—l—l)anﬂ.
kzrg-ﬁ-l



Or pour k € [[m+1,n+1|], ax > an41 car (a,) est décroissante. Donc par sommation,

n+1 n+1

Yoap> Y. appr=m—m+1)a,.
k=m+1 k=m+1
Donc :

B, >An+(n—m+1—n—1)a,1 = A, — may.1.

5b En déduire que Y a, converge.

n>1
+o0o
Or pour m fixé, lim ma,.; = 0et lim B, = > by donc par passage a la limite quand
n—-+4o00o n—-+400 k=1
+oo
n — +oo dans cette inégalité, on obtient A,, < 3 bx. Donc la suite (A4,,) est majorée. Or la
k=1

série Y a, est & termes positifs donc cette série est convergente.

+oo +oo
5¢ Peut-on en déduire que » a, = > b, ?
n=1 n=1

+oo +o0
On peut alors appliquer le 4 et on obtient > a, = >_ b,.
n=1 n=1



