D.M.10 pour 28 Mai 2026

Probléme 1 : Soit n € N*. On considére n personnes invitées & une soirée, arrivant avec un
chapeau et repartant avec un chapeau choisi au hasard a la fin de la soirée. On note X, la
variable aléatoire indiquant le nombre k d’invités ayant retrouvé leur propre chapeau. Enfin,
on note p, = P (X, =0).

. 1 1
la Justifier que p; =0, py = 3 et p3 = 3

1b Déterminer py.

1c Pour n quelconque, quel univers et quelle probabilité peuvent modéliser cette expérience aléa-
toire?

2 Dorénavant, on pose par convention pg = 1.

2a Montrer que :

Vn e N*Vk € [|0,n]], P(X,=k)= p};’“
2b En déduire que
. Pn—k
Vn € N, s 1
k=0
2c En déduire enfin que (p,,) est caractérisé par :
po=1
n+1
Vn €N, oy =1- 3 Pk
=1 k!

3a Démontrer que 'espérance de X,, est égale a 1 et interpréter ce résultat.
3b Calculer la variance de X,,.
4 On considére la suite (d,,) caractérisée par :

do=1
(_1)n+1

sy = dy + ——
Vn € N, +1 + (TL+ 1)'

4a Montrer que

Vn € N*, En: (—1)"* (Z) ~0

k=0

4b Montrer par récurrence sur n que :

" d,_
Vn € N, Z k‘k =1
k=0 ’



4c Déduire des questions précédentes que :

VneN, p,=d,

5a Montrer par récurrence que :
~ (-1)"
VneN, p, = g T

k=0
. 1 , ,
5b Montrer que (p,) converge, on admet que sa limite vaut —. Interpréter ce résultat.
e

n n(n+1)(2n+1).

Probléme 2 : Pour tous k,n € N*, onnote Sy, (n) = >_ i*. On rappelle que S, (n) = 5
=1

1=

1 Soit £ € N*.

1la Montrer par une comparaison série-intégrale que :

ax (n) < Sk (n) <

k+1
ou 'on précisera les expressions de ay, (n) et by (n) .

1
E+1

1
1b Justifier que la suite (msk (n)> converge Vers
n neN*

1
1c Donner un autre argument utilisant une somme de Riemann prouvant que ( ] Sk (n))
n

1

k+1
Si X est une variable aléatoire a valeurs dans une partie finie de N, on note E (X) son espérance

et V (X) sa variance. Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2.

neN*

converge vers

2 Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [|1, N|]. Démontrer que E (X) = > P (X >1).
—1

Soient N,k € N*. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes aui suivent la loi
uniforme sur [|1, N|]. On note Uy et Wy les variables aléatoires Uy, = min (X7,..., X}) et
Wk = max(Xl,...,Xk) .

3 Calculer £ (X;), F(X?) et V (X;) en fonction de N, ceci est largement une question de cours,
mais on demande de redémontrer les résultats.

4 Soit un entier k > 2.

N—i+1\"
4a Soit i € [|1, N|]. Justifier que P (Uy > i) = (Tl+> :
4b Exprimer E (Uy) en fonction de N a l'aide de la fonction Sy introduite au début de l'exercice.
4c Donner un équivalent de E (Uy) lorsque N tend vers +oc.

5a On introduit les variables ¥; = N + 1 — X, pour ¢ dans [|1, N|]. Justifier que les variables
(Y1,...,Yy) sont indépendantes et de mémf loi. Préciser cette loi.



5b En déduire E (W}) et V (Wy) en fonction de E (Uy) et V (Uy) .
6 On considére le couple de variables aléatoires (Us, W) .

6a Exprimer U, + W5 et UW5 en fonction de X7 et Xos.

6b En déduire £ (UsWs) et V (Uy + Wa) en fonction de N.

6¢c Commencer le calcul de la covariance de Uy et Wy, notée cov (U, Ws), on admettra qu’en
(N?—1)°
36N?2

6d Exprimer V (Usy) et V (W) en fonction de N.

simplifiant on obtient cov (U, W3) =



Corrigé du probléme 1 : Soit n € N*. On généralise le probléme ci-dessus en considérant n personnes
invitées & une soirée, arrivant avec un chapeau et repartant avec un chapeau choisi au hasard a la
fin de la soirée. On note X, la variable aléatoire indiquant le nombre k d’invités ayant retrouvé leur
propre chapeau. Enfin, on note p,, = P (X,, =0).

1 1
1la Justifier que p; = 0, ps = 3 et p3 = 3

Lorsqu’il n’y a qu’un invité, il repart avec son chapeau donc py = 1.

Lorsqu’il n’y a que deux invités, de fagon équiprobable soit chacun repart avec son propre
chapeau, soit chacun repart avec le chapeau de ’autre invité, donc p, = —.

Avec trois invités, on peut noter (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) et (3,2,1) les
événements élémentaires donnant chacun les numéros des chapeaux repris par les invités 1,2 et 3.
L’événement (X3 = 0) correspond aux événements (2,3, 1) et (3,1,2). Il y a équiprobabilité sur cet

univers de cardinal 6 = 3! donc P (X3 =10) = 3 donc p3 = 3

1b Déterminer py.
Avec une notation semblable, les issues qui réalisent I'événement (X, = 0) sont : (2,1,4,3),(2,3,4,1),(2,4, 1

(3,4,1,2),(3,4,2,1),(4,1,2,3),(4,3,1,2), (4,3,2,1) et le cardinal de I'univers est celui des per-
mutations de [|1, 4[] donc 4! donc :

9 3

P17 g

1c Pour n quelconque, quel univers et quelle probabilité modélisent cette expérience aléatoire?

On prend pour univers associé & cette expérience (2, ensemble des permutations de [|1,n|] et il
y a équiprobabilité sur cet univers.

2 Dorénavant, on pose par convention py = 1.

2a Montrer que :
Vn € N*,Vk € [|0,n|], P(X, =k) =

Soient k € [|0,n|].

e Si k = n, alors ’événement (X,, = n) est I'événement élémentaire "chaque invité repart avec

son propre chapeau" donc P (X,, =n) = ce qui est la formule a démontrer car py = 1.

57

e Si k < n, alors 'événement (X, = k) est obtenu en choisissant k£ personnes parmi n qui
n

repartent avec leur chapeau (il y a ( k> fagons de le faire), puis une redistribution des n — k

chapeaux restants telle qu’aucun de ces chapeaux ne soit attribué & son propriétaire : le
s Xnp=0
nombre de telles redistributions est |(X,,_ = 0)| = pp_x (n — k)! car p,_j = %
n—k)!

On obtient donc :




2b En déduire que

Vn € N, sz;’“ —1
k=0 ’

Pour n € N* la variable aléatoire X,, prend ses valeurs dans [|0,n|] donc > P (X, =k) =
k=0
P(Q)=1. Donc :

n
Pn—k

oo

k=0

On peut vérifier directement la formule pour n = 0 car py = 1.

2c En déduire enfin que (p,) est caractérisé par :

po=1
n+1
Vn € N7 Prn+1 = 1- Z pn+1'7k
=1 k!
On a posé pg=1et pourn € Non a :
n+1
Pnti-k 1
Ko
k=0
. ntl Prn4+1—k
donc en isolant le terme correspondant a k =0, on a p,1 + > T 1 donc :
k=1 '
n+1
—1— DPnti-—k
Pt = Kl
k=1

Cette relation conjuguée a la condition py = 1 permet de calculer par récurrence tous les termes de
la suite (p,) donc cette suite est bien caractérisée par les relations données.

3a Démontrer que I'espérance de X, est égale a 1 et interpréter ce résultat.

On a
g o o Pn—k
E(X,) = Y kP(X,=k)=)» kP(X,=k)=>_ -
k=0 k=1 k=1 ’
Xn: Prn—k _ — Pn—1-k
(k—1)! k!
k=1 k=0

donc d’aprés la question 2b, | E(X,) = 1|
On peut interpréter ce résultat en disant qu’en moyenne, un seul des invités repart avec son
propre chapeau a la fin de la soirée.

3b Calculer la variance de X,,.



Pour n =1, X; ne prend qu’une valeur donc V (X;) =0

Soit a présent n > 2.

Calculons astucieusement (ce n’est pas obligatoire, mais cela allege le calcul) I'espérance de la
variable aléatoire X, (X,, — 1) :

n n

E(X,(X,-1)) = Z_:(k - DEP (X, =k) = Z(k _ 1)kp7];?k

n—2
Prn—k Pn—2—k
= = = 1
(k —2)! Zk_o Kl

k=2

Donc par linéarité de l'espérance, E (X?) = F (X, (X, — 1))+ E(X,,) = 1+ 1 = 2. Enfin d’apres
la formule de Huygens :

4 On consideére la suite (d,,) caractérisée par :
dop =1

(1
(n+1)!

Vn € N, dn+1 = dn+

4a Montrer que

Vn € N*, zn: (—1)"* (Z) ~0

k=0
D’apres la formule du binéme de Newton, on a :
. n—k [T o - n k n—k n
St () =3 (P ert = a1 o
k=0 k=0

4b Montrer par récurrence sur n que :

" d,
Vn € N, Z k‘k =1
k=0 ’

Pour n = 0, la propriété a démontrer s’écrit dy = 1 donc est vraie.



= 1. Alors on a :

. . . 5 < - n dn—k
Supposons—la vrale pour un certain entier n, c’est-a dire Z X
k=0 :

n—+1

dpt1—k Z dpt1—k do
Sibet -
L 2T (it 1)
1 n—k+1
- (-1)
B Z (n—Fk+ 1)‘ do
— k! (n+1)!
" d,_ " 1)k d
- lk +Z l( ) P : I
c~ kR n—-k+1) (n+1)!

1 " /n+1 b1 1
- 1+(n+1)!;< ki >(_1) T

1 n+1 n+ 1 il
= 14+—- —1)"
s (n )
= 1 d’apres la question précédente
ce qui achéve la récurrence.

4c Déduire des questions précédentes que :

VneN, p, =d,

En isolant d,.; (contribution de & = 0) dans la formule précédente, on trouve d,,; = 1 —

Hdppiok . " : tldng1k :
> T Ainsi, (d,,) vérifie les relations dg = 1l et Vn € N, d,, ;.1 = 1— > o Or ces relations
=1 K =1 K

caractérisent la suite (p,) donc :
VneN, d, =p,

5a Montrer par récurrence que :
Vn €N, p, = f : L'

k=0

Récurrence sans difficulté avec la définition de la suite (d,,).

1
5b En déduire que (p,) converge, on admet que sa limite vaut —. Interpréter ce résultat.
e

1 _ 1 | _#* _ _m _omol4l
, alors |Un| = Ot ﬁ car 1/”2 - E N (n_l)‘ B (n_1)| B

— 100 0 donc par théoréeme de comparaison sur les séries positives, la série

n
Posons u,, = (1)
n‘

1 1
m—2) (-1
> u, est absolument convergente donc convergente donc la suite (p,) converge.

Ainsi, pour de grandes valeurs de n, la probabilité qu’aucun des invités ne retrouve son chapeau

est proche de —.
e



Corrigé de I’exercice 1 : Pour tous k,n € N*, on note Si (n) = >_i*. On rappelle que Sy (n) =
=1

(2

n(n+1)2n+1)
5 :
1 Soit k € N*.

1la Montrer par une comparaison série-intégrale que :

1 1
< <
k+1ak(n)_5k(n)_ I

ot 'on précisera les expressions de ag (n) et by (n) .
On consideére la fonction f (t) = t* et on fixe un entier i € [|0,n|]. f est croissante sur [, + 1]
donc pour tout ¢ € [i,i + 1], i < t* < (i +1)" et par intégration d’inégalités :

i+1 i+1 i+1
/ ikdtg/ t’fdtg/ (i +1)" dt

i+1
Fk+1—k) < / thdt < (i+ 1) (k+1—k)
it
i* < / that < (i +1)*
On somme l'inégalité de droite de + = 0 & n — 1 et I'inégalité de gauche de : =1 a n , on

obtient
n—1 i+1 n n n i+1
DY RETED SIS SED O
i=0 71 i=1 i=1 i=1 V1

donc par relation de Chasles :

n n+1
/t%tg &00§/1 thdt
0 1

nk+l o [ )M o
k+1 "o lk+1

0o 1 E+1

d’otl ag (n) — nk+1 et bk (TL) — (n + 1)k+1 —1

1 1
1b Justifier que la suite (—Sk (n)) converge vers .
nk+1 - k + 1
On a donc : .
1 <Sk(n)<(1+1/n)+ B 1
k+1 = nktl — E+1 (k + 1) nk+1
1+ 1/n)F 1 S
Or nl_lgloo <( +k j{ 7;) — G r 1) 1) =7 1 donc par théoréme d’encadrement, nl_lgloo :k(ﬁ)
1
k+1




1c Donner un autre argument utilisant une somme de Riemann prouvant que (k—HS k (n)) converge
n
neN*

1 2y

k
— n /3
S — <—) est la somme de Riemann de la fonction x +— ¥ sur [0, 1]
i=1 \T

—— S5k (n) = —
Se(n) =T =
qui est continue sur ce segment donc par théoréme sur les sommes de Riemann :

1 L o1t 1
lim ——=5 = tdt = = —
A ok () A {k+JO k+1

Si X est une variable aléatoire & valeurs dans une partie finie de N, on note £ (X') son espérance et

V' (X)) sa variance. Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2.

2 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [|1, N|] . Démontrer que £ (X) = > P (X >1).
i=1
Puisque X est & valeurs dans [|1, N|], on remarque que pour tout i > 1 :

(X>i)=(X=)UX >i+1)
et les deux événements (X = i) et (X > i+ 1) sont incompatibles donc :

P(X>i)=P(X=i)+P(X>i+1)

n

E(X) = iz’P(X:i):Zi(P(Xzi)—P(X2i+1))

i=1

_ Zn:iP(XZi)—iiP(XEH—l)

i=1
n n+1

= ZiP (X >1)— Z (j—1)P(X > j) par changement d’indice j =i+ 1
i=1 =2

PN G- G- P(X 2 ) nP(X >0

=2

= P(XZl)—i—zn:P(XZj) car (X >n+1)=0

Jj=2

— zn:p(xzz')

Soient N,k € N*. Soient X7,..., X} des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uni-
forme sur [|1, N|]. On note Uy et Wy les variables aléatoires Uy = min (Xi,..., Xy) et W), =
max (X1,..., Xy).



3 Exprimer F (X;), F (X?) et V (X;) en fonction de N.
Par définition de I’espérance, on a :

E(X)) = > kP(Xi=k)

et par théoréme de transfert :

E(X7) = i P (X, =k)

ol

1
ikzz N(N+1)(2N+1) _2N?43N +1
~ 6N 6

et par la formule de Huygens :

4 Soit un entier k > 2.

N—z’+1>k

4a Soit 1 € [|1, N||. Justifier que P (U > i) = ( N

Pour tout i € [|1, N|], on a :
P(Uy>i) = P(min(Xy,...,Xy) >1)
= P((Xy=zd)Nn---N(Xg>1))
P(X;>1i) x---x P(X; >1i) par indépendance des X;

— (P(X;>4)" car ils suivent la méme loi

k k
~(vre-n) - (o) - (A
I PR B VA% 3 A U ‘

4b Exprimer E (Uy) en fonction de N a laide de la fonction Sy introduite au début de I’exercice.
D’aprés la question 2, on a :

N

E(U) = ZP(U@D:Z(W) =$Z<N—i+1>’“

i=1
1 X
= ijkenposantj:N—iJrl
j=1
1
= 3wk (N)

4c Donner un équivalent de F (Uy) lorsque N tend vers +o0.

N 1 a
Sk (V) donc E (Uy) ~N-too k41

D’aprés la question 1, on a: lim =
P d ’ N-hoo Nk 10 k+1



5a On introduit les variables Y; = N+1— X, pour i dans [|1, N|| . Justifier que les variables (Y1, ..., Yy)
sont indépendantes et de méme loi. Préciser cette loi.

e Les variables X; sont indépendantes. En posant f : x — N + 1 — x, on a pour tout
i€[|1,N|]Y; = f(X;). Donc les variables Y; sont indépendantes.

e Pour tout ¢ € [|1, N|], X; (2) =[|1, N|] donc Y; () = f ([|1, N|]) = [|1, N|].
De plus, pour tout k € [|1, N|] :

1
P(Yi=k)=P|X;=N+1-k| ==
—— N
€[lI1,N]]
donc Y; ~ U ([|1, N|]).
5b En déduire £ (W}) et V (Wy) en fonction de E (Uy) et V (Uy) .
On a:
Wr = max(Xy,...,X;) = —min(—Xy,...,—X})

= N4+1l-min(N+1-Xy,...,N+1-—Xy)
= N+1—min(Yy,...,Ys)

donc par linéarité de Pespérance et par V (aX +b) = a®*V (X), on a :
E(Wy)=N+1—-FE(min(Yy,...,Y;)) et V(W) =V (min (Y,...,Ys))

Or les Y; suivent la méme loi que les X;, et sont indépendantes comme le sont les X; donc
le calcul de E (min (Y3,...,Y%)) et de V (min (Y7, ...,Y%)) est le méme que celui de E (Uy) et
V' (Uy) donc :

E(Wk) =N+1—E(Uk) et V(Wk) :V<Uk)

6 On considére le couple de variables aléatoires (Us, W5) .

6a Exprimer Us + W5 et UsWs5 en fonction de X5 et Xo.
On a :
U2 + W2 = min (Xl,XQ) + max (Xl, XQ) = X1 —+ X2

et :
U2W2 = min (Xl,XQ) X max (Xl,XQ) = X1X2

6b En déduire E (UyWs) et V' (Us + W3) en fonction de N.
Donc par indépendance de X; et X5, et en utilisant Q3, on a :

N +1)*
E (U2W2) =B (X1X2> indép;danco E (Xl) B <X2> - %
et :
V (U2 + W2) - V (Xl + XQ) indép;dance V (Xl) + V (XQ)
N1
B 6

11



6¢c Calculer la covariance de Uy et Ws, notée cov (Us, W3) .La formule de Huygens pour la covariance

donne :

cov (Uy, Ws)

E(UsW2) — E(Us) E (W2)

(N+1)* (N+1)(2N +1) (N+1)(2N +1)
V. 6N <N+1_ 6N )

N242N+1 (N +1)(2N +1)6N?+6N —2N2 —3N —1

4 6N 6N
N*+2N® 4+ N*  (2N?+3N +1) (4N?* +3N —1)
4N? B 6N 6N
9N* + 18N3 4+ 9N2 — 8N4 — 18N? — 11N?2 4+ 1
36 /N2

N*—2N?+1 (N?-1)
36 /N2 - 36N

6d Exprimer V (Us) et V (IW3) en fonction de N.
Par bilinéarité de la covariance, on a :

donc :

2V (Us)

donc

V(Uy+Ws) = V(Uy)+V (Wa) + 2cov (U, W)

= 2V (Usz) + 2cov (Uy, W) d’apres 5b

Vv (U2 + WQ) — 2cov (UQ, WQ)

NP -1 (N 1)>  3N*—3N?— (N*—2N2+1)
6 36N2 18N?2
ON4 — N2 1
18N2
IN4 — N2 -1
V(Ug) =V (W) = 3Nz

12



