Concours blanc PCSI1 2026

Exercice 1 : Trois questions indépendantes.

1 Soit B =(€},¢) la base canonique de R?. Soit A = ( 1 } ) et f ’endomorphisme de R2
canoniquement associé & A. Montrer qu’il existe une base de R? dans-laquelle la matrice de f
est B = 3 8 > . On explicitera une matrice P,de passage mais pas la matrice P!, et
on donnera la relation matricielle entre A et B.

11

2801tC':<0 1

) . On raisonnera par ’absurde pour les deux questions suivantes :

2a Montrer que C' n’est pas semblable a une matrice scalaire (ie de la forme Ay, A € C).

2b Montrer que C' n’est pas semblable & une matrice diagonale. (on raisonnera sur 'application
linéaire canoniquement associée a C).

3 Soit M € M, (R) une matrice a la fois nilpotente, c’est-a dire qu’il existe p € N* tel que
MP = Oy, () et diagonalisable, c’est-a dire telle qu’il existe une matrice inversible P vérifiant

N O - 0
—1 O )\2 : . .
P'MP=D = (matrice diagonale). Montrer que M = 04, (r)-
o .0
0 ... 0 X\,

Exercice 2 : Analyse

Partie A : questions préliminaires. On considére la fonction f définie sur R par

1
12

VieR, f(t)
1 Effectuer une étude rapide et tracer la courbe représentative de la fonction f.
2 Justifier que le segment [0, 1] est stable par f, c’est-a dire que f ([0,1]) C [0,1].
3 Etudier les variations de la fonction dérivée f sur [0, 1].
4 Déterminer toutes les primitives de f.

5 Donner les développements limités & 'ordre 5 en 0 des fonctions f et arctan.

Partie B : étude des solutions d’une équation différentielle. on considére sur I'intervalle I =
10, 400 I’équation différentielle suivante :

xy +2y = (E)

1+ 22
6 Déterminer toutes les solutions sur I de ’équation (F).

7 Prouver que parmi toutes ces solutions, il en existe une et une seule qui soit prolongeable par

continuité en 0. On appelle g cette solutionlunique.



8 Cette fonction g est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner la valeur de ¢’ (0) et déterminer la
tangente et la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage de 07.

Partie C : une suite récurrente.

9 Prouver que I’équation 23 + 2 — 1 = 0 admet une et une seule solution réelle, notée «.. Prouver
que 0 < a < 1.

10a Vérifier que « est un point fixe de la fonction f.

10b Rappeler I’énoncé du théoréme de V'inégalité des accroissements finis (hypothéses et conclu-
sion).

10c Montrer que f est C'_lipschitzienne sur [0, 1] ou C' est une constante vérifiant 0 < C' < 1.
11 On définit la suite u = (u,), >, par :

1
14+u2’

n

u=0etVn €N, uy1 = f(u,) =

11a Montrer que pour tout n € N, u,, € [0,1].

11b Montrer que pour tout n > 0, |u, — | < C™.
11c Que peut-on en déduire ?

Partie D : dérivées successives.

12 Justifier que la fonction f est de classe C*> sur R.

13 Prouver que pour tout n € N, il existe un polynome P, & coefficients réels tel que :

P, (z)

Ve eR, f () = —2 2
Au passage, on aura établi une relation entre les polynoémes P, ., P, et P..

14 Rappeler ’énoncé (complet, hypothéses comprises) du théoréme établissant la formule de Leib-
niz.

15a Que vaut (1 + 22) f (z) ? En déduire pour tout n > 2 et pour tout v € R :

P, (z) +2nxPy 1 (z) + n(n—1) (14 2?) Pos (z) = 0.

15b Application : prouver que pour tout n > 0, les polynomes P, et P,_; n’ont aucune racine
réelle commmune.

16 Dans cette question, on détermine les polynomes P, par une méthode différente.

16a Déterminer la décomposition en éléments simples sur C de la fonction f.



16b Etablir alors pour tout x € Ret n € N :

£ (g) — (—1)"nl ((x+z')n+1 - i)"+1> |

2 (xg + 1)n+1

16¢c En déduire une expression explicite de P, ().

16d Montrer que pour tout n € N*, P, possede exactement n racines réelles distinctes, qui sont les
km
cos < n 1>
n
————avec 1 <k <n.

n ko
S
n+1

Partie E : une équation fonctionnelle. On cherche les fonctions h solutions du probléme (P) :

h:R — R dérivable sur R et Vo,y € R, h(z+y) (1 —h(z)h(y)) = h(z)+ h(y)

17 Dans cette question, on suppose que h est solution de (P).
17a Montrer h (0) = 0.

W (x)

17b Montrer Vz < R, m

=h'(0).
17c Montrer qu'il existe deux constantes a et b telles que Yz € R, arctan (h (z)) = ax + b.
17d En déduire que h est constante.

18 Conclure.

Partie F : calcul de la somme d’une série. Soit la suite S = (S,),~, définie par :

"L (—1)F 1 1 1 (—=1)"
= —:1—— —_—— - oo .
vneN, S ;%—l—l 375 T T o

19a On définit deux nouvelles suites p = (p,,) et ¢ = (¢.) par p, = Sa, et ¢, = Sa,11 pour tout
n > 0.
Montrer que les suites p et ¢ sont adjacentes.

19b Montrer que la suite S converge. On note L sa limite.

20 Soit pour tout n > 0 et tout x €: R :

n
D, (z) = Z (—1)F a2 =1—a? 42t —ab . 4 (=) 2
k=0

Exprimer D,, (z) a I'aide de f ().



21a En calculant fol D,, (z) dx de deux fagons différentes, montrer que pour tout n > 0 :

s 1
Sn——‘ <
417 2n+ 3

21b Conclusion ?

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient F, G deux sous-espaces
vectoriels de FE.
On note :

d, (F,G) = (dim (F + G))* + (dim (F N G))* — (dim (F))* — (dim (G))?

On veut prouver que :

2
0<d,(F,G)< % si n est pair

n®—1

[\

0<d,(F.G) <

si n est impair

Partie A : étude d’exemples
1 On suppose que F & G = E. Exprimer d, (F,G) en fonction de dim (F) et dim (G).
2 Dans cette question, £ = R*. Soient @ = (1,1,0,0) et ¥ = (0,0,1,1) et F = Vect (i, 7).

2a Déterminer une base et la dimension de F.

r—y+z2=0
2b Soit G = { W= (z,y,2,t) eR* / { 40 —3y+22+t=0 ». Montrer que G est un sous-
20 —y+t=0

espace vectoriel de R*, en donner une base et la dimension.

2c Montrer que F' @ G = R%.

42
2d A-t-on dy (A, B) < 5 pour tous sous-espaces vectoriels A et B de R* ?

3 Dans cette question, on suppose F = Ry[X], FF = {Pe€ E / P(0) =P (0)=P"(0) =0} et
G=F={PeFE/P(1)=PFP(1)=0}.

3a Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E, en déterminer une base et la dimension.

3b Montrer que FF & G = E.

2
5—1?
2

3c Existe-t-il deux sous-espaces vectoriels A, B de E tels que ds (A, B) =

4 Dans cette question, £ = M3 (R). On note S3 (R) 'ensemble des matrices symétriques de E et
7;" (R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de E. On rappelle que ce sont des
sous-espaces vectoriels de F.

4a Donner sans démonstration une base et la dimension de S3 (R) et de 7;" (R).
4



4b Déterminer S (R) N 73" (R) .

4c Montrer que S3 (R) + 7.H (R) = E.

4d Si on note n = dim (E), vérifier que d,, (S; (R), 75" (R)) satisfait bien I'inégalité attendue.
Partie B : cas général. F est de nouveau quelconque, on note dim (£) = n € N* et dim (F') = k.
5 Montrer que d,, (F,G) = 2 (dim (F') — dim (F N G)) (dim (G) — dim (F N G))

6 En déduire que d,, (F,G) > 0.

7 A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on d,, (F,G) =07

8 Montrer que dim (F N G) > dim (F) + dim (G) — n.

9 En déduire que d,, (F,G) < 2k(n—k).

2
10 En déduire que d,, (F,G) < %
11 On suppose dans cette question que n est pair.

2 —_
11a Montrer que d, (F,G) = n- { FapG=F

2 2dim (F) = n
2

11b Justifier qu'il existe deux sous-espaces vectoriels A, B de FE tels que d,, (A, B) = n

12 Déterminer la valeur maximale prise par d,, lorsque n est impair (on posera n = 2p + 1).
Probléme 1 : Optimisation du choix d’une place de parking

Présentation générale : On considére une rue infiniment longue et rectiligne. On souhaite aller
4 un numéro précis de cette rue.
Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche a savoir & partir de quel
moment on doit commencer a s’intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer au plus
prés de 'arrivée.
Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de
la rue a pour numéro 0. Devant chaque numéro n (n € N), il y a une place de parking qui
peut étre libre avec une probabilité p € |0, 1[. On suppose que p ne dépend pas de n et que
les occupations de places sont indépendantes les unes par rapport aux autres.
Notre stratégie est la suivante :on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption
jusqu’au numéro s de la rue et on choisit la premiére place disponible & partir du numéro s
(inclus).
On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.
On pose pour tout & € N, A, : << la k-iéme place est libre >>.

Ainsi, I'expérience est modélisée par un univers {2 muni d’une probabilité P tel que pour tout
keN, P(Ax) =p.

Partie 1 : dérivées de la série géométrique.

1 Soit z € R. Montrer que la série Y nx™ ! converge si et seulement si z € |—1,1].



1

+00
2 Veérifier que pour tout = € |—1,1[, > na" ! = ﬁ
n=1 — T

3 Soit x € R. Montrer que la série Y n(n — 1) 2”2 converge si et seulement si z € |—1,1].

+o0o 2
4 Veérifier que pour tout z € |-1,1[, Y. n(n—1)2" 2 = ﬁ
n=2 — X

Partie 2 : loi de X.
5 Vérifier que pour tout entier n > s, P(X =n)=(1—p)" "p

6 Montrer que la série >, nP (X = n) converge.
+o0

On pose alors £ (X) = > nP (X =n). Calculer E (X) en fonction de s et de p.

7 Montrer que la série Y. n?P (X = n) converge.
+0o0
On pose alors E (X?) = 3. n?P (X =n) et V(X) = E(X?) — (E(X))?. Calculer V (X) en
fonction de p (on constatera que V (X) ne dépend pas de s).

Partie 3 : calcul de la distance moyenne a 1’arrivée. On souhaite aller au numéro d de cette
rue avec d € N*. Notre stratégie reviendra & choisir un numéro s compris entre 0 et d. Pour

rappel, s = 0 correspond a chercher une place dés le début de la rue.
+o00
On admettra que la distance moyenne a l'arrivée est D, = > |n — d| P (X = n). On admettra

aussi que D, existe.

1
Pour simplifier, on prend p = — dans la suite de cette partie.

10
d 400
9 Etablir que Dy =S; + Sy avec S1= >, (d—n)P(X =n)et So= >, (n—d)P(X =n).
n=s n=d+1

k 9 (
10 Soit la suite (u),oy définie par VE > 0, u, = > (k — 1) (E) ,
i=0

9
Montrer que Vk > 0, upy1 = Euk + k4 1.

11 On pose vy, = uy, + ak, ot a est un réel. Choisir la valeur de a de sorte que la suite (vy), oy s0it
d’un type connu. En déduire ’expression de v, puis de u; en fonction de k.
12 Exprimer S; a l'aide de uy_¢ puis donner I'expression de S; en fonction de d et s.
+oo

13 Justifier que Sy — S; = Y (n—d) P (X = n). En déduire la valeur de Sy, puis D;.

n=s



Corrigé de I’exercice 1 : Trois questions indépendantes.

11
11

iquement associé a A. Montrer qu’il existe une base de R? dans-laquelle la matrice de f est B =

1 Soit B = (&, ) la base canonique de R%. Soit A = ( ) et f 'endomorphisme de R? canon-

2 0
( . On explicitera une matrice P,de passage mais pas la matrice P!, et on donnera la

00
relation matricielle entre A et B.
On a f(e1+ &) = 2(€1 + &) et f(&1 +é—) = 0. De plus, (€] + é,€; — &) est une base de
R? car ces deux vecteurs sont non colinéaires. Donc la matrice de f dans cette base est B. La

matrice de passage de B a la nouvelle base est P = Matg (€} + 5,61 — €3) = ( 1 _11 ) et

la relation de changement de base est B = P~1AP.

11
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) . On raisonnera par ’absurde pour les deux questions suivantes :

2a Montrer que C' n’est pas semblable & une matrice scalaire (ie de la forme A\lp, A € C).
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associ¢ & C. Si C' était semblable & \Iy, alors
cette matrice serait celle de f dans une certaine base, ce qui signifierait que f = Aldr2. Mais
alors, A\l serait la matrice de f dans toute base de R?, absurde car C # Al. Donc C n’est
pas semblable & une matrice scalaire.

2b Montrer que C' n’est pas semblable a une matrice diagonale. (on raisonnera sur application linéaire
canoniquement associée a C').

Supposons C' semblable & une matrice diagonale D = ( g 2 ) .

Il existe donc une base (1; @2) de R? telle que Mat(z, a,) (f) = g g . Alors f (1) = aaly.
S T T r+y=ox .
Notons u; = (z,y). Alors C' =« donc .Sia#1,alorsy =0
L= ) (5)=a () aone{ “TUL a2 1 oy

donc r = axr donx x = 0 dnc 4; = 0. C’est absurde, donc o = 1. Le méme raisonnement
donne g = 1. Donc f = Idg2, absurde vu la matrice C' canoniquement associée a f.

3 Soit M € M, (R) une matrice & la fois nilpotente, c’est-a dire qu'’il existe p € N* tel que M? = 04, (r)
et diagonalisable, c’est-a dire telle qu’il existe une matrice inversible P vérifiant P~'MP = D =

M O - 0
0 X : .
_ (matrice diagonale). Montrer que M = 04, (r)-
: .0
0 ... 0 X\,
Par récurrence, on montre facilement sous ces hypothéses que pour tout entier s, P~1M*P =
X0 -+ 0
s D 0 A :
Ds. En particulier, D? = (0). Or DP = donc \j =Xy =---= )\, =0.
()
o ... 0 X

Donc D = (0) donc M = PDP~! = (0). .



Corrigé de I’exercice 2 : Analyse

Partie A : questions préliminaires. On considére la fonction f définie sur R par Vi € R, f (t) =
1

142
1 Effectuer une étude rapide et tracer la courbe représentative de la fonction f.

—2t
f est de classe C*® sur R et Vt € R, f'(t) = . Facilement, f est paire, croissante sur

1+

R~, décroissante sur R, avec f (0) =1 et hm f (t) =

2 Justifier que le segment [0, 1] est stable par f, c’est-a dire que f ([0, 1]) C [0,1].
1
Par décroissance de f sur [0,1], V¢t € [0,1], f (1) = B < f(t) < f(0) =1 donc f(t) € [0,1]
donc [0, 1] est stable par f.

3 Etudier les variations de la fonction dérivée f” sur [0, 1].
Pour tout ¢t € [0,1] :

) = 214+ 44t (1+13)2t  —2(1+2) +8>  2(3t2 1)
N (1+12)° o a+e? 1+’

donc

V3

f”(t)20<:>3t221<:>t2?

V3 ]
Y= q].
3
4 Déterminer toutes les primitives de f.
Les primitives de f sont les fonctions arctan +C, C' € R.

: 3 :
donc f est décroissante sur [(), ?] et croissante sur

5 Donner les développements limités & 'ordre 5 en 0 des fonctions f et arctan .

On a 7= 1 —t+t*— 3+ 0 (t3) donc par substitution et troncature :
ft)= S ST (t°)
1+¢2
puis par primitivation :
3t 5 P 5
arctan (t) = arctan (0) + ¢ — §+ 5 + 0o (t°) —t—g—i— 5 + 0o (£°) .

Partie B : étude des solutions d’une équation différentielle. on considére sur Uintervalle [ =
10, +00] P'équation différentielle suivante :

zy' 42y = (E)

1+ 22



6 Déterminer toutes les solutions sur I de 'équation (F) .
Soit (Fp) : xy’ + 2y = 0 I’équation homogene associée. On résoud sur |0, +oo[ donc (Ey) <

2
y+-y=0.
’ 2
On pose a (z) = =, A(z) = [a(z)dr = 2In(x) donc la solution générale de (Ey) est y (z) =
T

A
Ae 2@ — — A eR.
x

A N
Pour la méthode de variation de la constante, on pose y () = —;E, d'ou ¢ (z) = :E(f ) _
x
A
2@ et :
x
x N (x) A(x) A(x) x
"+2y = & —2 2 =
AR 1+ 2?2 x( x? @ )T 14 22
N (z) T x? 1
— =4 )\/ = — = —
x 1+ 22 (z) 1+ 22 1+ 22

— t
On prend A (z) = x —arctan (z) . Donc y (z) = L;m(x) est une solution particuliére de
x
(E) et la solution générale de (E) sur [ :

y(z) = x—arctagl(x)—i-/\7 VER.
T

7 Prouver que parmi toutes ces solutions, il en existe une et une seule qui soit prolongeable par continuité
en (. On appelle g cette solution unique.
D’apres 5, cette solution s’écrit :
DN 3
y(x):—z—i-g—g—i-oo(x)

x a3

donc n’admet une limite finie en 0 que si A = 0. Dans ce cas, y (z) = = — 5 + 09 (23) donc

lim 3 (x) = 0 donc est prolongeable par continuité en une fonction g avec g (0) = 0.
z—0

8 Cette fonction g est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner la valeur de ¢’ (0) et déterminer la tangente et
la position de la courbe par rapport a la tangente au voisinage de 0.

1
g admet alors un DL a l'ordre 1 en 0 donc est dérivable en 0 avec ¢’ (0) = 3 La tangente est

x
TO Yy = g

T 23 5 z3
Enfin, g (z) — 3= % + 09 (2°) ~o 5 < 0 car z > 0 donc la courbe est en-dessous de sa

tangente en 0 au voisinage de 0.
Partie C : une suite récurrente.

9 Prouver que l'équation 2% + x — 1 = 0 admet une et une seule solution réelle, notée av. Prouver que
0<a<l
Posons h (z) = 2* + 2 —1, ' (x) = 32? + 1 > 0 donc h croit strictement sur R et est continue
donc d’aprés le théoréme de la bijection, h induit une bijection de R sur R (car h (z) ~iq 23)
donc 'équation h(z) = 0 admet une unique solution réelle. De plus, A (0) = —1 < 0 et

h(l)=1>0donc 0 < o < 1. 9



10a Vérifier que « est un point fixe de la fonction f.

On a:
1 l—a—ad

— o= —ao=— =90
fl@)—a 1+a? “ 1+a?

donc « est un point fixe de f.

10b Rappeler I’énoncé du théoréme de I'inégalité des accroissements finis (hypothéses et conclusion).
Si f est dérivable sur un intervalle I et s’il existe M € R tel que Vx € I, |f' (z)| < M, alors f
est M-lipschitzienne sur I, c’est-a dire que pour tous z, 2’ € I, |f (2') — f(z)| < M |2’ — z].

10c Montrer que f est C'_lipschitzienne sur [0, 1] ou C' est une constante vérifiant 0 < C' < 1.
—2t

Rappelons Vt € [0,1], f'(t) = m

3
< 0 et que f’ est décroissante sur [0,%] et

3
croissante sur [\/T_’ 1] donc pour tout ¢ € [0,1] :

(V3
3
D’aprés l'inégalité des accroissements finis, f est donc C-lipschitzienne sur [0, 1] avec C' =

33
g <

2/V3 3V3

Y

()] <

1.

11 On définit la suite u = (un)nzo par :

1
14+u2’

n

u =0etVn e N, u,11 = f(u,) =

11a Montrer que pour tout n € N, u, € [0,1].
[0,1] est stable par f et ug € [0,1] donc une récurrence immédiate montre que pour tout
neN, u, €0,1].

11b Montrer que pour tout n > 0, |u, —a| < C™.
Pour tout n € N, |u,11 —al = |f(u,) — f ()] < Clu, —al car up,a € [0,1] et f est
C'—lipschitzienne sur [0, 1]. On montre ensuite par récurrence (sans difficulté mais rédigez-la!)
que pour tout n >0, |u, — a| < C"|ug —al] < C"|a| < C", car a € [0, 1].

11c Que peut-on en déduire ?

Puisque 0 < C < 1,on a lim C"™ =0 donc par encadrement, lim w, = a.
n——+00 n—-—+00

Partie D : dérivées successives.

12 Justifier que la fonction f est de classe C* sur R.
Comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.

13 Prouver que pour tout n € N, il existe un polynome P, a coefficients réels tel que :

P,
Vz e R, f™ (x) = %



Au passage, on aura établi une relation entre les polynomes P, 1, P, et P..
Par récurrence sur n € N, on montrer qu'il existe P, € R[X] tel que Vo € R, f (z) =

P, (ﬁ) .
(1+x2)n+1 :
1
el:n=0,Vz R, fO(@)=f(2)= T2 donc on pose Py (z) =1 et c’est bon.
x
. P, (x)
e H.: soit n > 0 tel que Vo € R, f () = ————— . Alors pour tout v € R :
(1+2?)
P (x 2¢P, (x 1+22)P () —2(n+ 1) zP, (x P, (x
f(n+1) (I’) _ n( )n+1_<n+ 1) (le _ ( ) n( ) (n+2 ) ( ) _ +1(n+2
(1+ 22?) (1+ 22?) (1+ 22?) (1+ 22)

en posant P,y (X) = (1+X?) P/ (X)—2(n+1)XP,(X), qui est bien un polynome
comme somme, produit et dérivée de polynomes.

e C.: pour tout n € N, il existe P, polynéme & coefficients réels tel que Vo € R, f (z) =
P, (z)

(1 + xg)nJrl :
14 Rappeler I’énoncé (complet, hypotheéses comprises) du théoréme établissant la formule de Leibniz.
Si f et g sont n fois dérivables sur un intervalle I, alors fg aussi et pour tout =z € I :

n

n n n—
19 @) =Y (1)@ g @
k=0
15a Que vaut (1 + 2?) f (z) ? En déduire pour tout n > 2 et pour tout v € R :
P, (z) +2nzP, 1 (z) + n(n—1) (14 2?) P,z (z) = 0.
On a (1+2?) f(z) = 1. Posons f; (z) = (1+?), f et f; sont n fois dérivables sur R pour

tout entier n et on a f (z) = 2z, fJ(x) = 2 et pour k > 3, f¥) () = 0 donc d’apres la
formule de Leibniz, pour tout n > 2 et x € R :

> (1) 6 1 ) =0

k=0
donc )

S (1) 6 7 ) =0

k=0
donc

(1 +42) £ (@) + 200D (@) 4 2701 o2 ) —

done P (2) P (@) Pra @)

11



donc
P, (z)+2nzP, 1 (z)+n(n—1)(1+2?) P, o ()

=0
(1+a22)"

donc
P, (z) +2nz P,y (z) + n(n—1) (14 2?) P,z (z) = 0.

15b Application : prouver que pour tout n > 0, les polynomes P, et P,_1 n’ont aucune racine réelle
commmune.
Supposons que (3 est une racine réelle commune de P, et P,,_;. Alors 0 = P, (8)+2n8P,_1 (8)+
n(n—1)(1+p8*) P2 (8) = n(n—1)(1+ 5%) P,_2(8) donc P,_5(B8) = 0 et donc 3 est
racine commune de P, | et P, 5 donc par le méme raisonnement racine de P, _3 et par
récurrence descendante, [ est racine commune de P,_; et P,_,_; donc in fine de P, et P;
donc de FPy. Or Py = 1 donc c’est absurde, d’ou la conclusion.

16 Dans cette question, on détermine les polynomes P, par une méthode différente.

16a Déterminer la décomposition en éléments simples sur C de la fonction f.

1 1 a b

O t) = = = ,beC.Doncl=a(t—1)+b(t+1
na f(t) il ey t_H,—I—t_Z_aveca onc a(t—1i)+b(t+1)
U .
et en prenant ¢t = ¢, il vientbz;z%et en prenant t = —1, il Vienta:%d’ofl:
i

16b Etablir alors pour tout x € Ret n € N :

n An+1 An+1
p ) = D (G it
2 (22 + 1)
Par récurrence, on montre (vu maintes fois en TD) que la dérivée n—iéme de x — est
—1)"n!

T (=1) :H d’ou pour tout z € R :

(z —c)

) (2) i ( (=D)"n!  (=1)"n! ) i(=D)"n! ((z =) = (z+0)"!

T = —_ — =
2 (.72 4 i)n-ﬁ-l (SE B Z»)n—‘rl 2 (xg + 1)n+1

I N ) il Gt S
2 (mQ + 1)n+1

16¢ En déduire une expression explicite de P, ().

(—1)"n!
P, P, ~
Or pour tout n entier et x réel, f™ (r) = (xlﬂ , donc (xlﬂ = 20
(1+ 22?) (14 22?) (14 22?)
donc : N
P, (x) = =Dl 2>, & ((x+ )" — (z =)™
i

12
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16d Montrer que pour tout n € N* P, posséde exactement n racines réelles distinctes, qui sont les

(1)
cos 1
A\ avec 1 < k <n.
. km
sin
<n+ 1)
D’ou :

Po(z) = 0& ((z+)"" —(@—9)"")=0s (x+0)"" = (z —i)""

, 1
T+ . .
& ( ) = 0 car x = 7 n’est pas solution
T —1

< Jk € [|0,n|] tel que x_ﬂ _ 2ikm/(n+1)
a’/’ J—

& ke [0,n]] tel que x4 i = (x — i) 2F™/ (0D

— (1 T eQikﬂ/(n—H))
1 — g2ikn/(n+1)

< Jdk e [|1,n]] tel que x =

car pour k =0, x +i = & — i est impossible et pour k # 0, e2#7/("+1) £ 1 D’ow :

zkw/ (n+1) (,—ikn/(n+1) + ezkw/(n—l—l))

P,(z) = 0&dkel|l,n]|] tel que z = — etk /(1) (gikn/(nt1) — gikr/(n+1))

(e

(€
(5] ()
() (i)

Ce sont bien des récines réelles. Reste a prouver qu’elles sont distinctes : posons xp =

(1)

CoSs

n+1

sin kr .
n+1

< Jdk e [|1,n]] tel que x = —i

1 1 1
Pour 1 <k < Ln—i_ J,:pk>0,pour {%J <k:§n,a7k<0,etmk:0p0urk:n; (si
n est impair).
1 1
Pour k # n—2k Tp = W et v — W est injective sur ]O,g[ et sur }g,w[
tan 5

.. . ™ .
(comme composée d’injections par exemple) et 1 est dans ces intervalles. Donc les
n

positifs (strictement) sont deux & deux distincts, les z;, (strictement) négatifs aussi, donc les
x pris dans leur globalité le sont encore !

Partie E : une équation fonctionnelle. On cherche les fonctions h solutions du probléme (P) :

h:R — R dérivable sur R et Vo, y e R, h(z+y) (1 —h(z)h(y)) = h(z)+ h(y)

17 Dans cette question, on suppose que h est solution de (P) .
13



17a Montrer h (0) = 0.
Prendre z = y = 0 donne h(0) (1 — (h (0))2) = 2h (0). Supposons h(0) # 0, alors 1 —
(h(0))* = 2, absurde car (h (0))* > 0. Donc h (0) = 0.

W ()
— 1 (0).
1+ h2(x) (0)
Dérivons la relation h (z +y) (1 — h (z) h(y)) = h(z) + h(y) par rapport a = (y étant fixé,
tout est dérivable car h l'est sur R) : pour tous z,y € R :

W(x+y)(L=h(@)h(y)+h(@+y) (=0 (2)h(y) =1 ()

puis prenons y = —x :

17b Montrer Vo € R,

W (0) (1 —h(x)h(—z)) = b (z).

Or prendre y = —x dans la relation d’origine donne compte tenu de i (0) = 0, h (—z) = —h (x)
donc la relation ci-dessus se réécrit :

W (x)

W(0) (14 h2(x)) = (2), ie., TR

— 1 (0).

17c Montrer qu’il existe deux constantes a et b telles que Vo € R, arctan (h (z)) = ax + b.
En primitivant cette relation, on trouve qu’il existe une constant b telle que pour tout z € R :

arctan (h (z)) = h' (0)x +b

17d En déduire que h est constante.
Prendre x = 0 donne b = arctan (0) = 0 d’ou pour tout = € R, arctan (h (x)) = A’ (0) x. Mais
si A’ (0) # 0, alors liril arctan (h (x)) = £o00, ce qui est absurde car arctan est a valeurs dans

} —77r7 g [ Donc A’ (0) = 0. Donc pour tout x, h' (x) = 0 donc h est constante.
18 Conclure.
Or h (0) = 0 donc h est la fonction nulle. Enfin, réciproquement (synthése !), la fonction nulle
est évidemment solution du probléme (P), c’est donc son unique solution.

Partie F : calcul de la somme d’une série. Soit la suite S = (.S,,),,~, définie par :

"L (—1)F 1 1 1 (—=1)"
pr— —:]_—— —_—— — .« .. .
vneN, S gzk“ 375 T T o

19a On définit deux nouvelles suites p = (p,) et ¢ = (¢,) par p, = Sa, et ¢, = Sop11 pour tout n > 0.
Montrer que les suites p et g sont adjacentes.
On a :
2n+4-2 (_1>k 1 1

Pn+1 — D 2n+2 2 k:%;+12k;+1 dn+5 4n+3

2n+3 (_1)k 1 1

n+1 — 4 2n+3 2n+1 Z 2k+1 4n+5 4n+7
IizZnJr2




2n—+1 2n
o= > - -
nooan k:02k+1 k:02k+1 4dn + 3

donc (py,) est décroissante, (g,) est croissante et lir+n (gn — pn) = 0 donc (p,) et(g,) sont
n—-roo

adjacentes.

19b Montrer que la suite S converge. On note L sa limite.
Comme suites adjacentes, elles ont une limite commune L. Or ce sont les suites extraites des
termes d’indices pairs et impairs de (.S,,) donc (.S,,) converge aussi vers L.

20 Soit pour tout n > 0 et tout z €: R :

n

D, (z) = Z (—1)fz? =1—a?+a2t —ab . 4 (=) 2™
k=0

Exprimer D,, (z) a laide de f (z).

B 1— <—x2)n+1

(_1>n+1 r2nt2
Par somme géométrique, puisque —x? # 1, D,, (z) = —_—

= f(z) -

1+ a2 1+ a2
21a En calculant fol D,, (z) dx de deux fagons différentes, montrer que pour tout n > 0 :
s 1
S, — —‘ <
417 2n+3
1 1 ¢ k Z kol o (—1)"
D™une part, [; Dy (z)de = [} > (=1)"a*de =Y (=1)" [ 2®Fde = Y ——= = S,.
k=0 k=0 k=0 Qk + 1

D’atre part :

/Oan(x)dw = /01 (f(x)—%)dx:/olf(m)dx+(—1)”/Olfi:;dx

1 2n+2 1 2n+2
= [arctan (z)], + (—1)"/ ’ dr = % - (—1)"/ ’ dx
0 0

1+ 22 1+ 22
done : 1 2042 12042
s T4 T4
Sn——(z 1y dz| = d
4 ‘( )/0 1+ a2 m‘ /0 122"
1 2n+2 1$2n+2 1
Or pour toutxe[O,l},mgldoncl+x2§x2”+2 donc [ mdwﬁfo 222y =
d :
2n + 3 One )
T
Sn——‘<
417 2n+3

21b Conclusion ? .
Par encadrement, il vient L = —.

4

Corrigé de I’exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient F,G deux
sous-espaces vectoriels de F.
On note :

4, (F,G) = (dim (F + G))* + (djm (F N G))* = (dim (F))* - (dim (G))’



On veut prouver que :

2
0<d,(FG)< % si m est pair

n°—1

[\

0<d,(F,G)<

si n est impair

Partie A : étude d’exemples

1 On suppose que F' & G = E. Exprimer d,, (F, G) en fonction de dim (F') et dim (G) .
Sachant F' & G = E, on a dim (F + G) = dim (F') + dim (G) et dim (F N G) = 0 donc :

d, (F,G) = (dim (F) + dim (@))* — (dim (F))* — (dim (@))? = 2dim (F) dim (G) .
2 Dans cette question, E = R*. Soient @ = (1,1,0,0) et ¥ = (0,0,1,1) et F = Vect (i, V).

2a Déterminer une base et la dimension de F.
Les deux vecteurs « et ¥ sont non colinéaires donc forment une famille libre donc une base de
F =Vect (i, ), qui est donc de dimension 2.

r—y+z2=0
2b Soit G = ¢ W = (z,y, 2,t) € R* / dr — 3y + 22+t =0 » . Montrer que G est un sous-espace
2e—y+t=0

vectoriel de R*, en donner une base et la dimension.
Soit X = (z,y,2,t) € R on a:

v oyta=0 roytz=0 r—y+2=0
X € G&( dr—3y+22+4t=0 &< 0=0(Ly—2L1 — L) @{2x_y +t:0
20 —y+t=0 20 —y+1t=0 gt

Z2=—T+Yy - B B

& X eVect((1,0,—1,-2),(0,1,1,1))
Ainsi G = Vect ((1,0,—1,-2),(0,1,1,1)) donc G est un sev de R*.

De plus, la famille ((1,0,—1,—2),(0, 1,1, 1)) est libre car les deux vecteurs sont non colinéaires
donc c’est une base de GG, qui est donc de dimension 2.

2c Montrer que F' & G = R
Montrons que la somme est directe. Soit donc (x,y, z,t) € FN G, alors y = z et z =t donc

aussi :
r—x+2=0
dr —3x+2z2+2=0
20 —x+2=0

donc z = 0 puis = = 0 puis (z,y, z,t) = (0,0,0,0) . Donc FNG = {6} . Donc la somme F+G
est directe. De plus, dim (F) + dim (G) =2 + 2 = 4 = dim (R*) donc F & G = R™.
42
2d A-t-ondy (A, B) < 5 pour tous sous-espaces vectoriels de R* ?
2
Dans l'exemple précédent et d’apres 1.), on a dy (F,G) = 8 = 5 donc l'inégalité n’est pas

touj tricte.
oujours stricte 16



3 Dans cette question, on suppose £ = Ry [X], F ={Pe€ FE / P(0)=P (0)=P"(0) =0} et G =
F={PeE/P(l)=P (1) =0}.

3a Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F/; en déterminer une base et la dimension.
Soit P € Ry [X]. D’apres le théoréme de caractérisation de la multiplicité des racines, on a :

P € F<& XPdivise Pe Jda,be R/ P=X?(aX +b) car deg(P) <4
& PEVect(Xg,X4)

Ainsi F' = Vect (X3¢, X?) donc F est bien un sous-espace vectoriel de Ry [X]. La famille
(X3, X4) est libre car les polynomes sont non nuls de degrés distincts. Donc (X3, X4) est une
base de F, qui est de dimension 2.

De méme :

P € G&(X—-1)7divise P Ja,beR /P =(X—1)"(aX?>+bX +¢) car deg(P) <4
& PeVed (X -1, X (X -1, X*(X - 1))

Donc G = Vect (X —1)*, X (X — 1), X2(X - 1)%).
De plus, la famille ((X — DX (X -1)7,X2(X — 1)2) est libre car les polynémes sont non
nuls de degrés distincts. Donc c’est une base de GG, qui est de dimension 3.

3b Montrer que F' & G = FE.
Montrons que la somme est directe. Soit P € F' N G. Alors 0 est racine de P de multiplicité
au moins 3 et 1 est racine de P de multilicité au moins 2. Or 3+ 2 =5 > 4 > deg (P) donc

P= OR[X}-
Donc la somme F' + G est directe. De plus, dim (F') + dim (G) = 5 = dim (R4 [X]) donc
FeoG=F.
. . . 52 -1
3c Existe-t-il deux sous-espaces vectoriels A, B de E tels que d5 (A, B) = 5 ?

52 -1

On a dans cet exemple et d’apres 1.), on a ds (F,G) =12 = 5

4 Dans cette question, £ = Mj3(R). On note S3(R) I'ensemble des matrices symétriques de E et
'];“ (R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de E. On rappelle que ce sont des sous-
espaces vectoriels de E.

4a Donner sans démonstration une base et la dimension de Sz (R) et de 75" (R).
Notons E; ; les matrices élémentaires. La famille
(Evi, Eop, Ess, E1o+4 By, B3+ Es1, Ey 3+ E5 ) est une base de Ss (R) et dim (S5 (R)) = 6.
Et la famille (E1 1, oz, B33, E12, B3, Ea3) est une base de 73" (R) et dim (75" (R)) = 6.

4b Déterminer Sz (R) N 75" (R).
On a clairement :

A€ S (R)NT;T (R) & A diagonale
donc 83 (R) N 7?3+ (R) = Vect (El,h Eg,g, E3’3)

4c Montrer que S3 (R) + 7,7 (R) = E.
La famille (Ey 1, Ea, E33) est libre donc dim (Ss (R) N 73" (R)) = 3. Donc d’aprés la formule

17



de Grassman :
dim (S5 (R) + T (R)) = dim (S5 (R)) + dim (T;" (R)) — dim (S5 (R) N T5* (R)
— 646—3=9=dim(E)
et S3 (R) + 7," (R) est évidemment un sous-espace vectoriel de E donc S3 (R) + 7,7 (R) = E.
4d Si on note n = dim (E) , vérifier que d,, (S5 (R), 75" (R)) satisfait bien I'inégalité attendue.

On a:
92 — 1

dy (S3(R), 757 (R)) =92+ 3 —6"—6°=90— 72 =18 < = 40

I'inégalité attendue est bien vérifiée.
Partie B : cas général. F est de nouveau quelconque, on note dim (E) = n € N* et dim (F') = k.

5 Montrer que d,, (F,G) = 2 (dim (F) — dim (F N G)) (dim (G) — dim (F N G)) .
D’apreés la formule de Grassman, on a :

dy (F,G) = (dim (F) +dim (G) — dim (F N G))* + (dim (F N G))? = (dim (F))? — (dim (G))?
2 (dim (F N @))* — 2dim (F) dim (F N G) — 2dim (G) dim (F N G) + 2 dim (F) dim (G)
= 2(dim (F) — dim (F N G)) (dim (G) — dim (F N G))..

6 En déduire que d, (F,G) >0
FNG est un sev de F' et un sev de G donc de dimension inférieure ou égale. Donc d,, (F,G) > 0

7 A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on d,, (F,G) =0 ?
D’apreés la factorisation, on a :

d, (F,G) = 0<dim(F)=dim(FNG) ou dim(G) =dim (FNG)
s F=FNGouG=FNGcar FNGestunsevde Fetde
& FCcGouGCF.

8 Montrer que dim (F'NG) > dim (F) + dim (G) — n.
On a F'+ G C E donc dim (F + G) < n donc d’apres la formule de Grassman :

dim (F) + dim (G) —dim (FNG) <n

donc
dim (FNG) > dim (F) + dim (G) — n.
9 En déduire que d,, (F,G) <2k (n—k).
On adim (F)—dim (FNG) <dim (F) =k et dim (G) —dim (FNG) <n—dim(F)=n—k

donc d’apres 5 :
d, (F,G) <2k(n—Fk).

10 En déduire que d,, (F,G) <
Posons ¢ (t) = 2t (n —t).

@M| 310

est dérivable sur R et pour tout t € R :

¢ @8: 2n — 4t



donc

P H)>0et< g
donc ¢ admet un maximum en g qui vaut ¢ (g) gg
2
Donc en utilisant 9.), d,, (F,G) <2k (n—k) = ¢ (k) < %

11 On suppose dans cette question que n est pair.

FeG=FE

2
11a Montrer que d, (F,G) = % A { 2dim (F)=n -

n

e (<) Supposons F' & G = E et 2dim (F') = n. Alors aussi dim (G) = n — dim (F) = 5
donc d’aprés 1.), on a :

d, (F,G) = 2dim (F) dim (G) = 222 =
22 2
e (=) Supposons d,, (F,G) = % Alors vu la solution de la question 10, k£ = dim (F') = g
De plus, d,, (F,G) = 2k (n — k) donc (voir quesions 9 et 5), on a :
dlm —dim (FNG) =dim (F)
dim (G dlm(FﬂG)—n—dim(F)
donc dim (FNG) =0donc F +G = F @ G et dim (G) —n— :g
doncdim(F+G):g—i—g:Q:dim(E)doncF@G E. A1n31{ )::E

n
11b Justifier qu’il existe deux sous-espaces vectoriels A, B de E tels que d,, (4, B) =

n est pair donc n = 2p, p € N.
11 suffit de prendre une base (€, ..., €,) de E puis A = Vect (€1,...,€,) et B = Vect (€ps1,...,6n).

n2
Alors A@® B = F et 2dim (A) = n donc d’aprés 11a.), d,, (A, B)

2
12 Déterminer la valeur maximale prise par d,, lorsque n est impair (on posera n = 2p + 1).
2 (2p+1) 1
On sait d’apres 10.) que d,, (F,G) < % = (pT) = 2p% +2p + 3 mais puisque d,, (F, Q)
2
—1
est (par sa définition) un entier, on a d, (F,G) < 2p* + 2p = n 5

Montrons que cette valeur est atteinte.

Pour cela, soit (€1,...,€,) une base de E (avec n = 2p + 1) et prenons A = Vect (€1, ..., €p)
et B=Vect(€pt1,...,€E9+1). Alors dim (AN B) = 0 donc d’aprés 5 :

n?—1

dn (A, B) = 2(dim (A) — 0) (dim (B) —0) = 2p(p+1) = 2p* + 2p = 5

Donc cette valeur est atteinte, c’est le maximum de d,, (F, G) pour tous les sev F' et G de E.
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Probléme 1 : Optimisation du choix d’une place de parking

Présentation générale : On considére une rue infiniment longue et rectiligne. On souhaite aller & un
numéro précis de cette rue.
Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche & savoir & partir de quel moment
on doit commencer a s’intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer au plus pres de arrivée.
Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de la rue
a pour numéro 0. Devant chaque numéro n (n € N), il y a une place de parking qui peut étre libre
avec une probabilité p € |0, 1[. On suppose que p ne dépend pas de n et que les occupations de
places sont indépendantes les unes par rapport aux autres.
Notre stratégie est la suivante :on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption jusqu’au
numeéro s de la rue et on choisit la premiére place disponible a partir du numéro s (inclus).
On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.
On pose pour tout k € N, A, : << la k-iéme place est libre >>.
Ainsi, 'expérience est modélisée par un univers {2 muni d’une probabilité P tel que pour tout k € N,

P (Ag) =p.
Partie 1 : dérivées de la série géométrique.
1 Soit x € R. Montrer que la série Y na""! converge si et seulement si x € |—1,1].
e Si |x| > 1, la suite nz" ! diverge donc la série > nz"~! diverge grossiérement.
e Si|z| <1, alors n|z|" " = 0400 (%) car par croissance comparée, nEToo n?|z["! = 0.

La série )  — converge (série de Riemann) et ces séries sont des SATP (séries & termes
n
positifs) donc la série Y nz""! converge absolument donc converge.

e Ainsi, la série Y na""! converge ssi x € |—1,1].

+oo
2 Vérifier que pour tout z € |—1,1[, Y na" ! =
n=1

Pour tout =z € |-1,1[:

donc en dérivant :

- ok — (I-(n+1)a")(1—z)+ (x—a"") 1—-(n+1)a" 4 na"t!
;k (1—) (1—x)

+00 1
Or lim (n+1)z"=0et lim nz"** =0donc ) na"!'=—-—-.
n—-+0o n—+-00 n=1 (1 - l')

3 Soit z € R. Montrer que la série Y n (n — 1) 2”2 converge si et seulement si z € |—1,1].

e Si|z| > 1, lasuite n (n — 1) 2" 2 diverge donc la série Y n (n — 1) "2 diverge grossicre-
ment.
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: 1 . : 2
e Si|x| < 1,alorsn(n —1)2" % = 0,4 | — | car par croissance comparée, lim n?®(n —1)|z|" " =
77,2 n—-—4o00
0.
La série ) | — converge (série de Riemann) et ces séries sont des SATP (séries a termes
n
positifs) donc la série Y n (n — 1) 2”2 converge absolument donc converge.

e Ainsi, la série > n(n — 1) 2”2 converge ssi r € |—1,1].

+oo 2
4 Veérifier que pour tout z € |—1,1[, Y n(n—1)2"? = ———.
n=2 (1—x)
En dérivant une seconde fois, on obtient :

& L (—n(n+ 1Dz ' +nn+1)a")(1—-2)+2(1—2)(1 - (n+1)2" + na"?)
E(k—1)x" =
; (k—1) o
(—nn+1)z" 1 +nn+D)a")(1—2)+2(1 - (n+1)2" +nz"t)
(=)
2—nn+Dz"t+2(n*-1)a" —n(n—1)2"
(1—a)

+00
Or lim n(n+1)z" ' =0et lim (> —1)z"=0et lim n(n—1)z"™ =0donc > n(n—1)z" ! =

n—-+o00 n—+o0o n—-+o00 n—=>2

2
(1—2)*
Partie 2 : loi de X.

n—s

5 Vérifier que pour tout entier n > s, P(X =n)=(1—p)" " p
Soit n > s.On a: o
(X=n)=A;NA1N---NA,_1NA,

Comme les événements Aq, As, ..., A, sont mutuellement indépendants:

P(X =n)=P(4) P (A1) ... P (A4, 2) P(A4) = (1—p)"p

6 Montrer que la série > nP (X = n) converge.
+00

On pose alors £ (X) = > nP (X =n). Calculer E (X) en fonction de s et de p.

n=s

OnanP(X=n)=p(1—p)'n(1-p)"". Orpel0,1[donc 1—p e ]-1,1[ donc d’apres
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1, la série > nP (X = n) converge et d’aprés 2, on a :

I +o00
E(X) = ) nP(X=n)=p1-p) ") nl-p""
- p<1_p)l_sz(n,+3_1)(1—]9)”,“_2 en posant n =n' + s — 1
I +oo
= p(-p)"" (Zn (1-p)" ' +(s—1Y (1 _p>"—1)
1 1
- p(m+(s—l)m>
= 1—l—s—l.
p

7 Montrer que la série > n?P (X = n) converge.
+oo
On pose alors E (X?) = Y. n?P (X =n) et V(X) = E(X?) — (E(X))*. Calculer V (X) en

fonction de p (on constaterz; que V' (X) ne dépend pas de s).

Onan2P(X=n)=p(l—p) " n21-p)"7> ~o p(1=p) " Pnn-1)1-p)">. Or
p €]0,1[ donc 1 — p € ]—1, 1] donc d’apres 3, la série > n?P (X = n) converge et d’aprés 4,
on a :

400 400
E(X?) = Y n*P(X=n)=p) n*(1-p"~
+00 ,
= pZ(n'%—s—l)Q(l—p)"_1 en posant n =n'+s—1
=1

- p(Z (”(”_1)+(28—1)n+(5—1)2) (1—p)”—1)

= p(l-p)Y nn-1)10-p) " +p@s—1> n(l—p) " +p(s—1>) (1-p""
B T ) T
= P(l—P)erp(?S—l)erp(s—l) T—a_p
- 2(1_10)+28_1+(1—s)2
p? p
donc
V(X) = 2(1p2_p> 28}9_1—1—(1—3)2—(%—1—3—1)
2(1-p)  2s-—1 —32—i—2<8_1>— o 1)
P p =) P? p (s=1)
1-=2p 1 1—p
P p PP



Partie 3 : calcul de la distance moyenne a 1’arrivée. On souhaite aller au numéro d de cette
rue avec d € N*. Notre stratégie reviendra a choisir un numéro s compris entre 0 et d. Pour rappel,
s = 0 correspond & chercher une place dés le début de la rue.

+o00
On admettra que la distance moyenne a l'arrivée est Dy = > |n — d| P (X =n). On admettra
n=s

aussi que D, existe.

Pour simplifier, on prend p = 0 dans la suite de cette partie.

d +o0
9 Etablir que Dy =51+ Ssavec S1= >, (d—n)P(X =n)et So= >, (n—d)P(X =n).
n=s n=d+1

On a:

+o0 d +o0
D, = Y [n—dP(X=n)=) |n—dP(X=n)+ Y [n—dP(X=n)

- Z(d—n)P(X:n)+ f (n—d)P(X =n)=51+ 5

k 9\°
10 Soit la suite (uk)keN définie par Yk > 0, up, = > (k — 1) (1—0) )
i=0

9
Montrer que Vk > 0, ugpi1 = —up + k + 1.

10
Pour £ > 0 :
k+1 9 i k+1 9 7
Uk+1—;(/€+1—z)(1—0> —/{:—i—l—l—izl(k—i-l—z)(ﬁ)

onpose j=1—1:
i 9\’ 9 o 9\’ 9
=k+1 - —=) =k+1+=S"(k-(=) =k+1+—=
Upr1 =k + +j§;( ])(10) + +10]§;( ])(1()) + 1+ s

11 On pose vy, = uy, + ak, ou a est un réel. Choisir la valeur de a de sorte que la suite (Uk)keN soit d’un
type connu. En déduire Iexpression de vy puis de ug en fonction de k.

On a :
9
Ugr1 = Upp1+a(k+1) :k+1+1—0uk+ak+a
= k+1+3(v —ak)+ak+a—3v + <1+ﬁ>k+1+a
- T 10" 10
= 1—ka — 9 en prenant a = —10
(vg) est alors arithmético-géométrique, de point fixe ¢ avec ¢ = 1—00 — 9 donc ¢ = —90. Posons

9 9\"
wg = v + 90. Un calcul classique (du cours) donne wy 1 = 1—0wk d’on wy, = <1—0> Wo.
Or ug = 0 donc vy = 0 et wg = 90 donc :
9\ *
up = v + 10k = wy, — 90 + 10k = 90 (1—()) — 90 + 10k
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12 Exprimer S; a l'aide de ug_, puis donner 'expression de S en fonction de d et s.

On a:
d d 1 9\"*
S, = ;(d—n)P(X:n):;(d—n)E<E>
d—s n
1 1
= Y- () = g
—~ 10 \ 10 10
Donc :
9 d—s
+o00
13 Justifier que Sy — S1 = >_ (n —d) P (X = n). En déduire la valeur de Ss, puis D;.
On a: -
400 d
=5 = Y (n—d)P(X=n)=)> (d—n)P(X =n)
n=d-+1 n=s
400 d
= > (n-d)P(X=n)+)> (n—d)P(X =n)
n=d-+1 n=s
+o00
= Y (n—d)P(X =n)
Or SS AP (X =) = B(X) = *ds—1et S P(Xx—m)— 253 (L) L 1
s e =, T 10,2,\10 T 101-9/10
1 donc : .
52—51:5+S—1—d:9+8—d
Ainsi :
9 d—s
S2231+9+S—d:9<1—0)
Enfin :

9 d—s
D5251+52:d—8+9+18(1—0)

1 2 .
Partie 4 : optimisation. On admet que pour tout p € ]0,1[, Dy =d—s+1——+ = (1 —p)* ',
p p

14 Simplifier Dsq — Ds.

15 Etudier le signe de Dy q — Ds..
En déduire que D; est minimale pour S le plus petit entier strictement supérieur a « avec o =
In (2)
d+ —————.
In(1—p)

1
16 Dans cette question, on s’intéresse a ’exemple pour lequel p = —. En utilisant I’encadrement 2-1/6 <

10

0.9 < 277 a quelle distance de Parivée doit-on commencer & cherche une place.?
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