
Concours blanc PCSI1 2026
Exercice 1 : Trois questions indépendantes.

1 Soit B =(~e1; ~e2) la base canonique de R2: Soit A =

�
1 1
1 1

�
et f l�endomorphisme de R2

canoniquement associé à A: Montrer qu�il existe une base de R2 dans-laquelle la matrice de f

est B =

�
2 0
0 0

�
: On explicitera une matrice P;de passage mais pas la matrice P�1; et

on donnera la relation matricielle entre A et B:

2 Soit C =
�
1 1
0 1

�
: On raisonnera par l�absurde pour les deux questions suivantes :

2a Montrer que C n�est pas semblable à une matrice scalaire (ie de la forme �I2; � 2 C).

2b Montrer que C n�est pas semblable à une matrice diagonale. (on raisonnera sur l�application
linéaire canoniquement associée à C).

3 Soit M 2 Mn (R) une matrice à la fois nilpotente, c�est-à dire qu�il existe p 2 N� tel que
Mp = 0Mn(R) et diagonalisable, c�est-à dire telle qu�il existe une matrice inversible P véri�ant

P�1MP = D =

0BBB@
�1 0 � � � 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 �n

1CCCA (matrice diagonale). Montrer que M = 0Mn(R):

Exercice 2 : Analyse

Partie A : questions préliminaires. On considère la fonction f dé�nie sur R par

8t 2 R; f (t) = 1

1 + t2
:

1 E¤ectuer une étude rapide et tracer la courbe représentative de la fonction f:

2 Justi�er que le segment [0; 1] est stable par f; c�est-à dire que f ([0; 1]) � [0; 1] :

3 Etudier les variations de la fonction dérivée f 0 sur [0; 1] :

4 Déterminer toutes les primitives de f:

5 Donner les développements limités à l�ordre 5 en 0 des fonctions f et arctan :

Partie B : étude des solutions d�une équation di¤érentielle. on considère sur l�intervalle I =
]0;+1[ l�équation di¤érentielle suivante :

xy0 + 2y =
x

1 + x2
(E)

6 Déterminer toutes les solutions sur I de l�équation (E) :

7 Prouver que parmi toutes ces solutions, il en existe une et une seule qui soit prolongeable par
continuité en 0: On appelle g cette solution unique.
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8 Cette fonction g est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner la valeur de g0 (0) et déterminer la
tangente et la position de la courbe par rapport à la tangente au voisinage de 0+:

Partie C : une suite récurrente.

9 Prouver que l�équation x3 + x � 1 = 0 admet une et une seule solution réelle, notée �: Prouver
que 0 < � < 1:

10a Véri�er que � est un point �xe de la fonction f:

10b Rappeler l�énoncé du théorème de l�inégalité des accroissements �nis (hypothèses et conclu-
sion).

10c Montrer que f est C_lipschitzienne sur [0; 1] où C est une constante véri�ant 0 < C < 1:

11 On dé�nit la suite u = (un)n�0 par :

u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = f (un) =
1

1 + u2n
:

11a Montrer que pour tout n 2 N; un 2 [0; 1] :

11b Montrer que pour tout n � 0; jun � �j � Cn:

11c Que peut-on en déduire ?

Partie D : dérivées successives.

12 Justi�er que la fonction f est de classe C1 sur R:

13 Prouver que pour tout n 2 N; il existe un polynome Pn à coe¢ cients réels tel que :

8x 2 R; f (n) (x) = Pn (x)

(1 + x2)n+1

Au passage, on aura établi une relation entre les polynômes Pn+1; Pn et P 0n:

14 Rappeler l�énoncé (complet, hypothèses comprises) du théorème établissant la formule de Leib-
niz.

15a Que vaut (1 + x2) f (x) ? En déduire pour tout n � 2 et pour tout x 2 R :

Pn (x) + 2nxPn�1 (x) + n (n� 1)
�
1 + x2

�
Pn�2 (x) = 0:

15b Application : prouver que pour tout n � 0; les polynomes Pn et Pn�1 n�ont aucune racine
réelle commmune.

16 Dans cette question, on détermine les polynomes Pn par une méthode di¤érente.

16a Déterminer la décomposition en éléments simples sur C de la fonction f:

2



16b Etablir alors pour tout x 2 R et n 2 N :

f (n) (x) =
(�1)n n!
2i

 
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

(x2 + 1)n+1

!
:

16c En déduire une expression explicite de Pn (x) :

16d Montrer que pour tout n 2 N�; Pn possède exactement n racines réelles distinctes, qui sont les
cos

�
k�

n+ 1

�
sin

�
k�

n+ 1

� avec 1 � k � n:

Partie E : une équation fonctionnelle. On cherche les fonctions h solutions du problème (P) :

h : R! R dérivable sur R et 8x; y 2 R; h (x+ y) (1� h (x)h (y)) = h (x) + h (y)

17 Dans cette question, on suppose que h est solution de (P) :

17a Montrer h (0) = 0:

17b Montrer 8x 2 R; h0 (x)

1 + h2 (x)
= h0 (0) :

17c Montrer qu�il existe deux constantes a et b telles que 8x 2 R; arctan (h (x)) = ax+ b:

17d En déduire que h est constante.

18 Conclure.

Partie F : calcul de la somme d�une série. Soit la suite S = (Sn)n�0 dé�nie par :

8n 2 N; Sn =
nX
k=0

(�1)k

2k + 1
= 1� 1

3
+
1

5
� 1
7
+ � � �+ (�1)n

2n+ 1
:

19a On dé�nit deux nouvelles suites p = (pn) et q = (qn) par pn = S2n et qn = S2n+1 pour tout
n � 0:
Montrer que les suites p et q sont adjacentes.

19b Montrer que la suite S converge. On note L sa limite.

20 Soit pour tout n � 0 et tout x 2: R :

Dn (x) =
nX
k=0

(�1)k x2k = 1� x2 + x4 � x6 + � � �+ (�1)n x2n:

Exprimer Dn (x) à l�aide de f (x) :
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21a En calculant
R 1
0
Dn (x) dx de deux façons di¤érentes, montrer que pour tout n � 0 :���Sn � �

4

��� � 1

2n+ 3

21b Conclusion ?

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n 2 N�: Soient F;G deux sous-espaces
vectoriels de E:
On note :

dn (F;G) = (dim (F +G))
2 + (dim (F \G))2 � (dim (F ))2 � (dim (G))2

On veut prouver que : 8><>:
0 � dn (F;G) �

n2

2
si n est pair

0 � dn (F;G) �
n2 � 1
2

si n est impair

Partie A : étude d�exemples

1 On suppose que F �G = E: Exprimer dn (F;G) en fonction de dim (F ) et dim (G) :

2 Dans cette question, E = R4: Soient ~u = (1; 1; 0; 0) et ~v = (0; 0; 1; 1) et F = V ect (~u;~v) :

2a Déterminer une base et la dimension de F:

2b Soit G =

8<:~w = (x; y; z; t) 2 R4 /
8<:

x� y + z = 0
4x� 3y + 2z + t = 0
2x� y + t = 0

9=; : Montrer que G est un sous-

espace vectoriel de R4; en donner une base et la dimension.

2c Montrer que F �G = R4:

2d A-t-on d4 (A;B) <
42

2
pour tous sous-espaces vectoriels A et B de R4 ?

3 Dans cette question, on suppose E = R4 [X] ; F = fP 2 E / P (0) = P 0 (0) = P 00 (0) = 0g et
G = F = fP 2 E / P (1) = P 0 (1) = 0g :

3a Montrer que F etG sont des sous-espaces vectoriels deE; en déterminer une base et la dimension.

3b Montrer que F �G = E:

3c Existe-t-il deux sous-espaces vectoriels A;B de E tels que d5 (A;B) =
52 � 1
2

?

4 Dans cette question, E =M3 (R) : On note S3 (R) l�ensemble des matrices symétriques de E et
T +3 (R) l�ensemble des matrices triangulaires supérieures de E: On rappelle que ce sont des
sous-espaces vectoriels de E:

4a Donner sans démonstration une base et la dimension de S3 (R) et de T +3 (R) :
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4b Déterminer S3 (R) \ T +3 (R) :

4c Montrer que S3 (R) + T +3 (R) = E:

4d Si on note n = dim (E) ; véri�er que dn
�
S3 (R) ; T +3 (R)

�
satisfait bien l�inégalité attendue.

Partie B : cas général. E est de nouveau quelconque, on note dim (E) = n 2 N� et dim (F ) = k:

5 Montrer que dn (F;G) = 2 (dim (F )� dim (F \G)) (dim (G)� dim (F \G))

6 En déduire que dn (F;G) � 0:

7 A quelle condition nécessaire et su¢ sante a-t-on dn (F;G) = 0 ?

8 Montrer que dim (F \G) � dim (F ) + dim (G)� n:

9 En déduire que dn (F;G) � 2k (n� k) :

10 En déduire que dn (F;G) �
n2

2
:

11 On suppose dans cette question que n est pair.

11a Montrer que dn (F;G) =
n2

2
,
�

F �G = E
2 dim (F ) = n

11b Justi�er qu�il existe deux sous-espaces vectoriels A;B de E tels que dn (A;B) =
n2

2
:

12 Déterminer la valeur maximale prise par dn lorsque n est impair (on posera n = 2p+ 1).

Problème 1 : Optimisation du choix d�une place de parking

Présentation générale : On considère une rue in�niment longue et rectiligne. On souhaite aller
à un numéro précis de cette rue.
Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche à savoir à partir de quel
moment on doit commencer à s�intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer au plus
près de l�arrivée.
Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de
la rue a pour numéro 0: Devant chaque numéro n (n 2 N), il y a une place de parking qui
peut être libre avec une probabilité p 2 ]0; 1[ : On suppose que p ne dépend pas de n et que
les occupations de places sont indépendantes les unes par rapport aux autres.
Notre stratégie est la suivante :on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption
jusqu�au numéro s de la rue et on choisit la première place disponible à partir du numéro s
(inclus).
On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.
On pose pour tout k 2 N; Ak : ��la k-ième place est libre ��.
Ainsi, l�expérience est modélisée par un univers 
 muni d�une probabilité P tel que pour tout
k 2 N; P (Ak) = p:

Partie 1 : dérivées de la série géométrique.

1 Soit x 2 R: Montrer que la série
P
nxn�1 converge si et seulement si x 2 ]�1; 1[ :
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2 Véri�er que pour tout x 2 ]�1; 1[ ;
+1P
n=1

nxn�1 =
1

(1� x)2
:

3 Soit x 2 R: Montrer que la série
P
n (n� 1)xn�2 converge si et seulement si x 2 ]�1; 1[ :

4 Véri�er que pour tout x 2 ]�1; 1[ ;
+1P
n=2

n (n� 1)xn�2 = 2

(1� x)3
:

Partie 2 : loi de X:

5 Véri�er que pour tout entier n � s; P (X = n) = (1� p)n�s p

6 Montrer que la série
P
nP (X = n) converge.

On pose alors E (X) =
+1P
n=s

nP (X = n) : Calculer E (X) en fonction de s et de p:

7 Montrer que la série
P
n2P (X = n) converge.

On pose alors E (X2) =
+1P
n=s

n2P (X = n) et V (X) = E (X2) � (E (X))2 : Calculer V (X) en

fonction de p (on constatera que V (X) ne dépend pas de s).

Partie 3 : calcul de la distance moyenne à l�arrivée. On souhaite aller au numéro d de cette
rue avec d 2 N�: Notre stratégie reviendra à choisir un numéro s compris entre 0 et d: Pour
rappel, s = 0 correspond à chercher une place dès le début de la rue.

On admettra que la distance moyenne à l�arrivée estDs =
+1P
n=s

jn� djP (X = n) : On admettra

aussi que Ds existe.

Pour simpli�er, on prend p =
1

10
dans la suite de cette partie.

9 Etablir que Ds = S1 + S2 avec S1 =
dP
n=s

(d� n)P (X = n) et S2 =
+1P
n=d+1

(n� d)P (X = n) :

10 Soit la suite (uk)k2N dé�nie par 8k � 0; uk =
kP
i=0

(k � i)
�
9

10

�i
:

Montrer que 8k � 0; uk+1 =
9

10
uk + k + 1:

11 On pose vk = uk + ak, où a est un réel. Choisir la valeur de a de sorte que la suite (vk)k2N soit
d�un type connu. En déduire l�expression de vk puis de uk en fonction de k:

12 Exprimer S1 à l�aide de ud�s puis donner l�expression de S1 en fonction de d et s:

13 Justi�er que S2 � S1 =
+1P
n=s

(n� d)P (X = n) : En déduire la valeur de S2; puis Ds:
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Corrigé de l�exercice 1 : Trois questions indépendantes.

1 Soit B = (~e1; ~e2) la base canonique de R2: Soit A =
�
1 1
1 1

�
et f l�endomorphisme de R2 canon-

iquement associé à A: Montrer qu�il existe une base de R2 dans-laquelle la matrice de f est B =�
2 0
0 0

�
: On explicitera une matrice P;de passage mais pas la matrice P�1; et on donnera la

relation matricielle entre A et B:
On a f (~e1 + ~e2) = 2 (~e1 + ~e2) et f (~e1 + ~e�) = ~0: De plus, (~e1 + ~e2; ~e1 � ~e2) est une base de
R2 car ces deux vecteurs sont non colinéaires. Donc la matrice de f dans cette base est B: La

matrice de passage de B à la nouvelle base est P = MatB (~e1 + ~e2; ~e1 � ~e2) =
�
1 1
1 �1

�
et

la relation de changement de base est B = P�1AP:

2 Soit C =

�
1 1
0 1

�
: On raisonnera par l�absurde pour les deux questions suivantes :

2a Montrer que C n�est pas semblable à une matrice scalaire (ie de la forme �I2; � 2 C).
Soit f l�endomorphisme de R2 canoniquement associé à C: Si C était semblable à �I2; alors
cette matrice serait celle de f dans une certaine base, ce qui signi�erait que f = �IdR2 : Mais
alors, �I2 serait la matrice de f dans toute base de R2; absurde car C 6= �I2. Donc C n�est
pas semblable à une matrice scalaire.

2b Montrer que C n�est pas semblable à une matrice diagonale. (on raisonnera sur l�application linéaire
canoniquement associée à C).

Supposons C semblable à une matrice diagonale D =
�
� 0
0 �

�
:

Il existe donc une base (~u1; ~u2) de R2 telle queMat(~u1;~u2) (f) =
�
� 0
0 �

�
: Alors f (~u1) = �~u1:

Notons ~u1 = (x; y) : Alors C
�
x
y

�
= �

�
x
y

�
donc

�
x+ y = �x
y = �y

: Si � 6= 1, alors y = 0

donc x = �x donx x = 0 dnc ~u1 = ~0: C�est absurde, donc � = 1: Le même raisonnement
donne � = 1: Donc f = IdR2, absurde vu la matrice C canoniquement associée à f:

3 SoitM 2Mn (R) une matrice à la fois nilpotente, c�est-à dire qu�il existe p 2 N� tel queMp = 0Mn(R)
et diagonalisable, c�est-à dire telle qu�il existe une matrice inversible P véri�ant P�1MP = D =0BBB@
�1 0 � � � 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 �n

1CCCA (matrice diagonale). Montrer que M = 0Mn(R):

Par récurrence, on montre facilement sous ces hypothèses que pour tout entier s; P�1M sP =

Ds: En particulier, Dp = (0) : Or Dp =

0BBB@
�p1 0 � � � 0

0 �p2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 �pn

1CCCA donc �1 = �2 = � � � = �n = 0:

Donc D = (0) donc M = PDP�1 = (0) :
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Corrigé de l�exercice 2 : Analyse

Partie A : questions préliminaires. On considère la fonction f dé�nie sur R par 8t 2 R; f (t) =
1

1 + t2
:

1 E¤ectuer une étude rapide et tracer la courbe représentative de la fonction f:

f est de classe C1 sur R et 8t 2 R; f 0 (t) = �2t
(1 + t2)2

: Facilement, f est paire, croissante sur

R�; décroissante sur R+; avec f (0) = 1 et lim
t!+1

f (t) = 0:

2 Justi�er que le segment [0; 1] est stable par f; c�est-à dire que f ([0; 1]) � [0; 1] :
Par décroissance de f sur [0; 1] ; 8t 2 [0; 1] ; f (1) = 1

2
� f (t) � f (0) = 1 donc f (t) 2 [0; 1]

donc [0; 1] est stable par f:

3 Etudier les variations de la fonction dérivée f 0 sur [0; 1] :
Pour tout t 2 [0; 1] :

f 00 (t) =
�2 (1 + t2)2 + 4t (1 + t2) 2t

(1 + t2)4
=
�2 (1 + t2) + 8t2

(1 + t2)3
=
2 (3t2 � 1)
(1 + t2)3

donc

f 00 (t) � 0, 3t2 � 1, t �
p
3

3

donc f 0 est décroissante sur

"
0;

p
3

3

#
et croissante sur

"p
3

3
; 1

#
:

4 Déterminer toutes les primitives de f:
Les primitives de f sont les fonctions arctan+C; C 2 R:

5 Donner les développements limités à l�ordre 5 en 0 des fonctions f et arctan :

On a
1

1 + t
= 1� t+ t2 � t3 + o0 (t3) donc par substitution et troncature :

f (t) =
1

1 + t2
= 1� t2 + t4 + o0

�
t5
�

puis par primitivation :

arctan (t) = arctan (0) + t� t
3

3
+
t5

5
+ o0

�
t5
�
= t� t

3

3
+
t5

5
+ o0

�
t5
�
:

Partie B : étude des solutions d�une équation di¤érentielle. on considère sur l�intervalle I =
]0;+1[ l�équation di¤érentielle suivante :

xy0 + 2y =
x

1 + x2
(E)
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6 Déterminer toutes les solutions sur I de l�équation (E) :
Soit (E0) : xy0 + 2y = 0 l�équation homogène associée. On résoud sur ]0;+1[ donc (E0) ,
y0 +

2

x
y = 0:

On pose a (x) =
2

x
; A (x) =

R
a (x) dx = 2 ln (x) donc la solution générale de (E0) est y (x) =

�e�2 ln(x) =
�

x2
; � 2 R:

Pour la méthode de variation de la constante, on pose y (x) =
� (x)

x2
; d�où y0 (x) =

�0 (x)

x2
�

2
� (x)

x3
et :

xy0 + 2y =
x

1 + x2
, x

�
�0 (x)

x2
� 2� (x)

x3

�
+ 2

� (x)

x2
=

x

1 + x2

, �0 (x)

x
=

x

1 + x2
, �0 (x) =

x2

1 + x2
= 1� 1

1 + x2

On prend � (x) = x� arctan (x) : Donc y (x) = x� arctan (x)
x2

est une solution particulière de

(E) et la solution générale de (E) sur I :

y (x) =
x� arctan (x) + �

x2
; � 2 R:

7 Prouver que parmi toutes ces solutions, il en existe une et une seule qui soit prolongeable par continuité
en 0: On appelle g cette solution unique.
D�après 5; cette solution s�écrit :

y (x) =
�

x2
+
x

3
� x

3

5
+ o0

�
x3
�

donc n�admet une limite �nie en 0 que si � = 0: Dans ce cas, y (x) =
x

3
� x

3

5
+ o0 (x

3) donc

lim
x!0+

y (x) = 0 donc est prolongeable par continuité en une fonction g avec g (0) = 0:

8 Cette fonction g est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner la valeur de g0 (0) et déterminer la tangente et
la position de la courbe par rapport à la tangente au voisinage de 0+:

g admet alors un DL à l�ordre 1 en 0 donc est dérivable en 0 avec g0 (0) =
1

3
: La tangente est

T0 : y =
x

3
:

En�n, g (x)� x
3
= �x

3

5
+ o0 (x

3) �0 �
x3

5
� 0 car x � 0 donc la courbe est en-dessous de sa

tangente en 0 au voisinage de 0+:

Partie C : une suite récurrente.

9 Prouver que l�équation x3 + x � 1 = 0 admet une et une seule solution réelle, notée �: Prouver que
0 < � < 1:
Posons h (x) = x3+ x� 1; h0 (x) = 3x2+1 > 0 donc h croît strictement sur R et est continue
donc d�après le théorème de la bijection, h induit une bijection de R sur R (car h (x) ��1 x3)
donc l�équation h (x) = 0 admet une unique solution réelle. De plus, h (0) = �1 < 0 et
h (1) = 1 > 0 donc 0 < � < 1:

9



10a Véri�er que � est un point �xe de la fonction f:
On a :

f (�)� � = 1

1 + �2
� � = 1� �� �3

1 + �2
= 0

donc � est un point �xe de f:

10b Rappeler l�énoncé du théorème de l�inégalité des accroissements �nis (hypothèses et conclusion).
Si f est dérivable sur un intervalle I et s�il existe M 2 R tel que 8x 2 I; jf 0 (x)j �M , alors f
est M -lipschitzienne sur I; c�est-à dire que pour tous x; x0 2 I; jf (x0)� f (x)j �M jx0 � xj :

10c Montrer que f est C_lipschitzienne sur [0; 1] où C est une constante véri�ant 0 < C < 1:

Rappelons 8t 2 [0; 1] ; f 0 (t) =
�2t

(1 + t2)2
� 0 et que f 0 est décroissante sur

"
0;

p
3

3

#
et

croissante sur

"p
3

3
; 1

#
donc pour tout t 2 [0; 1] :

jf 0 (t)j �
�����f 0
 p

3

3

!����� = 2=
p
3

(1 + 1=3)2
=
3
p
3

8
< 1:

D�après l�inégalité des accroissements �nis, f est donc C-lipschitzienne sur [0; 1] avec C =
3
p
3

8
< 1:

11 On dé�nit la suite u = (un)n�0 par :

u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = f (un) =
1

1 + u2n
:

11a Montrer que pour tout n 2 N; un 2 [0; 1] :
[0; 1] est stable par f et u0 2 [0; 1] donc une récurrence immédiate montre que pour tout
n 2 N; un 2 [0; 1] :

11b Montrer que pour tout n � 0; jun � �j � Cn:
Pour tout n 2 N; jun+1 � �j = jf (un)� f (�)j � C jun � �j car un; � 2 [0; 1] et f est
C�lipschitzienne sur [0; 1]. On montre ensuite par récurrence (sans di¢ culté mais rédigez-la!)
que pour tout n � 0; jun � �j � Cn ju0 � �j � Cn j�j � Cn; car � 2 [0; 1] :

11c Que peut-on en déduire ?
Puisque 0 < C < 1; on a lim

n!+1
Cn = 0 donc par encadrement, lim

n!+1
un = �:

Partie D : dérivées successives.

12 Justi�er que la fonction f est de classe C1 sur R:
Comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s�annule pas.

13 Prouver que pour tout n 2 N; il existe un polynome Pn à coe¢ cients réels tel que :

8x 2 R; f (n) (x) = Pn (x)

(1 + x2)n+110



Au passage, on aura établi une relation entre les polynômes Pn+1; Pn et P 0n:
Par récurrence sur n 2 N; on montrer qu�il existe Pn 2 R [X] tel que 8x 2 R; f (n) (x) =
Pn (x)

(1 + x2)n+1
:

� I.: n = 0; 8x 2 R; f (0) (x) = f (x) = 1

1 + x2
donc on pose P0 (x) = 1 et c�est bon.

� H. : soit n � 0 tel que 8x 2 R; f (n) (x) = Pn (x)

(1 + x2)n+1
: Alors pour tout x 2 R :

f (n+1) (x) =
P 0n (x)

(1 + x2)n+1
�(n+ 1) 2xPn (x)

(1 + x2)n+2
=
(1 + x2)P 0n (x)� 2 (n+ 1) xPn (x)

(1 + x2)n+2
=

Pn+1 (x)

(1 + x2)n+2

en posant Pn+1 (X) = (1 +X2)P 0n (X) � 2 (n+ 1)XPn (X) ; qui est bien un polynôme
comme somme, produit et dérivée de polynômes.

� C.: pour tout n 2 N; il existe Pn polynôme à coe¢ cients réels tel que 8x 2 R; f (n) (x) =
Pn (x)

(1 + x2)n+1
:

14 Rappeler l�énoncé (complet, hypothèses comprises) du théorème établissant la formule de Leibniz.
Si f et g sont n fois dérivables sur un intervalle I; alors fg aussi et pour tout x 2 I :

(fg)(n) (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
f (k) (x) g(n�k) (x)

15a Que vaut (1 + x2) f (x) ? En déduire pour tout n � 2 et pour tout x 2 R :

Pn (x) + 2nxPn�1 (x) + n (n� 1)
�
1 + x2

�
Pn�2 (x) = 0:

On a (1 + x2) f (x) = 1: Posons f1 (x) = (1 + x2) ; f et f1 sont n fois dérivables sur R pour
tout entier n et on a f 01 (x) = 2x; f 002 (x) = 2 et pour k � 3; f (k) (x) = 0 donc d�après la
formule de Leibniz, pour tout n � 2 et x 2 R :

nX
k=0

�
n

k

�
f
(k)
1 (x) f (n�k) (x) = 0

donc
2X
k=0

�
n

k

�
f
(k)
1 (x) f (n�k) (x) = 0

donc �
1 + x2

�
f (n) (x) + 2nxf (n�1) (x) + 2

n (n� 1)
2

f (n�2) (x) = 0

donc �
1 + x2

� Pn (x)

(1 + x2)n+1
+ 2nx

Pn�1 (x)

(1 + x2)n
+ n (n� 1) Pn�2 (x)

(1 + x2)n�1
= 0

11



donc
Pn (x) + 2nxPn�1 (x) + n (n� 1) (1 + x2)Pn�2 (x)

(1 + x2)n
= 0

donc
Pn (x) + 2nxPn�1 (x) + n (n� 1)

�
1 + x2

�
Pn�2 (x) = 0:

15b Application : prouver que pour tout n � 0; les polynomes Pn et Pn�1 n�ont aucune racine réelle
commmune.
Supposons que � est une racine réelle commune de Pn et Pn�1:Alors 0 = Pn (�)+2n�Pn�1 (�)+
n (n� 1)

�
1 + �2

�
Pn�2 (�) = n (n� 1)

�
1 + �2

�
Pn�2 (�) donc Pn�2 (�) = 0 et donc � est

racine commune de Pn�1 et Pn�2 donc par le même raisonnement racine de Pn�3 et par
récurrence descendante, � est racine commune de Pn�k et Pn�k�1 donc in �ne de P2 et P1
donc de P0: Or P0 = 1 donc c�est absurde, d�où la conclusion.

16 Dans cette question, on détermine les polynomes Pn par une méthode di¤érente.

16a Déterminer la décomposition en éléments simples sur C de la fonction f:
On a f (t) =

1

1 + t2
=

1

(t� i) (t+ i) =
a

t+ i
+

b

t� i avec a; b 2 C: Donc 1 = a (t� i)+b (t+ i)

et en prenant t = i; il vient b =
1

2i
=
�i
2
et en prenant t = �i; il vient a = i

2
d�où :

f (t) =
i

2

�
1

t+ i
� 1

t� i

�
16b Etablir alors pour tout x 2 R et n 2 N :

f (n) (x) =
(�1)n n!
2i

 
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

(x2 + 1)n+1

!
:

Par récurrence, on montre (vu maintes fois en TD) que la dérivée n�ième de x 7! 1

x� c est

x 7! (�1)n n!
(x� c)n+1

d�où pour tout x 2 R :

f (n) (x) =
i

2

�
(�1)n n!
(x+ i)n+1

� (�1)n n!
(x� i)n+1

�
=
i (�1)n n!

2

 
(x� i)n+1 � (x+ i)n+1

(x2 + 1)n+1

!

=
(�1)n n!
2i

 
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

(x2 + 1)n+1

!

16c En déduire une expression explicite de Pn (x) :

Or pour tout n entier et x réel, f (n) (x) =
Pn (x)

(1 + x2)n+1
, donc

Pn (x)

(1 + x2)n+1
=

(�1)n n!
2i

(1 + x2)n+1
�
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

�
donc :

Pn (x) =
(�1)n n!
2i

�
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

�
12



16d Montrer que pour tout n 2 N�; Pn possède exactement n racines réelles distinctes, qui sont les

cos

�
k�

n+ 1

�
sin

�
k�

n+ 1

� avec 1 � k � n:

D�où :

Pn (x) = 0,
�
(x+ i)n+1 � (x� i)n+1

�
= 0, (x+ i)n+1 = (x� i)n+1

,
�
x+ i

x� i

�n+1
= 0 car x = i n�est pas solution

, 9k 2 [j0; nj] tel que x+ i
x� i = e

2ik�=(n+1)

, 9k 2 [j0; nj] tel que x+ i = (x� i) e2ik�=(n+1)

, 9k 2 [j1; nj] tel que x =
�i
�
1 + e2ik�=(n+1)

�
1� e2ik�=(n+1)

car pour k = 0; x+ i = x� i est impossible et pour k 6= 0; e2ik�=(n+1) 6= 1: D�où :

Pn (x) = 0, 9k 2 [j1; nj] tel que x = �i
eik�=(n+1)

�
e�ik�=(n+1) + eik�=(n+1)

�
eik�=(n+1) (e�ik�=(n+1) � eik�=(n+1))

, 9k 2 [j1; nj] tel que x = �i
2 cos

�
k�

n+ 1

�
�2i sin

�
k�

n+ 1

� = cos

�
k�

n+ 1

�
sin

�
k�

n+ 1

� :
Ce sont bien des récines réelles. Reste à prouver qu�elles sont distinctes : posons xk =

cos

�
k�

n+ 1

�
sin

�
k�

n+ 1

� :
Pour 1 � k <

�
n+ 1

2

�
, xk > 0; pour

�
n+ 1

2

�
< k � n; xk < 0; et xk = 0 pour k =

n+ 1

2
(si

n est impair).

Pour k 6= n+ 1

2
; xk =

1

tan

�
n+ 1

2

� et x 7! 1

tan (x)
est injective sur

i
0;
�

2

h
et sur

i�
2
; �
h

(comme composée d�injections par exemple) et
k�

n+ 1
est dans ces intervalles. Donc les xk

positifs (strictement) sont deux à deux distincts, les xk (strictement) négatifs aussi, donc les
xk pris dans leur globalité le sont encore !

Partie E : une équation fonctionnelle. On cherche les fonctions h solutions du problème (P) :

h : R! R dérivable sur R et 8x; y 2 R; h (x+ y) (1� h (x)h (y)) = h (x) + h (y)

17 Dans cette question, on suppose que h est solution de (P) :

13



17a Montrer h (0) = 0:
Prendre x = y = 0 donne h (0)

�
1� (h (0))2

�
= 2h (0) : Supposons h (0) 6= 0; alors 1 �

(h (0))2 = 2; absurde car (h (0))2 � 0: Donc h (0) = 0:

17b Montrer 8x 2 R; h0 (x)

1 + h2 (x)
= h0 (0) :

Dérivons la relation h (x+ y) (1� h (x)h (y)) = h (x) + h (y) par rapport à x (y étant �xé,
tout est dérivable car h l�est sur R) : pour tous x; y 2 R :

h0 (x+ y) (1� h (x)h (y)) + h (x+ y) (�h0 (x)h (y)) = h0 (x)

puis prenons y = �x :
h0 (0) (1� h (x)h (�x)) = h0 (x) :

Or prendre y = �x dans la relation d�origine donne compte tenu de h (0) = 0; h (�x) = �h (x)
donc la relation ci-dessus se réécrit :

h0 (0)
�
1 + h2 (x)

�
= h0 (x) ; i.e.,

h0 (x)

1 + h2 (x)
= h0 (0) :

17c Montrer qu�il existe deux constantes a et b telles que 8x 2 R; arctan (h (x)) = ax+ b:
En primitivant cette relation, on trouve qu�il existe une constant b telle que pour tout x 2 R :

arctan (h (x)) = h0 (0) x+ b

17d En déduire que h est constante.
Prendre x = 0 donne b = arctan (0) = 0 d�où pour tout x 2 R; arctan (h (x)) = h0 (0) x: Mais
si h0 (0) 6= 0; alors lim

x!+1
arctan (h (x)) = �1; ce qui est absurde car arctan est à valeurs dans�

��
2
;
�

2

�
: Donc h0 (0) = 0: Donc pour tout x; h0 (x) = 0 donc h est constante.

18 Conclure.
Or h (0) = 0 donc h est la fonction nulle. En�n, réciproquement (synthèse !), la fonction nulle
est évidemment solution du problème (P) ; c�est donc son unique solution.

Partie F : calcul de la somme d�une série. Soit la suite S = (Sn)n�0 dé�nie par :

8n 2 N; Sn =
nX
k=0

(�1)k

2k + 1
= 1� 1

3
+
1

5
� 1
7
+ � � �+ (�1)n

2n+ 1
:

19a On dé�nit deux nouvelles suites p = (pn) et q = (qn) par pn = S2n et qn = S2n+1 pour tout n � 0:
Montrer que les suites p et q sont adjacentes.
On a :

pn+1 � pn = S2n+2 � S2n =
2n+2X
k=2n+1

(�1)k

2k + 1
=

1

4n+ 5
� 1

4n+ 3
� 0

qn+1 � qn = S2n+3 � S2n+1 =
2n+3X
k=2n+2

(�1)k

2k + 1
=

1

4n+ 5
� 1

4n+ 7
� 0

14



qn � pn =
2n+1X
k=0

(�1)k

2k + 1
�

2nX
k=0

(�1)k

2k + 1
=

�1
4n+ 3

donc (pn) est décroissante, (qn) est croissante et lim
n!+1

(qn � pn) = 0 donc (pn) et(qn) sont

adjacentes.

19b Montrer que la suite S converge. On note L sa limite.
Comme suites adjacentes, elles ont une limite commune L: Or ce sont les suites extraites des
termes d�indices pairs et impairs de (Sn) donc (Sn) converge aussi vers L:

20 Soit pour tout n � 0 et tout x 2: R :

Dn (x) =

nX
k=0

(�1)k x2k = 1� x2 + x4 � x6 + � � �+ (�1)n x2n:

Exprimer Dn (x) à l�aide de f (x) :

Par somme géométrique, puisque �x2 6= 1; Dn (x) =
1� (�x2)n+1

1 + x2
= f (x)� (�1)

n+1 x2n+2

1 + x2
:

21a En calculant
R 1
0
Dn (x) dx de deux façons di¤érentes, montrer que pour tout n � 0 :���Sn � �

4

��� � 1

2n+ 3

D�une part,
R 1
0
Dn (x) dx =

R 1
0

nP
k=0

(�1)k x2kdx =
nP
k=0

(�1)k
R 1
0
x2kdx =

nP
k=0

(�1)k

2k + 1
= Sn:

D�atre part :Z 1

0

Dn (x) dx =

Z 1

0

 
f (x)� (�1)

n+1 x2n+2

1 + x2

!
dx =

Z 1

0

f (x) dx+ (�1)n
Z 1

0

x2n+2

1 + x2
dx

= [arctan (x)]10 + (�1)
n

Z 1

0

x2n+2

1 + x2
dx =

�

4
+ (�1)n

Z 1

0

x2n+2

1 + x2
dx

donc : ���Sn � �
4

��� = ����(�1)n Z 1

0

x2n+2

1 + x2
dx

���� = Z 1

0

x2n+2

1 + x2
dx

Or pour tout x 2 [0; 1] ; 1

1 + x2
� 1 donc x

2n+2

1 + x2
� x2n+2 donc

R 1
0

x2n+2

1 + x2
dx �

R 1
0
x2n+2dx =

1

2n+ 3
donc : ���Sn � �

4

��� � 1

2n+ 3

21b Conclusion ?
Par encadrement, il vient L =

�

4
:

Corrigé de l�exercice 3 : Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n 2 N�: Soient F;G deux
sous-espaces vectoriels de E:
On note :

dn (F;G) = (dim (F +G))
2 + (dim (F \G))2 � (dim (F ))2 � (dim (G))2

15



On veut prouver que : 8><>:
0 � dn (F;G) �

n2

2
si n est pair

0 � dn (F;G) �
n2 � 1
2

si n est impair

Partie A : étude d�exemples

1 On suppose que F �G = E: Exprimer dn (F;G) en fonction de dim (F ) et dim (G) :
Sachant F �G = E; on a dim (F +G) = dim (F ) + dim (G) et dim (F \G) = 0 donc :

dn (F;G) = (dim (F ) + dim (G))
2 � (dim (F ))2 � (dim (G))2 = 2dim (F ) dim (G) :

2 Dans cette question, E = R4: Soient ~u = (1; 1; 0; 0) et ~v = (0; 0; 1; 1) et F = V ect (~u;~v) :

2a Déterminer une base et la dimension de F:
Les deux vecteurs ~u et ~v sont non colinéaires donc forment une famille libre donc une base de
F = V ect (~u;~v) ; qui est donc de dimension 2:

2b Soit G =

8<:~w = (x; y; z; t) 2 R4 /
8<:

x� y + z = 0
4x� 3y + 2z + t = 0
2x� y + t = 0

9=; : Montrer que G est un sous-espace

vectoriel de R4; en donner une base et la dimension.
Soit X = (x; y; z; t) 2 R4; on a :

X 2 G,

8<:
x� y + z = 0

4x� 3y + 2z + t = 0
2x� y + t = 0

,

8<:
x� y + z = 0

0 = 0 (L2 � 2L1 � L3)
2x� y + t = 0

,
�
x� y + z = 0
2x� y + t = 0

,
�
z = �x+ y
t = �2x+ y , X = (x; y;�x+ y;�2x+ y)

, X 2 V ect ((1; 0;�1;�2) ; (0; 1; 1; 1))

Ainsi G = V ect ((1; 0;�1;�2) ; (0; 1; 1; 1)) donc G est un sev de R4:
De plus, la famille ((1; 0;�1;�2) ; (0; 1; 1; 1)) est libre car les deux vecteurs sont non colinéaires
donc c�est une base de G; qui est donc de dimension 2:

2c Montrer que F �G = R4:
Montrons que la somme est directe. Soit donc (x; y; z; t) 2 F \ G, alors y = x et z = t donc
aussi : 8<:

x� x+ z = 0
4x� 3x+ 2z + z = 0
2x� x+ z = 0

donc z = 0 puis x = 0 puis (x; y; z; t) = (0; 0; 0; 0) : Donc F \G =
n
~0
o
: Donc la somme F +G

est directe. De plus, dim (F ) + dim (G) = 2 + 2 = 4 = dim (R4) donc F �G = R4:

2d A-t-on d4 (A;B) <
42

2
pour tous sous-espaces vectoriels de R4 ?

Dans l�exemple précédent et d�après 1:), on a d4 (F;G) = 8 =
42

2
donc l�inégalité n�est pas

toujours stricte.
16



3 Dans cette question, on suppose E = R4 [X] ; F = fP 2 E / P (0) = P 0 (0) = P 00 (0) = 0g et G =
F = fP 2 E / P (1) = P 0 (1) = 0g :

3a Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E; en déterminer une base et la dimension.
Soit P 2 R4 [X] : D�après le théorème de caractérisation de la multiplicité des racines, on a :

P 2 F , X3 divise P , 9a; b 2 R = P = X3 (aX + b) car deg (P ) � 4
, P 2 V ect

�
X3; X4

�
Ainsi F = V ect (X32; X4) donc F est bien un sous-espace vectoriel de R4 [X] : La famille
(X3; X4) est libre car les polynômes sont non nuls de degrés distincts. Donc (X3; X4) est une
base de F; qui est de dimension 2:
De même :

P 2 G, (X � 1)2 divise P , 9a; b 2 R = P = (X � 1)2
�
aX2 + bX + c

�
car deg (P ) � 4

, P 2 V ect
�
(X � 1)2 ; X (X � 1)2 ; X2 (X � 1)2

�
Donc G = V ect

�
(X � 1)2 ; X (X � 1)2 ; X2 (X � 1)2

�
:

De plus, la famille
�
(X � 1)2 ; X (X � 1)2 ; X2 (X � 1)2

�
est libre car les polynômes sont non

nuls de degrés distincts. Donc c�est une base de G; qui est de dimension 3:

3b Montrer que F �G = E:
Montrons que la somme est directe. Soit P 2 F \ G: Alors 0 est racine de P de multiplicité
au moins 3 et 1 est racine de P de multilicité au moins 2: Or 3 + 2 = 5 > 4 � deg (P ) donc
P = 0R[X]:
Donc la somme F + G est directe. De plus, dim (F ) + dim (G) = 5 = dim (R4 [X]) donc
F �G = E:

3c Existe-t-il deux sous-espaces vectoriels A;B de E tels que d5 (A;B) =
52 � 1
2

?

On a dans cet exemple et d�après 1:), on a d5 (F;G) = 12 =
52 � 1
2

:

4 Dans cette question, E = M3 (R) : On note S3 (R) l�ensemble des matrices symétriques de E et
T +3 (R) l�ensemble des matrices triangulaires supérieures de E: On rappelle que ce sont des sous-
espaces vectoriels de E:

4a Donner sans démonstration une base et la dimension de S3 (R) et de T +3 (R) :
Notons Ei;j les matrices élémentaires. La famille
(E1;1; E2;2; E3;3; E1;2 + E2;1; E1;3 + E3;1; E2;3 + E3;2) est une base de S3 (R) et dim (S3 (R)) = 6:
Et la famille (E1;1; E2;2; E3;3; E1;2; E1;3; E2;3) est une base de T +3 (R) et dim

�
T +3 (R)

�
= 6:

4b Déterminer S3 (R) \ T +3 (R) :
On a clairement :

A 2 S3 (R) \ T +3 (R), A diagonale

donc S3 (R) \ T +3 (R) = V ect (E1;1; E2;2; E3;3)

4c Montrer que S3 (R) + T +3 (R) = E:
La famille (E1;1; E2;2; E3;3) est libre donc dim

�
S3 (R) \ T +3 (R)

�
= 3: Donc d�après la formule
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de Grassman :

dim
�
S3 (R) + T +3 (R)

�
= dim (S3 (R)) + dim

�
T +3 (R)

�
� dim

�
S3 (R) \ T +3 (R)

�
= 6 + 6� 3 = 9 = dim (E)

et S3 (R) + T +3 (R) est évidemment un sous-espace vectoriel de E donc S3 (R) + T +3 (R) = E:

4d Si on note n = dim (E) ; véri�er que dn
�
S3 (R) ; T +3 (R)

�
satisfait bien l�inégalité attendue.

On a :

dn
�
S3 (R) ; T +3 (R)

�
= 92 + 32 � 62 � 62 = 90� 72 = 18 � 92 � 1

2
= 40

l�inégalité attendue est bien véri�ée.

Partie B : cas général. E est de nouveau quelconque, on note dim (E) = n 2 N� et dim (F ) = k:

5 Montrer que dn (F;G) = 2 (dim (F )� dim (F \G)) (dim (G)� dim (F \G)) :
D�après la formule de Grassman, on a :

dn (F;G) = (dim (F ) + dim (G)� dim (F \G))2 + (dim (F \G))2 � (dim (F ))2 � (dim (G))2

= 2 (dim (F \G))2 � 2 dim (F ) dim (F \G)� 2 dim (G) dim (F \G) + 2 dim (F ) dim (G)
= 2 (dim (F )� dim (F \G)) (dim (G)� dim (F \G)) :

6 En déduire que dn (F;G) � 0:
F\G est un sev de F et un sev deG donc de dimension inférieure ou égale. Donc dn (F;G) � 0:

7 A quelle condition nécessaire et su¢ sante a-t-on dn (F;G) = 0 ?
D�après la factorisation, on a :

dn (F;G) = 0, dim (F ) = dim (F \G) ou dim (G) = dim (F \G)
, F = F \G ou G = F \G car F \G est un sev de F et de G
, F � G ou G � F:

8 Montrer que dim (F \G) � dim (F ) + dim (G)� n:
On a F +G � E donc dim (F +G) � n donc d�après la formule de Grassman :

dim (F ) + dim (G)� dim (F \G) � n

donc
dim (F \G) � dim (F ) + dim (G)� n:

9 En déduire que dn (F;G) � 2k (n� k) :
On a dim (F )� dim (F \G) � dim (F ) = k et dim (G)� dim (F \G) � n� dim (F ) = n� k
donc d�après 5 :

dn (F;G) � 2k (n� k) :

10 En déduire que dn (F;G) �
n2

2
:

Posons � (t) = 2t (n� t) : � est dérivable sur R et pour tout t 2 R :

�0 (t) = 2n� 4t
18



donc
�0 (t) � 0, t � n

2

donc � admet un maximum en
n

2
qui vaut �

�n
2

�
= 2

n

2

n

2
=
n2

2
:

Donc en utilisant 9:), dn (F;G) � 2k (n� k) = � (k) �
n2

2
:

11 On suppose dans cette question que n est pair.

11a Montrer que dn (F;G) =
n2

2
,
�

F �G = E
2 dim (F ) = n

:

� (() Supposons F � G = E et 2 dim (F ) = n: Alors aussi dim (G) = n � dim (F ) = n

2
donc d�après 1:); on a :

dn (F;G) = 2 dim (F ) dim (G) = 2
n

2

n

2
=
n2

2
:

� ()) Supposons dn (F;G) =
n2

2
: Alors vu la solution de la question 10, k = dim (F ) =

n

2
:

De plus, dn (F;G) = 2k (n� k) donc (voir quesions 9 et 5), on a :�
dim (F )� dim (F \G) = dim (F )

dim (G)� dim (F \G) = n� dim (F )

donc dim (F \G) = 0 donc F +G = F �G et dim (G) = n� n
2
=
n

2

donc dim (F +G) =
n

2
+
n

2
= 2 = dim (E) donc F �G = E: Ainsi

�
F �G = E
2 dim (F ) = n

:

11b Justi�er qu�il existe deux sous-espaces vectoriels A;B de E tels que dn (A;B) =
n2

2
:

n est pair donc n = 2p; p 2 N:
Il su¢ t de prendre une base (~e1; : : : ; ~en) deE puisA = V ect (~e1; : : : ; ~ep) etB = V ect (~ep+1; : : : ; ~en) :

Alors A�B = E et 2 dim (A) = n donc d�après 11a:); dn (A;B) =
n2

2
:

12 Déterminer la valeur maximale prise par dn lorsque n est impair (on posera n = 2p+ 1).

On sait d�après 10:) que dn (F;G) �
n2

2
=
(2p+ 1)2

2
= 2p2 + 2p +

1

2
mais puisque dn (F;G)

est (par sa dé�nition) un entier, on a dn (F;G) � 2p2 + 2p =
n2 � 1
2

:

Montrons que cette valeur est atteinte.
Pour cela, soit (~e1; : : : ; ~en) une base de E (avec n = 2p + 1) et prenons A = V ect (~e1; : : : ; ~ep)
et B = V ect (~ep+1; : : : ; ~e2p+1) : Alors dim (A \B) = 0 donc d�après 5 :

dn (A;B) = 2 (dim (A)� 0) (dim (B)� 0) = 2p (p+ 1) = 2p2 + 2p =
n2 � 1
2

Donc cette valeur est atteinte, c�est le maximum de dn (F;G) pour tous les sev F et G de E:
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Problème 1 : Optimisation du choix d�une place de parking

Présentation générale : On considère une rue in�niment longue et rectiligne. On souhaite aller à un
numéro précis de cette rue.
Devant chaque numéro se trouve une place de parking. On cherche à savoir à partir de quel moment
on doit commencer à s�intéresser aux places disponibles pour pouvoir se garer au plus près de l�arrivée.
Au départ, nous sommes au début de la rue. Par convention, nous poserons que le début de la rue
a pour numéro 0: Devant chaque numéro n (n 2 N), il y a une place de parking qui peut être libre
avec une probabilité p 2 ]0; 1[ : On suppose que p ne dépend pas de n et que les occupations de
places sont indépendantes les unes par rapport aux autres.
Notre stratégie est la suivante :on se donne s un entier naturel. On roule sans interruption jusqu�au
numéro s de la rue et on choisit la première place disponible à partir du numéro s (inclus).
On note X le numéro de la place libre trouvée par cette méthode.
On pose pour tout k 2 N; Ak : ��la k-ième place est libre ��.
Ainsi, l�expérience est modélisée par un univers 
 muni d�une probabilité P tel que pour tout k 2 N;
P (Ak) = p:

Partie 1 : dérivées de la série géométrique.

1 Soit x 2 R: Montrer que la série
P
nxn�1 converge si et seulement si x 2 ]�1; 1[ :

� Si jxj � 1; la suite nxn�1 diverge donc la série
P
nxn�1 diverge grossièrement.

� Si jxj < 1; alors n jxjn�1 = o+1
�
1

n2

�
car par croissance comparée, lim

n!+1
n3 jxjn�1 = 0:

La série
P 1

n2
converge (série de Riemann) et ces séries sont des SATP (séries à termes

positifs) donc la série
P
nxn�1 converge absolument donc converge.

� Ainsi, la série
P
nxn�1 converge ssi x 2 ]�1; 1[ :

2 Véri�er que pour tout x 2 ]�1; 1[ ;
+1P
n=1

nxn�1 =
1

(1� x)2
:

Pour tout x 2 ]�1; 1[ :
nX
k=1

xk =
x� xn+1
1� x

donc en dérivant :

nX
k=1

kxk =
(1� (n+ 1) xn) (1� x) + (x� xn+1)

(1� x)2
=
1� (n+ 1) xn + nxn+1

(1� x)2

Or lim
n!+1

(n+ 1) xn = 0 et lim
n!+1

nxn+1 = 0 donc
+1P
n=1

nxn�1 =
1

(1� x)2
:

3 Soit x 2 R: Montrer que la série
P
n (n� 1)xn�2 converge si et seulement si x 2 ]�1; 1[ :

� Si jxj � 1; la suite n (n� 1)xn�2 diverge donc la série
P
n (n� 1)xn�2 diverge grossière-

ment.
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� Si jxj < 1; alors n (n� 1)xn�2 = o+1
�
1

n2

�
car par croissance comparée, lim

n!+1
n3 (n� 1) jxjn�2 =

0:

La série
P 1

n2
converge (série de Riemann) et ces séries sont des SATP (séries à termes

positifs) donc la série
P
n (n� 1)xn�2 converge absolument donc converge.

� Ainsi, la série
P
n (n� 1)xn�2 converge ssi x 2 ]�1; 1[ :

4 Véri�er que pour tout x 2 ]�1; 1[ ;
+1P
n=2

n (n� 1)xn�2 = 2

(1� x)3
:

En dérivant une seconde fois, on obtient :

nX
k=2

k (k � 1)xk =
(�n (n+ 1) xn�1 + n (n+ 1) xn) (1� x)2 + 2 (1� x) (1� (n+ 1) xn + nxn+1)

(1� x)4

=
(�n (n+ 1) xn�1 + n (n+ 1) xn) (1� x) + 2 (1� (n+ 1) xn + nxn+1)

(1� x)3

=
2� n (n+ 1) xn�1 + 2 (n2 � 1)xn � n (n� 1)xn+1

(1� x)3

Or lim
n!+1

n (n+ 1) xn�1 = 0 et lim
n!+1

(n2 � 1)xn = 0 et lim
n!+1

n (n� 1)xn+1 = 0 donc
+1P
n=2

n (n� 1)xn�1 =
2

(1� x)3
:

Partie 2 : loi de X:

5 Véri�er que pour tout entier n � s; P (X = n) = (1� p)n�s p
Soit n � s: On a :

(X = n) = As \ As+1 \ � � � \ An�1 \ An
Comme les événements A1; A2; : : : ; An sont mutuellement indépendants:

P (X = n) = P
�
As
�
P
�
As+1

�
: : : P

�
An�1

�
P (An) = (1� p)n�s p

6 Montrer que la série
P
nP (X = n) converge.

On pose alors E (X) =
+1P
n=s

nP (X = n) : Calculer E (X) en fonction de s et de p:

On a nP (X = n) = p (1� p)�s+1 n (1� p)n�1 : Or p 2 ]0; 1[ donc 1� p 2 ]�1; 1[ donc d�après
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1, la série
P
nP (X = n) converge et d�après 2, on a :

E (X) =

+1X
n=s

nP (X = n) = p (1� p)1�s
+1X
n=s

n (1� p)n�1

= p (1� p)1�s
+1X
n0=1

(n0 + s� 1) (1� p)n
0+s�2 en posant n = n0 + s� 1

= p (1� p)1�s
 
+1X
n=1

n (1� p)n�1 + (s� 1)
+1X
n=1

(1� p)n�1
!

= p

�
1

(1� (1� p))2
+ (s� 1) 1

1� (1� p)

�
=

1

p
+ s� 1:

7 Montrer que la série
P
n2P (X = n) converge.

On pose alors E (X2) =
+1P
n=s

n2P (X = n) et V (X) = E (X2) � (E (X))2 : Calculer V (X) en

fonction de p (on constatera que V (X) ne dépend pas de s).
On a n2P (X = n) = p (1� p)�s+2 n2 (1� p)n�2 �+1 p (1� p)�s+2 n (n� 1) (1� p)n�2 : Or
p 2 ]0; 1[ donc 1 � p 2 ]�1; 1[ donc d�après 3, la série

P
n2P (X = n) converge et d�après 4,

on a :

E
�
X2
�
=

+1X
n=s

n2P (X = n) = p
+1X
n=s

n2 (1� p)n�s

= p
+1X
n0=1

(n0 + s� 1)2 (1� p)n
0�1 en posant n = n0 + s� 1

= p

 
+1X
n=1

�
n (n� 1) + (2s� 1)n+ (s� 1)2

�
(1� p)n�1

!

= p (1� p)
+1X
n=2

n (n� 1) (1� p)n�2 + p (2s� 1)
+1X
n=1

n (1� p)n�1 + p (s� 1)2
+1X
n=1

(1� p)n�1

= p (1� p) 2

(1� (1� p))3
+ p (2s� 1) 1

(1� (1� p))2
+ p (s� 1)2 1

1� (1� p)

=
2 (1� p)
p2

+
2s� 1
p

+ (1� s)2

donc

V (X) =
2 (1� p)
p2

+
2s� 1
p

+ (1� s)2 �
�
1

p
+ s� 1

�2
=

2 (1� p)
p2

+
2s� 1
p

+ (1� s)2 � 1

p2
� 2 (s� 1)

p
� (s� 1)2

=
1� 2p
p2

+
1

p
=
1� p
p2

:
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Partie 3 : calcul de la distance moyenne à l�arrivée. On souhaite aller au numéro d de cette
rue avec d 2 N�: Notre stratégie reviendra à choisir un numéro s compris entre 0 et d: Pour rappel,
s = 0 correspond à chercher une place dès le début de la rue.

On admettra que la distance moyenne à l�arrivée est Ds =
+1P
n=s

jn� djP (X = n) : On admettra

aussi que Ds existe.

Pour simpli�er, on prend p =
1

10
dans la suite de cette partie.

9 Etablir que Ds = S1 + S2 avec S1 =
dP
n=s

(d� n)P (X = n) et S2 =
+1P
n=d+1

(n� d)P (X = n) :

On a :

Ds =
+1X
n=s

jn� djP (X = n) =
dX
n=s

jn� djP (X = n) +
+1X
n=d+1

jn� djP (X = n)

=
dX
n=s

(d� n)P (X = n) +
+1X
n=d+1

(n� d)P (X = n) = S1 + S2

10 Soit la suite (uk)k2N dé�nie par 8k � 0; uk =
kP
i=0

(k � i)
�
9

10

�i
:

Montrer que 8k � 0; uk+1 =
9

10
uk + k + 1:

Pour k � 0 :

uk+1 =
k+1X
i=0

(k + 1� i)
�
9

10

�i
= k + 1 +

k+1X
i=1

(k + 1� i)
�
9

10

�i
on pose j = i� 1 :

uk+1 = k + 1 +
kX
j=0

(k � j)
�
9

10

�j+1
= k + 1 +

9

10

kX
j=0

(k � j)
�
9

10

�j
= k + 1 +

9

10
uk

11 On pose vk = uk + ak, où a est un réel. Choisir la valeur de a de sorte que la suite (vk)k2N soit d�un
type connu. En déduire l�expression de vk puis de uk en fonction de k:
On a :

vk+1 = uk+1 + a (k + 1) = k + 1 +
9

10
uk + ak + a

= k + 1 +
9

10
(vk � ak) + ak + a =

9

10
vk +

�
1 +

a

10

�
k + 1 + a

=
9

10
vk � 9 en prenant a = �10

(vk) est alors arithmético-géométrique, de point �xe c avec c =
9

10
c� 9 donc c = �90: Posons

wk = vk + 90: Un calcul classique (du cours) donne wk+1 =
9

10
wk d�où wk =

�
9

10

�k
w0:

Or u0 = 0 donc v0 = 0 et w0 = 90 donc :

uk = vk + 10k = wk � 90 + 10k = 90
�
9

10

�k
� 90 + 10k
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12 Exprimer S1 à l�aide de ud�s puis donner l�expression de S1 en fonction de d et s:
On a :

S1 =
dX
n=s

(d� n)P (X = n) =
dX
n=s

(d� n) 1
10

�
9

10

�n�s
=

d�sX
n=0

(d� s� n) 1
10

�
9

10

�n
=
1

10
ud�s:

Donc :

S1 = d� s� 9 + 9
�
9

10

�d�s
13 Justi�er que S2 � S1 =

+1P
n=s

(n� d)P (X = n) : En déduire la valeur de S2; puis Ds:

On a :

S2 � S1 =
+1X
n=d+1

(n� d)P (X = n)�
dX
n=s

(d� n)P (X = n)

=
+1X
n=d+1

(n� d)P (X = n) +
dX
n=s

(n� d)P (X = n)

=
+1X
n=s

(n� d)P (X = n)

Or
+1P
n=s

nP (X = n) = E (X) =
1

p
+s�1 et

+1P
n=s

P (X = n) =
1

10

+1P
n=s

�
9

10

�n�s
=
1

10

1

1� 9=10 =
1 donc :

S2 � S1 =
1

p
+ s� 1� d = 9 + s� d

Ainsi :

S2 = S1 + 9 + s� d = 9
�
9

10

�d�s
En�n :

Ds = S1 + S2 = d� s+ 9 + 18
�
9

10

�d�s
Partie 4 : optimisation. On admet que pour tout p 2 ]0; 1[ ; Ds = d� s+1�

1

p
+
2

p
(1� p)d�s+1 :

14 Simpli�er Ds+1 �Ds:

15 Etudier le signe de Ds+1 �Ds::
En déduire que Ds est minimale pour s le plus petit entier strictement supérieur à � avec � =

d+
ln (2)

ln (1� p) :

16 Dans cette question, on s�intéresse à l�exemple pour lequel p =
1

10
: En utilisant l�encadrement 2�1=6 <

0:9 < 2�1=7; à quelle distance de l�arivée doit-on commencer à cherche une place.?
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