D.S.1 samedi 27 Septembre 2025 (2h)

Exercice 0 : Un peu de logique

1 Traduire a I'aide de quantificateurs mathématiques :

la La fonction f admet une minimum sur R*.

1b La fonction g est constante sur [—1,1] .

1c Tous les réels de [—1, 1] sont de la forme sin (6) .

2 Soit (uy),cy une suite. Convertir en langage usuel :

2a V(n,m) € N* u, = u,,

2b VneN, (F3peN/n=2p+1)=(Ige N /n? =2¢+1)).
3 Justifier si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :
3a Vz € [0, +o0[, 2% > x.

3b Vye]|-1,1,3xe|-1,1]/y < x.

Exercice 1 : Calculs de sommes et convergence. Les questions 1,2 et 3 sont indépendantes.

n

1
k+1)(k—1)

1 En faisant apparaitre une somme télescopique, calculer S, = Z
k=2

2 Soit la suite (a,),, définie par :

2 n
a; = met pour tout n > 1, a,41 = — Zak
Ly

Montrer que pour tout n > 1, a,, = n.
3a Rappeler la formule du binéme de Newton.
3b En déduire pour tout réel x > 0 et entier n > 1, (1 +z)" > 1 + nz.

3¢ En déduire alors que :

1 n
Vn > 1, <"+ ) > 9.
n

n—1

Q41

3d Si (ay),~; est une suite de réels non nuls, simplifier le produit H
> ax

k=1

n—1 k
k+1
Simplifier alors le produit | | (%)

k=1

et en déduire a 'aide du 30 que :

Vn>1, 2" tnl <nm

1



n
k!
3e On pose pour tout n > 1, S, = Z o Quel est le sens de variation de la suite (Sn)nZl ?
k=1
Déduire des questions précédentes que la suite (5,),-; est majorée, puis que cette suite con-
verge.
Exercice 2 : Des inégalités.

1 Soit ¢ un réel dans [0, 1] et n € N.

la Prouver que si z,y € [0,1], alors z +y < 1 + zy.

1b En déduire que Z <Z) th + Z (Z) 2k < om (1 4 ¢2m).
k=0 k=0

1c Simplifier Z (Z) tF et Z <Z> 2=k,
k=0

k=0

1d Montrer alors que :
(L4+6)" (L+¢") <2" (1+¢)

2 Montrer enfin que pour tous réels positifs a et b, et entier naturel n :

(Cb+b)n (an+bn) §2n (a2n+b2n)

Exercice 3 : Résolution d’équations
1 Déterminer les racines carrées de w = —8 — 61.

2 On considére le polynéme P défini par :

P(X)=X?—(4+9)X*+5(1+14i) X —6(1+1)

2a Déterminer I'unique racine réelle de ce polynéome. On la notera 7.
2b Déterminer le polynome @) tel que P (X) = (X —r) Q (X).
2c¢ Déterminer toutes les racines de P.

Exercice 4 : On consideére la suite (u,,) définie par ug = 4 et u; = 11 et Vn € N, w0 = 3y 1+4u,.
Trouver deux réels a et b tels que :

Vn e Nju, =(-1)"a+4"b

—_

- km
Exercice 5 : Soit un entier n > 2. Le but de cet exercice est de calculer la somme C), = (—1)k <cos <—>)
k=0 "
n—1 n—1
Pour cela, on pose A, = » (L4 e¥*™/m)" et T, , = Z e¥krT/m o p € [10,n/] .
k=0 k=0



1 Soit p € [|0,n]|]. Justifier que :

T nsip=0oup=n
Pl Osipe[|l,n—1]]

2 En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que A,, = 2n.

3 En transformant cette fois 14 e>*7/™ calculez A,, autrement, et en déduire une expression simple

de C,.
Exercice 6 (Bonus) : Montrer que pour tout entier n > 3, il existe des entiers naturels non nuls
ai,as, .. .,a, deux a deux distincts tels que :
1 1 1 1
Il=—+—+—+4+--+—
ap a2 as an



Corrigé de I’exercice 0 : Un peu de logique
1 Traduire a 'aide de quantificateurs mathématiques :

la La fonction f admet une minimum sur R*.

dzg € R* / Vo € RY, f(20) < f ()

1b La fonction g est constante sur [—1,1].

ACeR /Vee[-1,1], g(z)=C

1c Tous les réels de [—1, 1] sont de la forme sin ().

Ve e[-1,1], 30 € R / z =sin ()

2 Convertir en langage usuel :
2a V(n,m) € N2, u, = u,, : la suite (u,) est constante.

2b VneN, ((IpeN/n=2p+1)= (3¢ € N/ n? =2¢+ 1)) : la carré¢ d’un entier naturel impair
est impair.

3 Justifier si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :

(ou n’importe quel

1
3a Vr € [0,+o00[, 2 > x : Faux, il suffit par exemple de prendre r = 5

x € [0, 1]).

1
3b Vy € |-1,1[, Jx € |-1,1[ / y < x. Vrai : soit y € |—1,1[. Pososn = = % Alors —1 <y <
r<ldoncze]-1,1[ety < x.

Corrigé de I’exercice 1 : Calculs de sommes et convergence.

& 1
1 En faisant apparaitre une somme télescopique, calculer S,, = kz:; CEDICE
b b) k —b
Onapoura,beR:ki1+k+1:(a(z+)1)ﬂ(;(i 1))d7oﬁlesystémearésoudre:
1
a+b=0 =5
2
d ! L ! ! t il vient tél i
onc = — | m——= — —— | et il vient une somme télescopique :
G+ (k-1 2\k—1 &+1 P
S_1" 1 LY _1f(p b, 1 1 1 1 1
Y285 \k-1 k+1) 2 2 n—1 3 4 n n+l



2 Soit la suite (a,),~; définie par :
a; = 7, et pour tout n > 1, a,.1 = _Zak
n

Montrer que pour tout n > 1, a,, = nmw.
Montrons ceci par récurrence forte sur n > 1 :

e Initialisation.: n =1, a; = 7 = nm, ok!

e Hérédité : soit n > 1. Supposons que pour tout k € [|0,n|], ax = kn. Alors :

2 P 2 — 2rn(n+1)
U1 == ap==» kr=="> k="—"—L=(n+1)x
nk:l nk:l n k=1 n 2

e Conclusion : Pour tout n > 1, a,, = nr.

3a Rappeler la formule du bindéme de Newton.

Va,b € C,¥n €N, (a+b)" (> akpnk
=0

3b En déduire pour tout réel © > 0 et entier n > 1, (1+2)" > 1+n

1 n
Vi > 1, <n+ > > 9.

3¢ En déduire alors que :

n
n—1
. . . o . Ak+1
3d Si (ay),; est une suite de réels non nuls, simplifier le produit H .
> a
k=1
n—1
H ak+1  On
a a
k=1 k 1

k +
Simplifier alors le produit H <—)

k=1

et en déduire a I'aide du 3b que :

Vn>1, 2" nl <nm

Donc :

ﬁ(kJrl)k ’ﬁ(kﬂ)’f“ 1 _ﬁ<k+1)k+1’ﬁ 1

A =
k=1 k=1 k k+1 k=1 k=1

B k—i—lkH 1n_n
- Lt i

n—1 k n—1 k k
k+1 k+1 k+1
O _< +1) :H(—Z ) et pour tout k € [1L,n — 1], (%) >2 > 0 done (30),
k=1

7
—
/\?T‘

,_.

k i
+ H = 2" donc Vn > 1, 2" Inl < n™.
k=1 5

>
Il
—



k!
3e On pose pour tout n > 1, S,, = Z TE Quel est le sens de variation de la suite (Sn)n>1 ?
k=1

n+1)!
Pour tout n € N*, S,,,1 — S, = % > 0 donc (S,,),-, est croissante.
n + -
Déduire des questions précédentes que la suite (Sn)n21 est majorée, puis que cette suite converge.
1 n
n 1 - ~
) k! 1 1 2 1 <
De plus, d’aprés 3d, k’f_ — < 2k71:1x1—1:2 1—2—n < 2 donc
k=1 — =

(Sn),>1 est majorée.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, (S,),~, (étant croissante et majorée), converge.

Corrigé de I’exercice 2 : Des inégalités.
1 Soit ¢ un réel dans [0,1] et n € N.

la Prouver que si z,y € [0,1], alors x +y < 1 + zy.
Soient z,y € [0,1]. Alors (1 —x) >0et (1 —y) >0donc (1 —x)(1—-y)>0,ie,l-z—y+
xy > 0doncz+y <1+ 2xy.

1b En déduire que Z( )tk —i—Z( >t2”_k < 2m(14¢).
On a: = .
Z( )tk+z< )t2n k Z (Z) (tk_i_thfk)

k=0 k=0
Or pour tout &k € [|0,n|], t*,¢+"~% € [0, 1] donc d’aprés la, t¥ + t2"~% <1 + " donc :

Z ( )t’“+z < >t2”’“ < kzn; (Z) (1+) = (1+¢™) kzn; (Z) F1nh = (142" (1+1)"=2"(1-

k=0

1c Simplifier Z ( >tk et Z (Z) 2k,

k=0 =
— (1 ko — (7 kin—k
(k>t = <k)t " =(1+1t)"
k=0 k=0

Soit t € [0,1]. On a :
- n - n
th—k — " tn_k]_k — " n
k=0 k=0

(L+t)" (L+¢") <2" (1+¢)

Ainsi, en utilisant 1b et 1c, (1+8)" + " (1 +¢)" < 2" (1 +¢*) donc (1 +¢)" (1 +t") <
27 (1 + ).

1d Montrer alors que :



2 Montrer enfin que pour tous réels positifs a et b, et entier naturel n :
(CL + b)n (an T bn) S on (a2n + b2n)

Soient a,b € R*, distinguons 3 cas :

ea #0,b# 0eta < b alors % € [0,1] donc d’apres 1d, <1+%>n <1+ <%>n> <

2n
2" (1 + (%) > . En multipliant par b*" (sui est positif !), il vient :

(a+b)" (a" +b") <2 (a® +b°")
b
e a#0,b#0etb<a,alors — € |0,1]. Méme calcul en échangeant a et b, méme résultat
a
!
e a=0. Alors (a +b)" (a™ + b") = v*" < 2"p** = 2" (a®" + b*").
e b= 0. Méme calcul en échangeant a et b.

Ainsi, dans tous les cas, on a :
(CL + b)n (an 4 bn) S on (a2n + b2n)
Corrigé de ’exercice 3 : Résolution d’équations

1 Déterminer les racines carrées de w = —8 — 61.
La méthode standard (& rédiger) conduit & 2% = w & w =+ (1 — 3i).

2 On considére le polynome P défini par :
PX)=X?—(4+9)X*+5(1+14i) X —6(1+1)
2a Déterminer I'unique racine réelle de ce polynéome. On la notera 7.
Pour r € R, on calcule P (r) en séparant partie réelle et partie imaginaire :
Pry=r—@A+i)r*+5(1+i)r—6(1+i)=r>—4"+5r—6+i(—r*+5r —6)
d’ou :

3 4.2 A= 3 4.2 _a—
T 4rc +5r — 6 0@{7“ 4re +5r — 6 0<:>r:3

P(T):O@{ —T2+5T—6:0 7“220117“:3
carpour r =2, 13 —4r? +5r —6 = —4d et pour r =3, r> —4r? + 5r — 6 = 0.

2b Déterminer le polynome @) tel que P (X) = (X —r) Q (X).
On pose Q (X) = aX? + bX + c et on calcule :

(X —3)Q(X)=(X—-3) (aX®*+bX +¢) =aX®+ (b—3a) X’ + (c — 3b) X — 3¢

Il suffit donc d’avoir une solution au systéme suivant que 1’on résout :

a=1 a=1
b—3a=—(4+i) c=2(1+1)
c—3b=>5(1+1) b=—(4+i)+3=—(1+1)
“3c=—6(1+1) 2(1+4)+3(1+4)=5(1+i) (ok!)

d’ou :
P(X)(X —3) (X27—(1+@')X+2(1+i))



2c Déterminer toutes les racines de P.
r = 3 est déja racine. Reste a résoudre 22 — (1+1i)z +2(1+4) = 0 pour z € C. On a
A=(1+i)?—4x2(1+1i)=—-8+6i=(1—3i)° dapres 1.
Donc les racines de P sont r =3, 21 =1 — i et 2o = 2i..

Corrigé de ’exercice 4 : On considére la suite (u,) définie par ug = 4 et uy = 11 et Vn € N,
Upro = IUpy1 + duy,.
Trouver deux réels a et b tels que :

Vn € Nyu, = (=1)"a +4"b
On consideére d’abord ugy et u; pour trouver a et b :
a+b=4 a=1
{ —a+4b=11 ‘:’{ b=3
On procede ensuite par récurrence double sur n € N pour montrer que u,, = (—1)" + 3 x 4™

e Initialisation : Pour n = 0 et pour n = 1, ’équivalence dans le systéme ci-dessus montre
que (—1)" + 3 x 4" = u,,.
o Heérédite : Soit n € N tel que u, = (—1)" +3 x 4" et upyy = (=1)""7 +3 x 41 On a
alors :
Unyo = Buppr +4u, =3 (1) +3 x 4" +4((—=1)" +3 x 4")
= 3(=1)""P+4(=1)""P+4" (9 x 443 x 4)
(=)™ 448 x 4" = (=1)""? + 3 x 42 x 4" = (=1)""? 4 3 x 4"*+2

e Conclusion : Vn € N u,, = (—=1)" + 3 x 4™

Corrigé de I’exercice 5 : Soit un entier n > 2. Le but de cet exercice est de calculer la somme

= S(-N (Cos (’%))n

k=0
n—1 n—1
Pour cela, on pose 4,, = Z (1+ 62“““/”)” et Tpp = Z eZFrm/n on p € [|0,n|] .
k=0 k=0

1 Soit p € [|0,n|] . Justifier que :

T nsip=0oup=n
Pl Osipe[|l,n—1]

Soit p € [|1,n — 1|], on reconnait une somme géométrique de raison ¢ = e*?™/" = 1 donc :

n

1 ; n .

4 1— (621p7r/n> 1— 621p7r '
. 2ipm/n k . o . 2ipm __
T”:p - - (6 ) 1 = e2ipr/n 1 — e2ipr/n 0 car e =1

>
Il

n—1
Pour p = 0 ou p = n, on a e¥*P™/" = X0 = 1 ou e2#P™ = k7 = 1 donc T},, = E 1 =n.
k=0

Ainsi on a bien :
T nsip=0oup=n
mPl Osipe[|l,n—1]
8



2 En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que A,, = 2n.

On a:

n—1 n—1 n
An _ 1+ 2ikm/n\™ _ <TL) 2ikm/n pln—p
$ 1ty =53 (7)

k=0 k=0 p=0
n—1 n n n—1 n n—1
_ Z (n> 62ikp7r/n _ Z <7’L) e2ikp7r/n _ Z <TL) Z e2ikp7r/n
k=0 p=0 k=0 p p=0 p k=0
- n
= Z < ) ( )Tn,o + <n) T, d’apres 1
p=0
= nt+n=

3 En transformant cette fois 1 + e2*™/™ calculez A,, autrement, et en déduire une expression simple de

Ch.
On a aussi :
n—1 n—1 n—1 ]{?7'(' n
A, = (1 + eZikﬂ'/n)" _ ( ikm/n (efikﬂ'/n + eikﬂ'/n))” _ ezkﬂ' <2 COS < >)
k=0 k=0 k=0 "
n—1
k
() e
n
k=0
d’ou : A
n n
Cn = -— =
on 2n—1
Corrigé de ’exercice 7 (Bonus) : Montrer que pour tout entier n > 3, il existe des entiers naturels
non nuls aq, as, . .., a, deux & deux distincts tels que :
1 1 1 1
l=—+—+—+-+—
aq a9 as Qp,

Montrons ceci par récurrence sur n > 3 :

1 1 1
e [.: n =3, il suffit de remarquer que 1 = 3 + 3 + 6
e H.: Soit n > 3. Supposons qu’il existe des entiers naturels non nuls ay, as, . .., a, deux a
deux distincts tels que :
1 1 1 1
l=—F —F — 4+ —
ap az as an
Alors on peut écrire :
1—1+1><1—1+1 1 1 1+ +1
22 2 2\a;  ay ag an,
1 1 1 n 1 T 1
a 2 2@1 2&2 2CL3 2an
Les entiers 2ay, ..., 2a, sont deux a deux distincts. Ils sont aussi distincts de 2 car sinon
1 1 1
I'un des a; serait égal & 1, c’est impossible car la somme — + — -+ —+- - -+ — dépasserait
aq Qo Qg Ay,

1. Donc les entiers 2, 2a4, . .., 2a, Sontgdeux a deux distincts.



e Conclusion : Pour tout n > 3, il existe des entiers naturels non nuls aq, as, ..., a, deux
a deux distincts tels que :

10



