D.S.2 samedi 18 Octobre 2025 (3h)

Exercice 1 :

Les deux parties sont indépendantes, et dans la partie A, les questions 1,2 et 8 sont indépendantes
les unes des autres.
Pour traiter ce probleme, on admettra le théoréme suivant:

Théoréme A: Si P(z) = ay2P +a, 127"+ - + a2 + ag est un polyndome de degré p (p est un

entier naturel et les coefficients ay,, a,_1, ..., a, ap sont des nombres réels ou complexes) admettant
p racines distinctes 21, 29, ..., 2z, € C, alors on peut factoriser P sous la forme:

P(2) = aylz — 21)(z = 2) -~ (2 — 7).
Partie A :

Pour z € C, on pose:
P(z)=1+4z+ 2"+ 22+ 2%

la Déterminer P (62”/ 5).

2 4
1b En déduire que 1 + 2 cos (%) + 2 cos (%) =

. . 47 21
1c Donner une deuxiéme relation entre cos = et cos =

2
1d En déduire que cos (%) vérifie ’équation 422 + 22 — 1 = 0.

En déduire la valeur de cos (2%) .

2a Factoriser le polynome Q(z) = 2° — 1 en produits de facteurs de degré 1 (on pourra utiliser le
théoréme admis).

2 4
2b En déduire que 2° — 1 = (2 — 1) (22 — 2cos (%) z+ 1) (z2 — 2cos <§) z+ 1) :
. 21 47
2¢ En déduire que P(z) = <z2 — 2cos (?) Z+ 1) (22 — 2cos (?> z+ 1) :

1
3 Pour z # 0, on pose u = z + —.
z

3a Exprimer u? + u — 1 en fonction de P(z) (pour z # 0).

—1- -1
3b En déduire que P(z) = 22 <u — T\/g> (u — %\/S)

3c En déduire une factorisation de P en produit de deux trindmes du second degré.
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3d En admettant I'unicité d’une décomposition de P sous les formes des questions 2.c.) et 3.c.) (a

2
Pordre d’écriture des facteurs prés), retrouver la valeur de cos <€> .(trouvée a la question

1.d.)).

Partie B :

On suppose n > 2 et P(z) =1+ 2+ 2%+ -+ 2" L

im 2w 3im (n—1)im
4 Montrer que e Xe N xXe N X---Xe N =L
5 Montrer que
el 2ikm 5 .
[[{1-¢ » |=2""sn (f) X sin (—W) X -+ sin (M)
n n n
k=1
2ikm

6 Onpose zp=e n pourk=1,2,...n—1.
6a Calculer P(z).

6b En déduire la factorisation de P en produits de facteurs de degré 1 (on pourra utiliser le théoréme
admis).

7 Montrer que
n = 2""tsin (z) X sin (Q—W) X +++ X sin (M>
n n n
8 Soient Ay, Ay, As, ... A,_1 les points d’affixes respectives 1, 21, 22, . .. Zp_1.
8a Calculer le produit des distances AqgA; X AgAs X AgAsz X -+ X AgA,_1.

8b Montrer que le produit des longueurs des arétes et des diagonales du polygone AgA1 A, ... A, 1
est égal & v/n" (les arétes et les diagonales sont les segments [A;Ay] pour j # k).

Exercice 2 : On considére I'application ¢ : R} — R définie par: Vt € R}, ¢(t) =t + In(t)
1la Montrer que ¢ est une bijection.

1b Dresser le tableau de variation de son application réciproque ¢! en y faisant figurer les limites
aux bornes de son domaine de définition et la valeur de ¢~*(1).

2 On considére I'application f: R — R telle que: Vz € R, f(z) =In (¢ '(x)).
On note C'y sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.

2a Justifier que f est dérivable sur R et exprimer, pour tout x € R, f’(x) en fonction de ¢! (z).

2b Dresser le tableau de variation de f en y faisant figurer les limites aux bornes de son domaine
de définition et la valeur de f(1).



2c Calculer f’(1) et déterminer I’équation de la tangente 77 & Cy en son point d’abscisse 1.

2d Montrer: Vz € R, f(z) —x = —¢ ' (z).
En déduire la position relative de Cy par rapport a la droite A d’équation y = x (c’est-a-dire
préciser pour chaque abcisse x si C'y est au dessus ou en dessous de A). Déterminer la limite
de f(z) — z lorsque = tend vers —oc.

2e Montrer que pour tout z € Rf: f(z) —In(z) = —In (1 + @), out=p ().

En déduire la position relative de C'y par rapport a la courbe Ci, de In sur |1, +-00[ et la limite
de f(z) — In(z) lorsque z tend vers +oc.

2f Tracer dans un repere orthonormé du plan ’allure de la courbe Cy en y faisant figurer les droites
T1 et A, et la courbe Cy,.

2g Montrer que f est une bijection et déterminer f~!(y) pour tout y € R.
Exercice 3 : Dans cet exercice, (by,), oy est une suite réelle et (a,),, oy est déifnie par :

Vn €N, an:Z (Z)bk

k=0

1 Calculer explicitement a4 sans symbole > (et sans coefficient binomiaux non calculés).

2 Dans cette question seulement, on suppose que (by,), . €st une suite géométrique de raison ¢ € R
et de premier terme by. Pour n € N, calculer a,, en fonction de n, q et by.

3 Dans cette question seulement, on suppose que (by),,cy est une suite arithmétique de raison r € R
et de premier terme by.

n

k> = n2""! (pas de récurrence !!).

3a Démontrer que Z k;(
k=0

3b En déduire pour n € N une expression de a,, en fonction de n, by et r.

4 Retour au cas général.

4a Montrer que si k,n, m sont trois entiers tels que 0 < k < n < m, alors :
m+1\(n\ (m+1\/m+1-—k
n k) \ k n—k
4b Montrer que si k£ et m sont deux entiers tels que 0 < k& < m, alors :

mi(—lv (”H . ’“) = (-

=0 J

4c Exprimer pour tout n € N le nombre b, en fonction de a,; et des nombres by, by, ..., b,.
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4d Montrer la formule d’inversion de Pascal :

et b =3 (1) -0 o

k=0
On consideére & présent la suite (e,,), .y définie par eg = 1 et Vn € N*, e, = ne,_1 + (—1)" et
la suite (f,), oy définie par :
" /n
VneN, f,= e
h=3 ()

k=0
5 Calculer e; pour k variant de 1 & 5 puis f; pour k variant de 0 & 5.
6 Déterminer une expression de f,, en fonction de n.

(-"
I

n
7 En déduire que pour tout n € N, e, = n! Z
k=0

Exercice 4 : Dans cet exercice, on pourra utiliser une version du théoréme des valeurs intermédi-
aires donnée ci-dessous, un peu plus forte que celle donnée en cours :

Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé : Soit f : ]Ja,b[ — R. On suppose que f
admet des limites lim f(x) et lim_f (x) et que hrl?, f(x) < lim_f (x)

T—b~

Si f est continue sur |a,b[ et si y € hrl?, f(z), lim f ()|, alors

r—a

il existe un réel r € Ja,b| vérifiant f(r) = y.

cos(x)

Soit o € [2m,47[. Pour x € ]0, 7|, on pose g (z) = ?‘_ Lol i)
sin ()

1 Déterminer la limite de g (x) quand x tend vers 0% (on a toujours. x € |0, m]).

_ 1
e pour x € 10, 7[. Montrer que lim In g () - _

2 On pose h(v) = sin () e—r—  h(x)

3 En déduire la limite de g (z) quand z tend vers m.

4 Montrer que Tm (g) = R™ (on rappelle que g n'est définie que pour x € ]0,m[, on ne s’occupe
pas d’autres valeurs possibles de x).
On considere a présent la fonction f : z +— f(2) = ze* définie pour z € C et a valeurs
complexes. Soit Z = re'® avec r > 0 et a € [2m,4n[. On pose z = pe™® avec p > 0 et
x € 0,7].

(z)

r=g
5 Mont =7 <=
ontrer que f(z) {p:h(x)

6 Montrer que f est surjective.



Corrigé de l’exercice 1 :

Partie A :

Pour z € C, on pose:
Pl2)=1+z+22+22+ 24

la Déterminer P (62”/5).

1— (€2m/5)5

Ona: P (62i7r/5) — 14 e2im/5 4 <€2i7r/5)2+ (621'77/5)3_1_ (€2i7r/5)4 —1x car e2im/5 £1.

1 _ e2in/5
Mais comme (62”/5)5 = e =1, il vient P (/%) = 0.
2 4
1b En déduire que 1 + 2 cos (%) + 2 cos (g) =0.
I
p (621'71'/5) ]y QRim/5 | in/5 | Bim/5 | Sim/5 _ | 2im/5 | din/5 | —din/5 | ~2in/5
, . 2 4
= 14+ 2Re (62”/5) + 2Re (64”/5) =14 2cos (g) + 2 cos (g)

donc:

2 4
1+ 2cos (g) + 2 cos (g) =0.

) ) 41 2T
1c Donner une deuxiéme relation entre cos ? et cos| — | .

5
4 2
On a : cos (%) = 2cos? (g) —1.

2
1d En déduire que cos (%) vérifie ’équation 422 + 22 — 1 = 0.

) 2T
En déduire la valeur de cos ?

2 2 2 2
Donc 1+2cos <§> +2 <2 cos? (%) — 1> = 0 c’est-a dire 1+ 2 cos (%) + 4 cos? (%) —

2
2 = 0 donc cos (%) vérifie ’équation 422 + 22 — 1 = 0.
On calcule le discriminant: A =4+ 16 = 20 = (2\/5)2 donc les deux racines de I’équation

sont
—2-25 —1—-+/5 145
- 8 =Ty s

T

2 2
Comme % € [0, g] , on sait que cos <§) >0, or z; <0 (et z > 0) donc:

2t  —1+45
Ccos 3 =Tp=



2a Factoriser le polynome Q(z) = 2° —1 en produits de facteurs de degré 1 (on pourra utiliser le théoréme

admis).
Le polynéme Q(z) = z° — 1 admet pour racines les 5 racines 5_iémes de I'unité: ¢>*™/°> pour
k=1,2,3,4,5, qui sont deux & deux distinctes.
D’aprés le théoréeme admis, on a donc:
Qz) = (2 - e2m/5> (2 — e4m/5) (2 — e6i7r/5) (2 — 68i7r/5) (z—1)
o 5 9 27 9 47
2b En déduire que 2° — 1 = (2 — 1) | 22 — 2cos + z4+1) | 2 —2cos = z4+1).
On a :
(2 — 62m/5) (2 — 68i7r/5) = (2- 62i7r/5> (2 — e—zm/s)
- 2_, (e2m/5 4 67217r/5) L e2im/5o=2m/5 _ 2 9 g (%) 11

. s 4
et on obtient de méme (Z — €4m/5) (Z - €6m/5) = 2" = 2cos <%) 1

2 4
2 —1=(z—1) <z2—2c0s (%) 2—1—1) (22—2(:03 <%> 2—1—1)
) 2T 4
2c En déduire que P(z) = <z2 — 2cos (?) Z+ 1) <22 — 2cos (E) z+ 1) .

Onaaussi: 2° —1=(z—1)(1+2+22+22+2) = (2 —1)P(2)
2 4
donc (z —1)P(2) = (2 — 1) | 2 — 2cos % z+ 1) (2%—2cos g z—i—l)

2 4
donc pour z # 1, P(z) = (z2 — 2cos (%) z+ 1) (z2 — 2cos <§) Z 4+ 1) :

Comme ces deux fonctions sont des polynémes et sont donc continues comme fonctions de la
variable réelle x, I’égalité est aussi vraie pour x = 1, donc pour tout z € C :

P(z) = (22 — 2cos (%ﬂ) z+ 1) (f — 2cos (4%) z+ 1)

1
3 Pour z # 0, on pose u = z + —.
z

Donc:

3a Exprimer u? + u — 1 en fonction de P(2) (pour z # 0).

On a:
1\* 1 1 1
tu—1 = (z+—) tz+-—1=242+S4+2z+--1
z z z z
1 1 1 P(z
= 241+ +z2+-=5(F+2+1+2P2+2) = (2)
z z z z
~1-+/5 —1++5
3b En déduire que P(z) = 22 (u—%) (u—%_)

—-1-+5

Le discriminant du trinome u?4+u—1 =0 estGA = 1+4 = 5 donc les racines sont u; = 5



2 2 2

P) =2 (a4 u—1) =22 <u_—1+¢5> (u_—1+¢5>

3¢ En déduire une factorisation de P en produit de deux trinomes du second degré.

-1 1 1
etuzzﬂdonczﬂ—i—u—l: <u——\/5> (u_ﬂ>

Donc

On a donc:
P(z) = z2<z+§—_1+\/3) <z+%—_1+\/5>
= <22+1—<—_1;\/5>z> <22+1—<—_1—5\/5)z>
donc :

o= (o (5 ) ) (2 (550

3d En admettant 'unicité d’une décomposition de P sous les formes des questions 2.c.) et 3.c.) (a 'ordre
2m
d’écriture des facteurs prés), retrouver la valeur de cos 3 .(trouvée a la question 1.d.)).

Par unicité d’une décomposition de P sous les formes des questions 2.c.) et 3.c.), on a:

) (59) o) (5

—1-+5 27 _—l—i—\/g
2 >_ '

2
Comme cos (%) >0et < 0 on retrouve cos (? 1

Partie B :

On suppose n > 2et P(z) =1+ 2+ 22+ -+ 4+ 2",

im 2w 3iw (n—1)ir
4 Montrer quee Xe N Xe N X---Xe n =" L
On a:
im 2im 3iw (n—1)im im 2im 3im (n—1)ir
— — — —_ — e ——————
en xen xen X---Xe n = en n N n
T
— (142434 +(n—1))
= e n
imn(n—1) i
_— —(n—1
= € n 2 = e 2 ( ) —= Z‘nil
5 Montrer que
1 2ikm




2k

- - — km
1— n = n n — n = n — 2181 —_—
‘ [[en [en -« I ( n(n)>

3
iR
3

[

AN
o~
=l
3
o~
=yl
3
~
oyl
3

-
~
Syl
3

=
Il
—
=
Il
—
=
Il
—

2ikm
6 Onpose zp =e¢ N pour k=1,2,...n— 1.

6a Calculer P(zy).

1—2zp 1-1
Plzp)=1+z,+22 4+ 427 ' =1x 1_2‘; :1_Zk:O(onaeneffetzk#letzgzl).

6b En déduire la factorisation de P en produits de facteurs de degré 1 (on pourra utiliser le théoréeme
admis).
Comme 21, 23, . . . 2,1 sont n— 1 racines deux a deux distinctes du polynéme P de degré n—1,
d’apres le théoréeme A admis, on a:

Pz)=(z—21)(z—22) (2 — zn_1).

2 -1
n = 2" lgin (z> X sin <_7T) X -+ X sin (M)
n n n

Ona: P(1)=1+14---+1=n mais aussi :

7 Montrer que

P) = (1-z)(1—=2) - (1-2-1)
2im dim Gom 2(n —1)im

= l—en l—en l—en ..l 1—e n

ik

n—1
S
k=1

2 -1
n = 2"_1 sin <z> X sin <_7T) X -+ X 8in (M)
n n n

8 Soient Ag, A1, As, ... A,_1 les points d’affixes resgectives 1,21, 29, ... Zp_1.

Donc:



8a Calculer le produit des distances AgA; X AgAy X AgAz X +++ X AgA,_1.

n—1 n—1 2ikm
A()AlXAoAQXAoAgX"'XAoAn_l = H|1—2k|:H l1—e n
k=1 k=1

= ﬁ en (—Qisin (%))

n—1 n—1
km km
— 2 lsin [ 2= )| = 2n-1 in (22
Il n(n)‘ Hn(n)

k=1

k k
car pour k=1,...n —1, o € [0, 7] donc sin (—W) > 0.
n n
Avec 7.), on conclut :

A()Al X AOA2 X A()Ag X X AOAn—l =n

8b Montrer que le produit des longueurs des arétes et des diagonales du polygéne AgA1 Ay ... A,_1 est
égal & \/n" (les arétes et les diagonales sont les segments [A;Ax] pour j # k).
Notons p le produit des longueurs des arétes et des diagonales du polygone AgAi; Ay ... A,_1.

n—1n—1
Dans l'expression H HAjAk, chaque longueur A;A; figure deux fois (par exemple A;A;
§=0 k=0
k#j
figure pour j = 1 et k = 3, mais aussi pour k = 1 et j = 3), donc ce double produit vaut p*.
n—1n—1
Ainsi, p? = H H A Ay.
§=0 k=0
K]
Or pour des raisons de symétries qu’on peut deviner (on a affaire & un polygone régulier), la

n—1

valeur de H A; Ay ne dépend pas de j et vaut donc AgA; x AgAs X AgAs x -+ X AgA,_1,
k=0
k]

c’est-a dire n. ceci peut se vérifier par un calcul qu’on ne détaille pas ici. Donc :

n—1
Jj=0

donc p = v/n".

Corrigé de I’exercice 2 : On considére I'application ¢ : R} — R définie par: Vi € R, ¢(t) =
t + In(¢)

1a Montrer que @ est une bijection.

1
¢ est dérivable sur R et Vi € Rf, ¢'(t) =1+ n > 0 donc ¢ est strictement croissante sur

R} et continue donc induit une bijection de R} sur %in(yp (t) ,tligl @ (t)| =]—o00, +o0l.
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1b Dresser le tableau de variation de son application réciproque ¢! en y faisant figurer les limites aux
bornes de son domaine de définition et la valeur de ¢ *(1).
D’aprés ce méme théoréme, ! est une bijection continue strictement croissante de R sur
R™ et lim ¢ (t)=0et lim ¢ (t) = +oo.
t——o00 t——+4o00
De plus p(t) =1 < t+1In(t) =1 <t =1 car 1 est solution et il n’y en a pas d’autres car ¢
est bijective d’ou :

t —00 +00
et o | ]

a compléter par ! (1) = 1.
2 On considére application f : R — R telle que: Vo € R, f(z) = In (¢ 1(x)).
On note C + sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.
2a Justifier que f est dérivable sur R et exprimer, pour tout x € R, f’(z) en fonction de p~*(x).
¢ est une bijection continue strictement monotone de R** sur R et Vi € R™, ¢’ (1) = 1+ n >0
donc d’aprés le théoréme de la dérivée de la réciproque, ¢! est dérivable sur R et :

_ 1 I €D
1+1/p7t(z) 149 (2)

Vr € R, (90_1)’ (x)

Ainsi, f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et :

(¢ (@) 1

wER SO =TS0y T T e @)

2b Dresser le tableau de variation de f en y faisant figurer les limites aux bornes de son domaine de

définition et la valeur de f(1).

o~ est a valeurs positives donc Vz € R, f'(z) > 0. De plus, sans forme indéterminée,

hgl f(z) =+occet lim f(z)=—oodou:

x —00 + o0
[ () +
f(z) —0 /T

et f(1)=In(p~ (1)) =In(1) = 0.

2c¢ Calculer f'(1) et déterminer I’équation de la tangente 77 a C ¢ en son point d’abscisse 1.

1 1. .
De phlS, f/ (1) = T_l(l) = 5 d’ou :

Ti:y==(x—1)

2d Montrer: Vo € R, f(z) —z = —p (z).
On a pour tout x € R :

f@+e @) =n(e (@) +¢ ' (2)=¢(p'(2) =2
10



donc f(z) —x = —p ().

En déduire la position relative de C'y par rapport a la droite A d’équation y = x (c’est-a-dire préciser
si Cf est au dessus ou en dessous de A). Déterminer la limite de f (x) — z lorsque x tend vers —o0.
¢! est & valeurs positives donc Vo € R, f(z) — 2 < 0 donc f (2) < 2 donc C} est en-dessous
de la droite A. De plus, lim —¢ ™! (2) = 0 donc im (f(z) —x)=0.

Tr——00

2e Montrer que pour tout z € Rf: f(z) —In(z) = —1In (1 + @), ot = p (x).

Pour tout z € R}, on pose t = ¢ !(z) et on a :
In(t t+In(t t
1n<1+—ni)> = ln<—+tn()):1n<—spi)>

— n()- f(a

donc f(z) —In(z) = —In (1 + @) .
En déduire la position relative de C'y par rapport a la courbe Cy, de In sur |1, +00] et la limite de
f(z) — In(z) lorsque z tend vers +00.

In ()

Pour tout « €]1, +oo[, t = ¢~ *(z) > ¢! (1) = 1 donc 1 + — > 1 donc In (1 + @) >0
donc f(x) —In(z) < 0 donc f(x) < In(x) donc Cy est en-dessous de la courbe Cy, de In sur

11, 400
. . . In(t) . )
De plus, 11111 ' (x) = 400 et thr+n = 0 par croissance comparée donc par com-
In (o=t (x In (o=t
position de limites, lim M = 0 donc lim (— In (1 + M)) = 0 donc
z—+o0 (T ({L‘) T—+00 2 (l’)
hlf (f(z) —1In(z)) = 0.

2f Tracer dans un repére orthonormé du plan l'allure de la courbe Cf en y faisant figurer les droites T
et A, et la courbe Ciy,.
Tracé approximatif :

2g Montrer que f est une bijection et déterminer f~1(y) pour tout y € R.
f est continue et strictement croissante sur R donc d’aprés le théoréme de la bijection, f

induit une bijection de R sur | lim f(z), 1ir+n f(x)| =R

De plus si z,y € R, on a :

y = fl@)ey=h(g (@) ep (z)=2
< x=p(eY) car p est bijective
< rz=¢6"+In(e’)=¢"+y

donc f7!(y) =¢e¥ +y.
Ce dernier calcul par équivalence suffit a établir la bijectivité de f, sans utiliser le théoréme
de la bijection.

11



Corrigé de I’exercice 3 : Dans cet exercice, (by,), oy est une suite réelle et (a,,),, oy est déifnie par :
" (n
vneN, a, = ; (k:)bk

1 Calculer explicitement a4 sans symbole Y (et sans coefficient binomiaux non calculés).

On a:
a4:b0+4b1+6b2+4b3—|—b4

2 Dans cette question seulement, on suppose que (bn)nEN est une suite géométrique de raison g € R et de
premier terme by. Pour n € N, calculer a,, en fonction de n, g et bg.
Pour tout n € N, b, = byq"™ donc :

n n "
i =3 () =tal1+0
k=0

3 Dans cette question seulement, on suppose que (bn) nen €st une suite arithmétique de raison 1 € R et
de premier terme by.

~ n
3a Démontrer que Z k </€) =n2" 1
k=0

Vu en TD.

3b En déduire pour n € N une expression de a,, en fonction de n, by et r.
On a donc pour tout n € N, b,, = nr + by donc :

an = i(g) (kr+bo>:r§:(’;)k+b0i <Z>

k=0 k=0 k=0
= rn2" " + 2"

4 Retour au cas général.

4a Montrer que si k,n, m sont trois entiers tels que 0 < £ < n < m, alors :

-0

m+1\ (n\ (m+ 1)!n! B (m+1)!
( n ><k) ConlmE1l =0k (n—k)!  (m+1—n)k(n—k)
(m+1)! (m+1—k)! (m+1\(m+1-k
(m+1—k:)!l<;!x(n—k;)!(m—i—l—n)!_( k >< n—k )

4b Montrer que si k et m sont deux entiers tels que 0 < k < m, alors :

m o (M) = e

J
12

J



Soient k, m entiers tels que 0 < k < m, on a :

g (-1y <m e k) = mik (—1) (m +1- k) qrel=keg _(_qymiiek

J

4c Exprimer pour tout n € N le nombre b,,11 en fonction de a,.1 et des nombres by, by, ..., b,.
On a pour tout n :

n+1 n
n+1 n+1
Qny1 = E ( 1 )bk:: E ( I )bk+bn+1

k=0 k=0

donc :

4d Montrer la formule d’inversion de Pascal :

et b =3 (1) 0o

k=0
Montrons cette formule par récurrence forte sur n € N.

e [.: n=0. La formule s’écrit by = ag, ce qui est vrai.

k
e H.: Soit n € N. Supposons que Vk € [|0,n]], Z ( > aj. Alors d’apres la
=0

13



question précédente :

n

n

S TG St GU P O IR

AN k=0 =0
n k
n+1\ [k _
= awl‘ZZ( k )()(‘Ukjaa
k=0 j=0 J
n k
n+1\/n+1-7 _j .
= anH_kZ:O;( j >( ko )(—1)kjajdapres4a
o~ n+1\n+1—] ke
SRE 5 3l (S IS
J=0 k=j
n n—j
n+1\/n+1—y i , ,
= Qpp1 — —-1) a4 =k—
n41 ZZ( i >( ; )( ) a; avec i j
7=0 =0
" n+1 < n+1—j i
S (T (B () )
=0 N/ =0
— an+1—2(n_|,_ )aj(—l)”_] d’apres 4b
=0\ J
" /n+1 bl
= an+1+z< j >aj( 1) +1—j

e Conclusion : pour tout n € N, b, = Z <n) (_1)n—k .

On considére & présent la suite (e,,)
(fn)nen définie par :

neN

k=0

définie par eg = 1 et Vn € N*, e, = ne,_1 + (—1)" et la suite

VneN, fu=3 (Z)ek

k=0

5 Calculer e pour k variant de 1 a 5 puis fi pour k variant de 0 & 5.
Onae; =0,ea=1,e3=2,e4=9et e5 =44 d’ou :

.f[):egzl
0f1:€0+€1:1
.f2:€0+2€1+62:2

o f3=6
o fi=24
o [5=075!

14



6 Déterminer une expression de f,, en fonction de n.
Montrons que f,, = n! pour tout n € N. En effet pour tout n € N :

n+1 n+1
n-+1 n—+1
fos1 = E < I >€k—€0+g < I >6k

k=0 k=1
n+1
= 1+;( L )(kek_1+<—1>)
n+1 n+1
n+1 n+1 i
=" e X (M)
k=1 k=1
n+1 n+1
n n+1 k {n+l1—k
=Y (n+1) <k—1)€’“‘1+2< § > (—1)*1
k=1 k=0
n+1 n
— 1 3 1-1 n+1
(ﬂw+ )25; <k-—»1)6% 1—F< )

3 |l

= (n+1) 0 <Z)ek:(n+1)fn

k=
et puique fo = 1, il vient f,, = n! pour tout n € N.

1 k
7 En déduire que pour tout n € N, e,, = n! Z k") .
k=0

Soit n € N. D’apres la formule d’inversion de Pascal, on a :

e = () vt a=3 (1) corte

k=0 k=0

oy (-1)" " =nl gyt

— (n—k)! —~ (n—k)
= n'z ) en posant j =n — k.
7=0

Corrigé de ’exercice 4 :

O — T (py_ycos(@)
—e(a 'T) sin(x) .

Soit « € [2m,47[. Pour z € ]0, 7|, on pose g (z) = — @)
Sin (X

1 Déterminer la limite de g (z) quand x tend vers 07 (on a toujours. x € ]0,7[).

( )cos (x)
lim © "~ = yoocara > Oet lim sin () =07. Donc lim (a0 — x) e8 (z) _ +00, lim e sin (z) —
z—0t1 SIn ( ) z—0t z—0t Sin (l’) z—0t
+oo et lim g () = 4o0.
z—0

- 1
2 On pose h(z) = g pour x € 10, 7[. Montrer que lim n(g ()
sin (z) rer que im =05

\ |
|
=



Pour z € ]0,7[, on a :

m( &= o —a) cos ()
In(g(z)) sin () sin(z)  In(h(z)) + cos ()
hz) Q- - h(2)
sin ()
1

Or lim h(z) =+oo car lim (o —x) =a—m > 0. De plus, hT n(y) = 0 (croissance comparée)

=TT =TT y—too Y

1
donc par composition de limites, lim %(;3» = 0.
T X
Donc lim M =—1.
T h (l’)

3 En déduire la limite de g (z) quand z tend vers m—.

Sachant que lim % (x) = +o00,ona lim In(g(r)) = —oo et par composition avec I'’exponentielle,
lim g (z) = 0.

4 Montrer que Im (g) = R™ (on rappelle que g n'est définie que pour x € 10, 7|, on ne s’occupe
pas d’autres valeurs possibles de x).

Il faut montrer deux choses :
d’abord pour tout = € |0, [, sin (z) > 0, « — x > 0 donc g () > 0. Donc Im (g) C R**.
et la réciproque : soit r € R™, g est continue sur |0, 7[ en tant que quotient, produit et composée

de fonctions continues, et r € RT* = } lim g (x), lim+ g (x) [ donc d’aprés le théoréme des valeurs
T—T x—0

intermédiaires, il existe = € |0, 7| tel que g (x) = . Donc R™ C Im (g).

Ainsi, Im (g) = R™.

On considére a présent la fonction f : z — f (2) = ze* définie pour z € C et a valeurs complexes.
Soit Z = re'™ avec r > 0 et « € [2m,47[. On pose z = pe' avec p > 0 et x € ]0, 7.

5 Montrer que f(z) =Z <:>{ r=g(z)

p=h(z)
f (2,’) _ A 2e? — Teia peixepem _ 7“6ia - pepcos(a:)ei(az+psin(x)) _ reioa
pepcos( ) =T pepCOS(I) =r .
= . = _ a—x car sin(z) #0 (x €]0,7[)
a =+ psin(x) p=—
sin ()
r = h(x) @) cos(@) { r=g(z)
= <~
{ p=h(z) p=nh(z)

6 Montrer que [ est surjective.
Si Z =0, Z admet un antécédent par f car f(0) = 0.
Si Z # 0, on écrit Z = re'® avec r > 0 et a € [2m, 47|

Puisque Im (g) = R**, il existe z € |0, 71| tel que 7 = g (x) . On pose alors p = h (z) et z = pe'®

donc f(z) = Z.

—_—~

(on a bien p > 0 et z € ]0, 7[). D’apres la quaestion précédente, on a ; i ‘;JL i;
Ainsi, Z admet un antécédent par f.

Donc f est surjective. r



