D.S.3 samedi 22 Novembre 2025 (3h)

R—R
Exercice 1 : On considére la fonction f : 222 o
T T —In(1+ 2°)

1 Etudier cette fonction : parité, variations et limites. Tracer son graphe.

2 Montrer que f s’annule une et une seule fois sur l'intervalle |0, +o0o[. On notera « 1'unique réel
strictement positif tel que f (a) = 0.

3 Déterminer le signe de f sur RY.

2

4 Exprimer l'intégrale fol In (1 + 2?) dz en fonction de dz.

I

01+ a2
72

5 Calculer fo T d:c puis fo dx.

Exercice 2 : Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1y +y —6y=1—8x— 3022
2y +y — 2y =8sin(2z).

1
Exercice 3 : On consideére la suite (uy), . définie par ug =1 et Vn € N, w1 = y/u2 + on
1 Montrer que Vn € N, u,, > 1.
1
2n+1'

2a Montrer que Vn € N, 0 < w1 — uy <

"1
2b En déduire que Vn € N*, u,, < ug + Z ok

3 Montrer que la suite (u,,) est convergente.
Dans la derniére question, on pose [ = lim u, et v, = u?

n—-4o0o
n—1
4a Exprimer v, en fonction de n (indication : on pourra calculer E (Vg1 — k) ).
k=0

4b En déduire la valeur de [.

Probléme 1 : une EDL d’ordre 2 a coefficients non constants. On s’interesse ici a la réso-
lution sur I = ]0, 00| de ’équation différentielle :

2
1+ 22

(E) :y" — Yy + y=(1+2%)In(z)

1+ 22

On notera (Ey) I’équation homogeéne associée.

Partie A : calculs préliminaires.



1 Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢ tels que :

1 a br+c
VieR™, ————=—+ ——
v z (1 + z2?) :13+1+x2
2 En dédui imitive de f: I — R tell f(x) !
n déduire une primitive de f: I — R telle que f () = ———.
p q 0T )

3 Donner une primitive de g : I — R telle que g (z) = (1 — 2?)In ().
4 Donner une primitive de h : [ — R telle que h (z) = zln (z).
Partie B : résolution de I’équation homogéne.

5 Montrer que id : x — x est solution de (Ep) .

1
6 Soit yo : I — R deux fois dérivable. On pose z : I — R telle que z (x) = el (x).

Montrer que o est solution de (Ep) si et seulement si 2’ est solution de I’équation différentielle

en la fonction inconnue u : 5

E/: !
(E) xu+1+$2

u=2~0

7 Résoudre (E').
8 Donner I'ensemble des solutions de (Ej) .

Partie C : résolution de (F) par variation des constantes. On cherche une solution partic-
uliere de (E) sous la forme y; (r) = X (x)x + pu(z) (2? — 1) out A et u sont deux fonctions
dérivables sur [ et vérifiant Vo € I, 2\ (z) + ¢/ (z) (22 — 1) = 0.

9 Exprimer y] et y{ en fonction de A et p.
10 Montrer que y; est solution de (E) si et seulement si Vo € I, X' (z) + 2z’ (z) = (z* + 1) In () .

11 Déterminer \ et i/ & l’aide des questions précédentes, puis en déduire une solution particuliére
y; de (F).

12 Conclure le probléme en donnant ’ensemble des solutions de (F) .

Probléme 2 : Autour de la série harmonique.

p 1 1 1 1
1 Soit n € N*. O tout peN, S, => —— =— .
oit n n pose pour tout p » ,§0n+k n+n+1+ +n—i—p

1 1
la Justifier que pour tout k£ € N, In <1 + E) < T

1
1b En déduire que pour tout p € N, S, > In (w) .

n

lc Etudier la monotonie et la limite de la suite (Sp) o -



2a Justifier qu’il existe un entier naturel p, qui est le plus petit des entiers p tels que S, =
P

2.

k=0 1 + k
Qp,

On note alors a,, =n + p, et v, = —.
n

> 1.

2b La suite (ay), - est-elle convergente ?

3 Prouver pour n > 2 que l'on a :

it 1 ! + + <1
k:0n+k_n n+1 2n —1

4 Montrer par récurrence sur n > 2 que :
2”2:2 ! —1—1— ! + + ! > 1
k:0n+k‘_n n+1 3n — 2

5 Montrer que si la suite (u,,) converge vers une limite /, alors [ € [2,3].
6 Justifier que ’on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1
oo — <14 —
n n+1 Gp, Qn

1
7a Soit k € N*, t < —< -
a Soi monrerquek+1 < [ - S

7b En déduire que 'on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 an dt 1 1
+-+—< —< -+ 4+
n-+1 an n b n ap, — 1

8 Déduire des questions 6 et 7 que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.



R—R

Corrigé de I’exercice 1 : On considére la fonction f : 222 o\ -
T —In(1+ 2%

+ x2

1 Etudier cette fonction : parité, variations et limites. Tracer son graphe.
Ve € R, f(—z) = f () donc f est paire donc on I'étudie sur R
f est dérivable sur RT comme quotient, somme et composée de fonctions dérivables et pour

tout z >0, f(z) =2 — —In (1 4 2?) donc :

14 22
£ (z) = dr 2 :2x(2—1—x2) :2$(1—£U2)
(1+22)°% 1422 (1+ 22)° (1+ 22)°

donc f'(z) >0 1—-22>0< 2 <1 (car x € R"). D’ou le tableau de variations suivant :

0 1 +00

f (%) o, 1@ \:oo

En effet, pour x > 0, f (x)

2 Montrer que f s’annule une et une seule fois sur l'intervalle |0, +00[. On notera « I'unique réel stricte-
ment positif tel que f (a) = 0.
f est continue et strictement décroissante sur [1, 400 (f’ ne s’annule qu’en 1), donc d’apres le
théoréeme de la bijection continue strictement monotone, f induit une bijection de [1, +oo[ sur
|—00,1 —1n(2)] (vu le tableau de variations ci-dessus). Or 0 € |—00,1 — In (2)] donc 0 admet
un unique antécédent a par f dans [1, +oo[. Comme f (0) = 0 et f strictement croissante sur
[0,1], f ne s’annule pas sur |0,1]. Donc « est bien I'unique réel strictement positif tel que

f(a)=0.

3 Déterminer le signe de f sur R™.
Vu la tableau de variations et la question précédente, f est positive sur [0, a] et négative sur

_ 4 5 . _ .
S In (1 + x*) donc IEIEOOf (r) = +o0. D’ou le graphe

Jor, 00 .
4 Exprimer U'intégrale fol In (1 + %) dz en fonction de fol %dic.
x
2x
_ 2 P —
On intégre par parties en posant u(z) =In(l+a7) dou{ () = 1+22 et
v(z)==x o (z) = 1
1 1 2 1.2
2x T
112d:1121—/ d:12—2/ da.
[metyie = fomea) - [ S ne -2 [
1 z? 1
5 Calculer [, 1+x2d:c puis [, f(z)dx.



On a:

1 2 11 2_1 1 1
/ ° Sdr = /+x—d:p:/ (1— )dm
o 1+ o 1422 0 1+z
= [z — arctan (z)]y = 1 — arctan (1) — 0 + arctan (0)
m
= 1-Z
4

1 21,2 ) 1 2 1 )
/O <1+w2—1n(1—|—x))d1: = 2/0 1+x2dm—/{)ln(l+x)dm

2

1 xr
= —In(2 4 d
n()+/01+x2x

- —lm@)+4(1-7)
= 4-In(2)—n

donc :

Exercice 2 : Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1y +y —6y=1-8x— 3022
L’équation homogene associée, (Ey) : y” +1y' — 6y = 0 a pour équation caractéristique r? +1r —
6 =0, A =25=52 les racines sont r = —3 et 7 = 2 donc la solution générale de (Ey) est :

y(r) =A™ + pe™™, A, peR

On cherche une solution particulére de 1’équation avec second membre sous la forme y; =
ax? + bx + ¢, d’ott 3} = 2ax + b et 3 = 2a d’ou :

Y+ — 6y = 1 — 8x — 302% & —6ax® + (2a — 6b) v + (2a + b — 6¢) = 1 — 8x — 3022

d’ou le systéme a résoudre :

—6a = —30 a=>5
2a —6b=-8 <« b=3
2a +b—6c=1 c=2

et la solution générale de 1’équation :

y () = e® + pe ™ + 502 + 30 +2, \,peR

2y +y — 2y =8sin(2z).
L’équation homogene associée, (Fy) : y” + 1y — 2y = 0 a pour équation caractéristique 2 +
r—2=0,A=9=3% les racines sont r = 1 et r = —2 donc la solution générale de (Ejp) est :

y(z) =X +pe ™, A peR

On cherche une solution particulére de 1’équation avec second membre sous la forme y; =
Acos (2x)+Bsin (2x), d’'ouy; = —2Asin (2z)+2B cos (2z) et yf = —4A cos (22) —4Bsin (2x)
d’otu :

Y1 +y;—2y; = 8sin (22) & (—4A+ 2B — 21%) cos (2x)+(—4B — 2A — 2B) sin (2x) = 8sin (2x)



11 suffit d’avoir :

~6A+2B=0 A=—

—6B —2A=28 —
d’ou la solution particuliere y; () = — cos (2x) — gsin(Qx) et la solution générale de
I’équation :

2 6 92

y(z) = — cos (2x) — gsin(Zx) + A" +pe " A peR

Corrigé de I’exercice 3 : On consideére la suite (uy), .y définie par ug = 1 et VYn € N, uyyy =

1
2 4 =
u—|—2n

1 Montrer que Vn € N, u,, > 1.
Par récurrence sur n € N :

el.n=0u,=12>1O0K.
1
e H.: soit n € N. On suppose u,, > 1. Alors ui + on > 1 donc upq > 1.

e Conc.: Vn € N, u,, > 1.

1
2a Montrer que Vn € N, 0 < w1 — uy < ST
. 1 1
Puisque u,, > 0, on a u,, = \/u2 donc u, 1 —u, = /u2 + o u2 > 0 car u%—l—z—n > u? > 0.

De plus :

IN

un+1 — Up

2n+1 < v 2n+1

s w4+ —< (un + 2n+1) car tout est positif

1

on+1 '

Donc ;1 — u, <

"1
2b En déduire que Vn € N*, u,, < ug + Z ok
k=1

1
On a donc pour tout k¥ € N, .ugpy1 — up < SRl Pour k£ € N*, on somme ces inégalités de 0 &

n—1:

—_

n—

i
L

1
2k

M

<Uk+1 — U,k.) <
0 k=0

B
Il



i.e. par télescopage (somme de gauche) et réindigage (somme de droite) :

n

un_UOSZ%

k=1
3 Montrer que la suite (u,) est convergente.
On a donc :
< n 11—-1/2"
Up < Uyt z——7
°T21-1/2

1
< 14+41-—<2
2n
donc (u,) est majorée. Or d’aprés 2a, elle est croissante donc d’apres le théoréme de la limite
monotone, (u,) est convergente.

Dans la derniére question, on pose [ = lim wu,, et v, = uZ.
n—-—+00

n—1

4a Exprimer v, en fonction de n (indication : on pourra calculer Z (Vg1 — k) ).

k=0
On a par télescopage :
n—1
(Vkt1 — V) = Up — g
k=0
D’autre part :
n—1 n—1 n—1 1 1— 1/2n
(/Uk+1 - Uk) = (uerl Ui) = 2_k = 1 — 1/2
k=0 k=0 k=0
1 1
donc v, = vg + 2 — = =3 - =,

4b En déduire la valeur de [.
Donc lim v, =3 donc lim w, = /3 car u, > 0 donc u, = \/v,,.

n—-4o0o n—-—4o0o

Probléme 1 : une EDL d’ordre 2 a coefficients non constants. On s’interesse ici a la résolu-
tion sur I = |0, +-00[ de I'équation différentielle :

2x
1+ a2

(E):y" - Y+ y=(1+2%)In(z)

1+ a2
On notera (Fy) I'équation homogene associée.
Partie A : calculs préliminaires.

1 Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢ tels que :

1 a br+c
Ve e R™, ———— = —
v z (14 2?) ZE+1—|—ZE2

a br+c ar®+a+br®+cr  (a+b)a®+cr+a

E—i_l—i—x?i z (1 472?) B 1+ 22




donc il suffit de résoudre un systéeme :

a+b=0 b= -1
c=0 <& c=0
a=1 a=1
donc : 1 1
x
VeeR™, —— =-— ——
v Trx(1+2?) oz 1422
2 En dédui imitive de f : I — R tell f(x) !
I — r)=———>-.
n dedulre une primitive de elle que x(1+aj‘2)
1 1 1
Une primitive de f (z) = P =77 fxz sur [ est donc F' (x) = In (z) — B In (1 + 2?).

3 Donner une primitive de g : I — R telle que ¢ () = (1 — 2?)In (z) .

1 (z) =1—27
_ L u (x T
u(x)=a— -x Joil

Intégrons par partie en posant , 1
v (z) =In(x) v <x):E

de g (x) sur I est :

N
)
@]
B
=
@
=
o
=
@

ko)
2.
z
g
<
@
(oW
@
>=
~
S
-t
®,
o

Qo
o
@
>

&

I
&
=3

—~

=

’ (z) =2
Intégrons par partie en posant u(z) = 2 d’ou 1 et une primitive de h (z)
(z) Tz

sur [ est :

Partie B : résolution de I’équation homogéne.

2z

Y+
14 22 1+
On a(id)' (z) = 1 et (id)" (x) = 0 pour tout x donc :

5 Montrer que id : x +— z est solution de (Ep) : ¢y — 5y = 0.

2z, 2 2x 2
_1—|—x2ld (x) + =

id" ()
donc id est bien solution de (Ep) .

1
6 Soit yo : I — R deux fois dérivable. On pose z : I — R telle que z () = —y ().
T

Montrer que g est solution de (EO) si et seulement si 2’ est solution de I’équation différentielle en
la fonction inconnue  :

2
1+ 22

(E) : zu’ + u=0

z est deux fois dérivable comme quotient de deux fonctions qui le sont et on a yo () = zz (),

8



donc y (z) = 2z (x) + x2' (z) et yy (x) = 22’ () + z2" (x) donc :

2z
t solution de (Fy) < yy — A =0
Yo est solution de (Ep) Yo 1+x2y0+1+x2y0
2 2
& 22 (z) + 22" () — . _ij (z (x) + x2' (x)) + Tr 2% (r) =0
sz () +2 (x) (2 - 22° =0& z2" (z) + 2 2 (x)=0
1+ 22 1+ a2

& 2 est solution de (E)

7 Résoudre (E').

Ona (F) < u + u = 0 car on résoud sur / donc x # 0.

z (1 + 22?)

D’apreés 2, une primitive de = — est 2F () = 21n (z) — In (1 + 2%) donc la solution

z(1+ 2?)
générale de (E') est :

A 1
e (x) _ )\6—2F(I) — )\Q*QIH(I)Jrln(lerz) == (1 + [E2) -\ (1 + P) ’ AeR

xz

8 Donner I'ensemble des solutions de (Ey) .
1 A
On a donc 2’ de la forme 2’ (z) = A (1 + —2) donc z (x) = Az — — + p, A, u € R donc les
x x

solutions de (Ejy) sont les fonctions de la forme :

yo (z) = Ax? — A+ px, \,p€R

Partie C : résolution de (E) par variation des constantes. On cherche une solution particuliére
de (E) sous la forme y; (z) = A (z) z + p (x) (% — 1) ott A et p1 sont deux fonctions dérivables sur
I et vérifiant Vo € I, 2\ (z) + ¢/ (z) (22 — 1) = 0.

9 Exprimer ¢} et y] en fonction de A et u.
On a:

vi(z) = N(@z+A(@)+u (@) (2° = 1) + 2zu (@) = A(2) + 224 (2)
W (z) = XN(2)+2u(x) + 204 (z)

10 Montrer que ¥ est solution de (F) si et seulement si Vo € I, X' (z) + 2z’ (z) = (z* + 1) In () .
Donc y; solution de (E) si et seulement si :

2z 2
& Vrel, yi’—1+x2y’1+1+x2y1:(1+x2)ln(x)
’ ! 2z 2
& Veel, N(z)+2u(z)+ 2zp (90)—1+x2 (A(m)+2xu(x))+1+x2 (Mz)z + p(2) (2* - 1))

4 +2<ZL‘2—1)
1+ 2?2 1+ 2?2
& Voel, N(z)+2zp (z) = (1+2°) In(z)

9

& VYeel, /\'(x)—i-,u(x)(2— >+2xu’(x):(1+x2)ln(x)



11 Déterminer X' et p/ a I'aide des questions précédentes, puis en déduire une solution particuliére 3, de
(E).
On cherche donc A (z) et p (z) vérifiant (pour tout = € I) un systéme d’équations :

N () +p/ (x) (22— 1) =0
{A'<x>+2m<x>=<1+x2>ln<az> < { i (@) (
N (@) + 20 (1) = (1+ ) In (x)
< { (~1-a%) =

z) (=1 — 22 (1+x)1n()

()
N () + 224/ (x) = (1 + 2% In (x)
< { W (2) = (x)

"(2) + 2zp () = (14 2%) In (x) Ly

A
Y(22=1)—22%) = —x(1+2%)In(x) L, —xLy

2 2

On peut prendre d’apres 4, u (z) = % In (z) — % dou N () = (1+2%)In(z) — 22%In(z) =
1 3
(1 — 2?)In(x) donc d’apreés 3, A (z) = <x — §x3 In(z)—z+ %
1 3 2 2 1
Ainsi, y; (z) = =z ((x — §x3> In(z)—x+ %) + (%ln (z) — %) (2 —1) = 5:1:21113: +
1 3
—xtlnz — —2? — —2* est une solution particuliére de (E) .
6 4 36
12 Conclure le probléeme en donnant ’ensemble des solutions de (F)
Ainsi, la solution générale de (E) est :
1 1 3 5
y(z) = §$2lnx+ 61’4111:6— Z:UQ — %:ﬁ—{—/\x? — At px, A, peR
2z 2 9
V' - ey = ) (),
Etlt"11—|—11+C(1)—i—C’ ; >
xact solution is: < —z?Ilnx + —z*lnx x? — r— 12— —xt
2 6 1 BT 36
Corrigé du probléme 2 : Autour de la série harmonique.
o1 11 1

1 Soit n € N*. On pose pour tout p € N, Sp:kgon—i—kin_'_n—i—l—i_”'—i_n—i—p'

1 1
la Justifier que pour tout k£ € N, In (1 k) < iz

On a vu en cours que pour tout z > —1, In (1 4 z) < z, on prend donc z = —

n+p+1
1b En déduire que pour tout p € N, S, > In (L) )

n
1

n+k

1
Ainsi, pour tout k € [|0,n]], In (1 + n kz) < . On somme ces inégaités de k =0 ap:
n

Zm( > zp:nik: %

10



Or on a une somme télescopique :
P

E In (
k=0

Donc :

n+k

k=0 =0

S,>In(n+p+1)—In(n) =In <Lp+1)

n

1c Etudier la monotonie et la limite de la suite (.S,)

1
n+p+1
n+p+1
n

peEN *

Pour tout p, Sp11 — 5, = > 0 donc (Sp), est croissante.

D’autre part, lim In
p—+oo

lim S, = +o0.

p—too

) = 400 donc (vu 1b), par théoréme de comparaison,

P 1
2a Justifier qu’il existe un entier naturel p,, qui est le plus petit des entiers p tels que S, = > ﬂ > 1.
k=0 T

a
On note alors a,, = n + P, et Uy, = —.
n

Puisque (Sp)p tend vers +o0, il existe un rang & partir duquel S, dépasse 1 donc ng tel que
Spo > 1. On prend p, le plus petit entier entre 0 et ny qui vérifie cette propriété (il y a un
nombre fini d’entiers donc sans aucun doute un plus petit que les autres !)

2b La suite (ay,) nen+ est-elle convergente 7
On a pour tout n, a, > n donc encore par théoréme de comparaison, lim a, = +00. Donc

n—-+00

la suite (an), - est divergente.

3 Prouver pour n > 2 que 'on a :

n—1

Z_: N P
k:0n+k_n n+1 2n—1

1 1 n-l 1 11 —1
Pour tout k € ||1,n — 1|], —— < — donc o — = donc :
ot [[1,m I n+k n . Zln—l—k gn n .
n—1 n—l_l
kzon—i-k n n
4 Montrer par récurrence sur n > 2 que :
%2_2 ! —1+ +- > 1
k:0n+k_n n+1 3n —2
2n—2
Montrons par récurrence sur n > 2 que » > 1.

k):zpjln(L’f“) - (n(n+k+1)—In(n+k)=In(n+p+1)—In(n).



-2 ] 2 1 1 1 1
I:n=2 = — ==+ -+->1
elin=2 0 Xy r a2t
2n—2
e H.: Soit n > 2. Supposons »  —— > 1. Alors on a :
k:0n+k
2(n+1)—-2 2n 2n—2
1 1 1 1 1 1 1
D P DL et
pare n+1+k k:0n+1+k k:On—i—k n 3n—1 3n 3n+1
3n+1+3n—-1 2 18n2 —2(3n—1)(3n+1)
Bn—1)Bn+1) 3n 3n(3n—1)(3n+1)
2
=1 >1
MY I Y
2n—2
e Conclusion : pour tout n > 2, > 1.
P - kz::on—i-k‘

5 Montrer que si la suite (u,,) converge vers une limite [, alors [ € [2,3].
Pour n > 2, on a donc S,,_1 < 1 < Sy,_9, et par définition de p,,, S,,-1 < 1 < 5, . Et puisque

(Sp) est croissante, il vient :

n—1<p,—1<p,<2n-—2

donc n < p, <2n — 2 donc 2n < a, < 3n —2 < 3n donc 2 < u, < 3.
Donc si (u,,) converge vers une limite [, on obtient par passage a la limite, 2 <1 < 3.

6 Justifier que 'on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 1 1
1< —+4+ +oo+—<1+—
n n—+1 an, an,

Par définition de p, (et a, =n+p,), on a :

1 1 1 1 1

1
1<8, =~+ 4o — et — + TR <1
n n+1 an n n+1 a, — 1
1 1 1
donc — + +oo 4+ —<14+—.
n n+1 Qp, Qn
1 dt 1
7a Soit k € N*, montrer que 1 < fkkJrlT < . 1 o
Soit ensuite k£ € N*, on a pour tout t € [k’k_l_l]’k—H < n < 7 par décroissance de t — .

sur R™*. Donc par intégration des inégalités :
kE+1 p k+1 7, t i E K

7b En déduire que 'on a pour tout entier naturel non nul n :

1 1 mdt 1 1
+-4+—< — < =+ +
n+1 an t n




Donc en sommant ces inégalités de k =n a k=a, — 1:

g ;/Hl%_/jn Z%

Et par la relation de Chasles :

1 1 1 mdt 1 1
1--< +-F+—< <=4+ <1
n n+1 G " n

8 Déduire des questions 6 et 7 que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite
D’apres 6, on a :

11
b et — ek

1 an dt
1——</ — <1
n n

a a n 1
Or [ % =[In(?)])" =1In (a_) = In (u,). Donc 1 — — < In(u,) < 1 donc :

n

<1
a, —1 —

donc grace a 7b :

Et puisque lim e'~/"

n—-+o0o

= e, on a par encadrement, lim wu, = e.

n—-+o0o

13



