D.S.5 24 Janvier 2026

sin () .

Exercice 1 : On considére dans cet exercice la fonction F' définie sur R* par F' (z) =
x

1 Montrer que F' est continue sur R*.
2 Montrer que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F' ce prolongement.
3 Montrer que F' est de classe C! sur R et préciser les valeurs de F’ (x) pour tout x € R.

4 Montrer que les réels strictement positifs tels que F' (z) = 0 constituent une suite (ay),~, stricte-
ment croissante. On donnera explicitement la valeur de ay.

5 Soit k& € N*. Montrer sans calculs qu’il existe un réel xj € Jay agi1[ tel que F' (xy) = 0.
6 Montrer que la fonction F” est de méme signe que h : x — x cos (z) — sin (z) sur R**.

7 Démontrer que pour tout k£ € N*| la fonction h est strictement monotone sur [ay, ax11] -
8

En déduire 'unicité de réel x;, défini dans la question 4a.

9 Etablir que z € }ak,ak + g[

10 Calculer klim 2 puis déterminer un équivalent simple de xy.
—400

11 Exprimer z;, a l'aide de k7 et arctan (zy) .

12 En déduire la limite de z;, — k.

Exercice 2 : Soit n > 3 un entier et P, le polynéme défini par :

Po(X)=nX""" —(n4+1)X"+1

1 Montrer que P, est divisible par (X — 1)*.

2 Soit p € N*. Rappeler, en la justifiant, la factorisation de X — 1 par X — 1 (on ne demande pas
la décomposition de X™ — 1 en produit de facteurs irréductibles, mais seulement de factoriser
par X —1).

3 Déterminer la factorisation de P, (X) au moyen de X — 1 et d’un polynéome @ (X).

4 Factoriser a son tour le polynome @ (X) par X — 1 en faisant apparaitre des polynomes du type
XP —1.

5 On a ainsi une factorisation de @ sous la forme @ (X) = (X — 1) Q; (X) ou @ est évidemment

de degré n — 1. Vous avez en principe trouvé une expression de ()1 a la question précédente.
n—1

On demande ici d’expliciter les coefficients a; tels que @1 = > a; X"
i=0



1

T
’ cos ()

Probléme 1 : On considére la fonction f définie sur I'intervalle I = [0 4] par f (z) =

Partie 1 : étude de la bijection réciproque de f

1 Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle .J que I'on précisera. On note f~! la
bijection réciproque.

2 Donner sur le méme graphique l'allure des courbes représentatives de f et f~!. On donnera
i
I’équation des tangentes a la courbe de f en 0 et en 1 et on les fera apparaitre sur le schéma.

1
cos (f1 (x)) = ~
3 Justifier que pour tout x € J, L 1

sin (71 (2)) = /1 -

4 Montrer que f~! est dérivable sur J \ {1} et montrer que :

1

zvr? —1

Ve e J A1}, (f_l)/(x) =

5 En déduire le développement limité de f~! en v/2 a lordre 1.
Partie 2 : étude des dérivées successives de f
6 Justifier que f est de classe C* sur [. Calculer [ et f”.

7 Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un polynéme P, tel que :

P, (sin (x))

Vo e L, () = cos"tl (z)

8 Déduire P; de la relation que vous avez obtenu dans la question précédente (donc sans calculer

e,
9 On pose Qp =1 et pour tout n € N, Q11 = (1 — X?) Q" + (n+ 1) XQ,.
9a Calculer @, (1) en fonction de n.

9b Déterminer pour tout entier n, le degré et le coefficient dominant du polynéme @),,.



Exercice 4 : On considére la fonction :

R~N{-1} =R
Favctan ()
T +— x“arctan
1+

On note I' la courbe représentative de f.dans un repére orthonormal du plan.

la Justifier que f est dérivable sur R~ {—1}.
1b Pour tout x € R\ {—1}, déterminer g (z) tel que f'(x) = 2zg ().

1c Montrer que la fonction ¢ ainsi définie est dérivable sur R~ {—1}, que sa dérivée vérifie ¢’ (z) =

1 1
———— P (z) ou z — P (x) est une fonction polynomiale du second degré et qu’elle

2(1+(1+2))?
vérifie aussi :
Ve e R\ {-1},¢ (x) <O.
1d Etudier le signe de g sur |—oo, —1[ et sur |—1, 400 .
le En déduire le tableau de variations de f sur ces intervalles.
2a Déterminer les limites de f en —oo et en +oo.

2b Déterminer les réels I et Ip, limites respectives de f en (—1)” et (—1)".

3 On considére les fonctions :

|—00,—1] = R [—1,4+00c[ — R
fa: . f(a:).six<—1 et fp: - f(a:)‘six>—1
lgsixz=—1 Ilpsiz=-—1

3a Déterminer le DL a l'ordre 2 de fp en —1.

3b Justifier que fp est dérivable en —1 et donner f}, (—1).
Préciser en suite la position de I' par rapport & sa demi-tangente & droite au point d’abcisse
—1.

3c Déterminer le DL a l'ordre 2 de fg en —1.
Préciser alors I'allure de I' au voisinage & gauche du point d’abcisse —1.

en 0, puis le DL a 'ordre 3 de y — arctan <%)

4a Déterminer le DL a l'ordre 3 de y — i
1+y )

{ ) } ) ?

un développement asymptotique de f (z) a la précision — lorsque x tend vers +oc.
x

4c Que peut-on en déduire ?



Corrigé de ’exercice 1 : On considére dans cet exercice la fonction F' définie sur R™ par F' (x) =
sin ()

T
1 Montrer que F' est continue sur R*.

F' est continue comme quotient de deux fonctions continues.

2 Montrer que F' est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F' ce prolongement.
Par limite fondamentale, liII(lJ F (z) = 1 donc F est prolongeable par continuité en 0 en posant
Tr—>

F(0) = 1.

3 Montrer que F est de classe C! sur R et préciser les valeurs de F” () pour tout x € R.
F est de classe C! sur R* comme quotient de fonctions de classe C!. Pour tout € R*, on a :

_xcos(w) —sin ()

Donc :

donc lin% F' (z) = 0.
r—
Sachant de plus que F est continue sur R* et de classe C! sur R*, le théoréme de la limite de

la dérivée montre que F' est dérivable en 0 avec F” (0) = 0 et donc aussi que F est de classe
C! sur R.

4 Montrer que les réels strictement positifs tels que F' () = 0 constituent une suite (ay),~, strictement
croissante. On donnera explicitement la valeur de ag.
On a Vk € N*, a;, = km donc (ax),~, est clairement une suite strictement croissante.

5 Soit k € N*. Montrer sans calculs qu’il existe un réel xj € |ag aj41] tel que F' (x)) = 0.
Pour tout & € N*| F'(ax) = F (agy1), F est continue sur [ag, ar41] et dérivable sur Jag, axi1]
donc d’apres le théoreme de Rolle, il existe zy, € |ag, ar1] tel que F' (zx) = 0.

6 Montrer que la fonction F” est de méme signe que h :  — x cos (x) — sin (z) sur R,
h(z)

12

On a montré précédemment que pour tout z € R™ F'(z) = donc F’ est du méme

signe que h.

7 Démontrer que pour tout k € N*, la fonction h est strictement monotone sur [ag, Gji1] -
La fonction h est dérivable sur R™ et pour tout x € R** :

h' (z) = —zsin (z) + cos (z) — cos (x) = —x sin (x)

Sur un intervalle de la forme [ay, ayy1] = [km, (k + 1) 7], la fonction sin est de signe constant.
Donc k' est de signe constant sur [a, axy1], donc h est strictement monotone sur cet intervalle

8 En déduire I'unicité de réel x; défini dans la question 4a.
Pour tout k£ € N*| la fonction h est strictement monotone sur U'intervalle [ay, ax11], donc elle
y est injective donc s’annule au plus une fois sur cet intervalle, ce qui montre I'unicité du réel
x) de la question 4a.



™
9 Etablir que x; € ]ak, a + ) [
Montrons que F’ (ay) et F” (ak -+ z) sont de signes opposés. Pour cela, il suffit de montrer

que h (ag) et h (ak + g) le sont. On a :

h(ay) = ay, cos (ag) — sin (az) = (—1)" ax
et

h (ak+g> = (ak+g> cos (ak+ g) — sin (ak+ g)

(o ) o) o = o= (17

donc h (ay) et h (ak + g) sont de signes contraires.
Ainsi I est continue sur [ak, ap + g] et change de signe donc dapres le TVI, F’ s’annule dans
}ahak + g[ (intervalle ouvert car F” (ay) et F’ (ak + g) sont non nuls).

L T T
Par unicité de xy dans [ax, aki1] D [ak, ay + 5], on a xj € }ak,ak + 5 [

10 Calculer lim xj puis déterminer un équivalent simple de .

k—+o0
On a lim a, = 400 et x; > a;, donc par minoration, lim x;, = 4o00.
k—+o0 k—+00
T 1
De plus, km < 2z < (k+1)7 donc 1 < k_k <1+ z donc par théoréme d’encadrement,
T
T
lim —* =1 donc Tk ~ioo KT
k—4o00 KT

11 Exprimer z, a I'aide de k7 et arctan (zy) .
On a F' (z1) = 0 & tan (z) = xy.
On a donc tan (xy — k) = xy, or xy, — k7 € }O, g [ donc arctan (zy) = xp — k7.
Ainsi :
x = km + arctan (xy)

12 En déduire la limite de x5, — k7.

T
On a lim z; = oo donc lim arctan (zx) = = donc lim (xp — km) =
k——4o00 k—+o00 2 k——4o0

™

Corrigé de I’exercice 2 : Soit n > 3 un entier et P, le polynome défini par :

Py(X)=nX"""—(n+1) X" +1

1 Montrer que P, est divisible par (X — 1)*.
OnaP (X)=n(n+1)X"—n(n+1) X" !donc P/ (1) =0, or aussi, P, (1) =n—-n—1+1=
0 donc 1 est racine au moins double de P, donc (X — 1)* divise P,.

2 Soit p € N*. Rappeler, en la justifiant, la factorisation de X™ — 1 par X — 1 (on ne demande pas
la décomposition de X™ — 1 en produit de facteurs irréductibles, mais seulement de factoriser par
X -1
OnaX"—1=(X—-1)(X" '+ X"2+...4 X +1) car en développant, tous les termes se
télescopent sauf X" et —1. 5



3 Déterminer la factorisation de P, (X) au moyen de X — 1 et d’un polynome @ (X) .
On a

P(X) = nX"(X-1)—X"+1
= (X-DnX"— (X -1 (X" "+ X" 24+ + X +1)

= (X-1) (nX”—X”fl—X”*Q—n'—X—l)
4 Factoriser & son tour le polynome ) (X) par X — 1 en faisant apparaitre des polynomes du type X? — 1.
n—1 n—1
Onadonc @ (X) =nX"—X"1-X"2—...oX—1=) (X" XF)=>" Xk (X" _1)
k=0 k=0

donc

]=

Q- Y (Xk (x - 1>nij) _xny (xknf;@)

0 k=0 =0

5 On a ainsi une factorisation de @ sous la forme @ (X) = (X — 1) Q1 (X) ou @)1 est évidemment de
degré n — 1. Vous avez en principe trouvé une expression de (J; a la question précédente. On

n—1
demande ici d’expliciter les coefficients a; tels que Q1 = > a; X"
i=0
On a donc
n—1 n—k—1 n—1n—k—1 n—1 n—1
Q1 (X) = (X’“ XJ> => X+ = X' (avec i = k + §)
k=0 j=0 k=0 5=0 k=0 i=k
n—1 14 n—1
= X*=» (i+1)X" (somme triangulaire)
i=0 k=0 i=0

Corrigé du probléme 1 : On considére la fonction f définie sur Uintervalle [ = [0, %} par f (z) =
1
cos (x)

Partie 1 : étude de la bijection réciproque de f

1 Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J que 1'on précisera. On note f~! la bijection
réciproque.
f est définie et dérivable sur I comme inverse d’une fonction dérivable et ne s’annulant pas
sur [ et ona pour tout xz € I :
sin ()

f'(z) = >0

~ cos?(x)

et ne s’annulant que pour x = 0.
Donc f est strictement croissante sur I et continue donc d’apres le théoréme de la bijection,

# induit une bijection de I sur J = f (I) = [f 0, f (g)] = [1,v2].

2 Donner sur le méme graphique P’allure des courbes représentatives de f et f~!. On donnera I’équation

T
des tangentes a la courbe de f en 0 et en 1 et on les fera apparaitre sur le schéma.



Ona f'(0)=0et f <£) = /2 d’oul les équtions des tangentes & la courbe en ces points :

3 Justifier que pour tout x € J,
sin (£ () = /1 -
x

-1 _ _ 1 -1 _
On a pour tout x € J, f (f (l’)) =12 donc x = W donc cos (f ($)) =
— . Enfin,

Or puisque sin® (f~1 (x)) + cos? (f 7 (x)) = 1, on en déduit sin® (f~*(z)) = 1 — 3

— e

fla)el= [0, %] donc sin (f~! (z)) > 0 donc :

in (7 () = /1 -

4 Montrer que f~! est dérivable sur J \ {1} et montrer que :
1

Vee {1}, (FY) (2) = ——

f est une bijection dérivable strictement monotone de I ~\ {0} sur J ~\ {1} et Vx € I ~ {0},

f(x) = % # 0 donc d’aprés le théoréme de la dérivée de la réciproque, f~! est dérivable
cos? (x

sur J \ {1} et pour tout x € J \ {1} :

1 1/£U2 1
—1\/
xXr) = N = —
(f ) ( ) sm(ffl ({E)) ; 1 I
o (@) V' @2

5 En déduire le développement limité de f ~1en v/2 a lordre 1.

1 2

= \/—— donc f~!

Ona f () = V2 done £ (V2) = § et de plus (571) (V2) = 5 =

admet un développement limité & Pordre 1 en v/2 qui s’écrit :

%—1—@(9:—\/5)%-035_”@@—\/5).

=5+

Partie 2 : étude des dérivées successives de f

6 Justifier que f est de classe C* sur I. Calculer f’ et f”.
f est de classe C* sur I comme inverse d’une fonction de classe C*> ne s’annulant pas et pour

tout x € I, f' (z) = CS;;(ZE))
_cos? (z) + 2cos () sin® (z)  cos? (z) 4 2sin? (z) _ 1+ sin® ()

(@) = 4(x N cos? (z cos? (z
cos? (x) . (x) (x)

donc :




7 Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un polynéome P, tel que :

P, (sin (7))

Vo€ 1, (@) = Ty

Montrons par récurrence sur n € N* qu'il existe un polynéme P, tel que Vo € I, f™ (z) =
P, (sin (z))

cos"t1 (z)

: P (s
e I.:n=1 Posons P, = X,onabienVz €I, f'(z) = 0801:2((@) = C;ési ((x)))
T (o

e H. : Soit n € N* et supposons qu'il existe P,, polynoéme tel que Vo € I, f (z) =

%ri((?;. Alors en dérivant, on a pour tout z € I :
FOD () = cos (:O)Sfﬁf?l;(x)) (1) = Sin(foxs)nfg ((;1)11 (2))
_ cos® (x) P! (sin (x)) + (n + 1) sin (z) P, (sin (z))
cos"t? ()
_ (1 —sin®(z)) P, (sin (z)) + (n + 1)sin (z) P, (sin (z))
cos™t2 (x)

P, (sin (x))
cos™t2 (x)

en posant P41 (X) = (1 - X?)P.(X)+ (n+1) X P, (X), ce qui fait bien de P,,; un
polynome.

e C.: Ok!

8 Déduire P5 de la relation que vous avez obtenu dans la question précédente (donc sans calculer f(3)).

On a P, =1+ X2 (d’aprés 6) donc on calcule :
Py = (1-X%)2X 43X (1+X?) =2X —2X° +3X +3X°
= X°+5X
9 On pose Qo = 1 et pour tout n € N, Qi1 = (1 — X3 Q) + (n+ 1) XQ,..

9a Calculer @, (1) en fonction de n.
De la relation définissant ), 41, on déduit : Q11 (1) = (n+ 1)@, (1). De plus, Qo (1) = 1. Il
vient donc @, (1) = n!.

9b Déterminer pour tout entier n, le degré et le coefficient dominant du polyndéme Q),,.
Montrons par récurrence sur n € N que deg (Q,) =n et c(Q,) =1:

el :n=0.0Ona@y=1 doncdeg(Qy) =0etc(Qy) =1



e H. : Soit n € N et supposons que deg (Q,) = n et ¢(Q,) = 1. Alors on peut écrire
Q. = X"+ S5, avec S, un polynéme de degré au plus n — 1.
Ainsi :
Quin = (1=X*)(nX" "+ 85)+(n+1) X (X"+5,)
= nX" '+ 8 - X*S +(n+1)XS, + X"

Or deg (nX" ' + S/, — X2S! + (n+ 1) XS,,) < n comme somme de polyndomes de degrés

tous au plus n.
Donc deg (Qui1) = 1+ 1 et ¢(Quer) = 1.

e C.: OK!

Corrigé de ’exercice 4 : On considére la fonction :

R\{—l}—ﬂR
artan )
T +— x“arctan
1+=z

On note I' la courbe représentative de f.dans un repére orthonormal du plan.

la Justifier que f est dérivable sur R~ {—1}.
arctan est de classe C* sur R donc f est dérivable (et méme de classe C* sur R\ {—1} comme

composée et produit de fonctions qui le sont.

1b Pour tout z € R\ {—1}, déterminer g () tel que f' (z) = 2xg (z).
Et on a pour tout z € R~ {1} :

1 2 1
f'(z) = 2:Earctan( )— ’ 5
Itae) (142, 1
2
(1+2z)
1 2
= Qxarctan( )— ’ 5 = 2xg (x)
I+ua 1+ (1+2)
t g () t (1> - Soluti - (4 + 4)
en posant g (r) = arctan — . Solution: T —
1+ 2 (14 (1+2)%) (2(x+1)2+2)2
1 1 1 )
D — (z* + 4z + 6)

2($+1)2+2_<—<xi1)2+1)(x+1)2 2(a?+ 21 +2)°

1c Montrer que la fonction ¢ ainsi définie est dérivable sur R \. {—1}, que sa dérivée vérifie ¢’ (x) =

1 1
- P (z) ouz — P (x) est une fonction polynomiale du second degré et qu’elle vérifie
2 2)2
(14 (14 2)7)
aussi :

Ve e R\ {-1},¢ (x) <O.



g est dérivable sur R \ {—1} comme somme, quotient et composée de fonctions qui le sont et
pour tout z € R~ {—1}:

S = - 1 1 _2(1+(1—|—:E)2)—493(1—|—1:)
(a2, L 414 (1+2)%)
(1+2)
—1 _2—1—2x+x2—2x—2x2
+(1+2? 21+ (1+2)?)°
1

1
1
2(14+ (1 +2)%
1
2

s (12 —2-2(1+ (1+2))

1
(1+(1+2)%)°

P ()

en posant P(z) =22 —2-2(1+(1+2)%) =22 —2—-2(2+ 22 +2?) = —2° — 42 — 6.
Ce trindme a pour discriminant A = 16 — 24 = —8 < 0 donc est toujours négatif sur R donc
Vee R\ {-1},q (z) <O.

1d Etudier le signe de g sur |—oo, —1[ et sur |—1, +00].

Donc g est décroissante (strictement) sur |—oo, —1[ et sur |—1, +00].
T

Or, lim g(z) = lim g(z) = 0 car ~4is — donc g est négative sur
|—o0, —1[ et positive sur |—1, 400 .
le En déduire le tableau de variations de f sur ces intervalles.
D’ot le tableau de variations de f :
x —00 -1 0 ~+00
' (x) + I - 0 +
fl@) | /77 I PN o ST
2a Déterminer les limites de f en —00 et en +00.
1 1 1
Onaarctan (X) ~g X et lim = lim = 0 donc par substitution, arctan ~ oo
z—too T + z——o00 T + 1 z+1
1 1
P R donc f (x) ~1e x donc wl_i)r_noo (x) = —o0 et Igrfmf (x) = 4o0.

2b Déterminer les réels I et [p, limites respectives de f en (—1) et (—1)7.

1 s
Ona lim 1 = —oo donc par composition de limites, lim f(z) = —5 = l¢. De méme,
z——1- T T——1—
T
on trouve lp = —

3 On considére les fonctions :

|—00,—1] — R [—1,4+0c[ — R
fo: - f(ﬁ).SiSB<—1 et fp: - f(a:).si:n>—1
lgsix=—1 Ipsiz=-—1

10



3a Montrer que pour h € RT, fp (=1 +h) = (1 — 2h + h?) <g — arctan (h)) .
Donner alors le DL a lordre 2 de fp en —1.

Pour h € R :
fo(=1+h) = (~1+h) arctan (%)
= (1-2h+h?) (g — arctan (h))
= (1-2h+h?) (g—h+%3+oo (h3))
= g—h—wh+2h2+gh2+oo(h2)
_ g—(ﬂ+1)h+ (g+2> h2 + oy ()
Donc

fD(m):g—(77+l)(x+1)+(g+2) (x+1)2+0_1((x—|—1)2)

3b Justifier que fp est dérivable en —1 et donner f7, (—1).
Préciser en suite la position de I' par rapport a sa demi-tangente a droite au point d’abcisse —1
fp admet donc un DL a l'ordre 1 en —1 donc est dérivable en —1 et f}, (—1) = — (7 + 1).
I' admet donc au point d’abcisse —1 une demi-tangente & droite T d’équation :

TD:y:g—(W—i—l)(x—kl)

De plus, fp (z) — (g —(r+1)(z+ 1)) ~_1 (g + 2) (2 +1)> > 0 donc a droite de ce point,
I' est au-dessus de sa demi-tangente. .

3c Déterminer le DL a lordre 2 de fg en —1.
Préciser alors I'allure de I' au voisinage a gauche du point d’abcisse —1.

Pour h € R~ :
fo(-14h) = (~1+ h)’arctan (%)
= (1-2h+1?) (_g _ arctan (h))
= (1-2h+1?) (—g—h—i—%g—FOo (h3))
_ _g—h+ﬂh+2h2—gh2+oo (n?)
= S =Dh+ (2= ) B+ o (%)
Donc

folw)==5+@=D @+ 1)+ (2= 2) @+ +o.1 ((w+1)?)

fp admet donc un DL a lordre 1 en —1 donc est dérivable en —1 et f}, (=1) = — (7 +1).
I' admet donc au point d’abcisse —1 une demi-tangente & droite T d’équation :

TG:y:—%1+(7r—1)(x—|—1)



De plus, fq(z) — (—g +(r—1)(z+ 1)) ~_q (2 — g) (z+1)*> > 0 donc a gauche de ce
point, I' est au-dessus de sa demi-tangente. .

4a Déterminer le DL a l'ordre 3 de y — Y
1+y

0.
On a:

en 0, puis le DL a lordre 3 de y — arctan <%) en
)

y
mzy(l—y+y2+00(y2))Zy—y2+y3+00(y3)

3

X
Or arctan (X) = X — 5 + 09 (X3) et 1111(1) % = 0 donc par composition de DL :
y— Yy

2 3 3))3

Y Yy—y +y +ooly 3

arctan <—1+y) = y—v +y°*+o0(v°) ! 3 0(v") + 0o ((?/—92+?J3+00 () )
3

y
= =y +y oo (v') = T + o0 (4°) +oo (v)
293
= Y-y +—Fo(y)
4b E t tout X € R~ {0,—1} t ! t X d
— rctan [ ———— | = arctan (| ——
n remarquant que pour tou ~ {0, , arcta TF1/X arcta o x ) onner

un développement asymptotique de f () a la précision — lorsque x tend vers +o0.
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4c Que peut-on en déduire ?
Donc T" admet au voisinage de +00 une asymptote A : y =z —let f(z) — (. —1) ~p oo

3 > 0 donc I' est au-dessus de son asymptote A au voisinage de +oc.
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