D.S.6 14 Mars 2026

Exercice 1 : Notons F le R-espace vectoriel des applications de R dans R de classe C*°
et D: f—D(f)=1f.

1 Montrer que D est un endomorphisme de F.

2 Déterminer le noyau et 'image de D.

tv3 tv3
Partie 1 : Soient f; :t € R—¢€!, fo:t € R— e ¥/?sin (T\/_) et f3:t€R— e ¥2cos <%—> .
On note B = (fi, fa2, f3) et G le sous-espace vectoriel de E engendré par 5.
3 Soient a, b, ¢ des réels tels que af; + bfy + cfs soit la fonction nulle.

3a Montrer que la famille B est libre en prenant des valeurs particuliéres ou bien en passant a la
limite.

3b Calculer le développement limité & I'ordre 2 de la fonction af; + bfs + cf3 au voisinage de 0 et
montrer d’une autre maniére que la famille B est libre. La famille B est donc une base de G.

4 Montrer que Vi € {1,2,3}, D(f;) € G. En déduire que G est stable par D, c’est-a dire que

~

Vg € G, D(g) € G. On notera D ’endomorphisme de G induit par la restriction de D a G.

5a Donner la matrice de D dans la base B.

5b Déterminer D3

~

~ -1 ~
5¢ Justifier que D est un automorphisme de G et exprimer (D) en fonction de D.

Partie 2 : On cherche dans cette partie a résoudre I’équation différentielle (&) : y"” = y.
Une solution de (&) sur R est une fonction trois fois dérivable, vérifiant V¢ € R, f" (t) = f ().
On ne s’intéresse dans tout le probléme qu’aux solutions & valeurs réelles.

6 Montrer que toute solution de (£) est de classe C*> sur R.

7 Montrer que la fonction nulle est la seule solution polynémiale de (&) .
Notons T'= D? — Id ou Id est 'identité de E.

8 Montrer que G C ker (7).
Soit f une solution de (£). Notons g = f” + f' + f.

9 Montrer que g est solution de I’équation différentielle 1" = v.

10a Résoudre rapidement 1’équation différentielle 3/ = 3.

10b Résoudre ¢y’ + 3’ + y = 0, on donnera une base de ’ensemble des solutions & valeurs réelles.
11 Soit A € R. Décrivez I’ensemble des solutions de ’équation différentielle v” + ' +y = Ae’.
12 En déduire que ker (T') C G.

13 Déterminer les solutions de (&) .



Exercice 2 : Matrices stochastiques.

Soient m,n, p,q,r,s des entiers naturels non nuls.
M, , (R) désigne I'ensemble des matrices a p lignes et ¢ colonnes et a coefficients réels et
M, ¢ (R) désigne I'ensemble des matrices a r lignes et s colonnes et & coefficients réels.
M., (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n et a coefficients réels.

Questions préliminaires :
1 Soit A = (CLi,j) S M%q (R) et B = (bm‘) € Mr,s (R) .

la A quelle condition sur p, q, 7, s le produit AB est-il bien défini 7 Quelle est alors la taille de la
matrice AB 7

1b Cette condition étant supposée vérifiée, on note ¢; ; le terme général de la matrice AB. Exprimer
¢;,; en fonction des coefficients des matrices A et B.

2 Soit (Ap),cy une suite de matrices de M, (R). On note agf}) le terme général de la matrice A,.
Par définition, on dit que la suite de matrices (4,) converge vers une matrice A = (a;;),; i<,

p)

si pour tous indices 1, j, la suite réelle <a§ j) CONVerge vers a; ;.
peN

)

2a Etant données des suites de réels (A,) et (pp) que 'on suppose convergentes de limites respectives
A et g, montrer que si la suite de matrices (A4,) converge vers A et la suite de matrices (B,)

converge vers B, alors la suite ()\pAp + ,upo)peN converge vers AA + uB.

2b Montrer que sous les mémes conditions, la suite (Apo)peN converge vers AB.

Soit € N tel que r > 2. Une matrice A = (a;;) € M, (R) est dite stochastique lorsqu’elle
vérifie les deux conditions suivantes :

e (i) : pour tout (4,7) € [|1,7])?, a:; € [0,1],

.
e (ii) : pour tout i € [|1,7]], on a ZGM = 1.
j=1
On note S, I'ensemble des matrices stochastiques de M, (R).
Conformément & ce qui précéde, on dira que la matrice A" a une limite finie si tous
les coefficients de A" admettent une limite finie. Et la limite de A™ sera la matrice des
limites des suites de coefficients de A™.

Partie 1 :

3 Montrer que le produit de deux éléments de S, est dans Ss.

1/3 2/3

4 OnposeA:(1/2 1/2

) et on note I la matrice identité de My (R).

4a Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que A% = aA + bl,.
4b Montrer qu'il existe deux suites de réels (a,,) et (b,) telles que 'on ait :

Vn € N*, 124” = a, A+ b,I5



4c Vérifier que la suite (a,, + b,) est constante et donner sa valeur.
4d En déduire I'expression de a,, en fonction de n. Exprimer de méme b,, en fonction de n.
4e En déduire 'expression de A™ en fonction de n, de A et de I5.

4f Montrer que A" admet une limite que 'on déterminera quand n tend vers +oo. Nous la noterons
A, Donner I'expression de A* en fonction de A et de I, et montrer que A € S,.

5 3
i1 0 % 00 —9/8 1 0
Partie 2 : Onpose B=| 2 = , |,D= 0 2 0 |-¢tFP= 1 1 0 ],etonnote
I3 la matrice identité de M3 (R).
5a Montrer que P est inversible et calculer P~
5b Déterminer une base de ker (B — 213) .
. 7
5¢ Déterminer une base de ker (B — Elg) .
5 3
- =0
5d Le calcul du produit PDP~! donne PDP~! = % % . On ne cherchera pas a vérifier
3 3
0 0

ce calcul.

Pour A réel, on pose D) = D + A\;.

Montrer qu’il existe un unique réel X tel que PD,P~! soit stochastique.
On notera By = PD, P~ 1.

5e Montrer que pour tout n € N, B} s’exprime simplement en fonction de DY.

5f On suppose que X prend la valeur déterminée dans la question 5d.
Montrer que B} admet alors une limite que I’on déterminera quand n tend vers I'infini. Nous
la noterons B*°. Montrer que B> est stochastique.

Exercice 3 : On note E I'ensemble de suites u = (uy), oy telles que :
Vn €N, upio = (n+1)upyr + uy
Autrement dit :
E = {u cRY /VneN, upo = (n+ 1)un+1+un}
On admet qu’étant donnés deux réels fixés a et 3, il existe une et une seule suite u € E telle
que ug = a et u; = .
1 Montrer que E est un R-espace vectoriel.

2 Soit la suite a = (ay),,cy de E définie par ag = 1 et a; = 0.
3



2a Calculer les termes ay, a3 et a4. (pour vérification, as = 30).
2b Montrer que pour tout n € N, a,, est un entier naturel.
2c Etudier la monotonie de la suite (a,),~, puis montrer qu’elle diverge vers +oo.

3 Soit la suite b = (b,,)_ _ de E définie par by = 0 et by = 1.

neN
3a Calculer les termes by, b et by. (pour vérification, bs = 43).

3b Etudier la convergence de la suite b = (b,,) .

4 On suppose que la suite u = (u,) est un élément de E.

4a Montrer qu’il existe deux réels a et [ tels que pour tout n € N, u,, = aa, + Sb,.

4b Montrer que E est un plan vectoriel (on en précisera une base).

5 Pour tout n € N, on pose w,, = a,+10, — a,b, 1. Montrer que pour tout n € N :
w, = (—1)"".

Qn,

6 Pour tout entier n > 1, on définit f, = ,
n

6a Exprimer f, .1 — f, en fonction de w,, b, et b, 1.
6b Montrer que les suites ( fzn)n21 et ( fgn_l)n21 sont adjacentes.

6¢c Montrer quer la suite (f,,),~; est convergente. On notera L sa limite.
A Taide des valeurs calculées au début de l’exercice, donner un encadrement le plus précis
possible de L par des nombres rationnels explicites.

1
Ta Justifier que pour tout entier n >1:0 < |f,, — L| < e

7b Montrer que L est un nombre irrationnel. On pourra raisonner par 1’absurde.

8 On note C le sous-espace vectoriel de RY formé des suites convergentes (on ne demande pas de
démontrer que c’est bien un sev).

8a Montrer que si v € ENC, alors v converge vers 0.

8b Montrer que £ N C est une droite vectorielle.

8c Les sous-espaces E et C sont-ils supplémentaires dans RY ?
8d Montrer que pour tout n € N: 0 <a, <nlet 0<b, <nl

8e A-t-on E+C=RN?



Corrigé de I’exercice 1 : Notons E le R-espace vectoriel des applications de R dans R de classe C*™

et D: f—D(f)=[f".

1 Montrer que D est un endomorphisme de F.
Soient f,g e Fet \,u e R, ona:

D (Mf +png) = (Af +pg) = A"+ pg = AD (f) + pD (g)
donc D est linéaire. De plus, clairement, D (f) € E. Donc D est un endomorphisme de E.

2 Déterminer le noyau et I'image de D.
Clairement, ker (D) est 1’ensemble des fonctions constantes. Et si f € E, f est continue donc
admet une primitive F' qui est de classe C* car elle est dérivable et que sa dérivée f est de
classe C*. Donc f € Im (D).
Donc Im (D) = E.
. . [ tV3 t
Partie 1 : Soient fi :t R — €', fo:t € R— e ¥?sin (T\/_> et f3:t€R— e 2 cos < \/—>
On note B = (f1, fa, f3) et G le sous-espace vectoriel de £ engendré par 5.

3 Soient a, b, c des réels tels que af; + bfy + cfs soit la fonction nulle.

3a Montrer que la famille B est libre en prenant des valeurs particuliéres ou bien en passant & la limite.

tv3 tv3
On a donc V¢ € R, ae? + be /2 sin <%_> + ce Y2 cos (T\/_> =0.

2
En prenant t =0, t = T oett = l, on obtient :

V3 V3

at+c=0
e2/V3q — e=m/V3e —
T

e™/V3a + 6_2\/§b =0

Ce systéme donne facilement @ = b = ¢ = 0 mais on pouvait aussi (par exemple) prendre la
limite quand ¢ tend vers +oo, qui donnait une contradiction sauf si @ = 0 (donc a = 0).
Donc la famille B est libre.

3b Calculer le développement limité a Pordre 2 de la fonction a fi + b fy + ¢ f3 au voisinage de 0 et montrer
d’une autre maniére que la famille B est libre.

tvV3 V3
On calcule le DL a lordre 2 en 0 de aet + be¥/% gin (T\/_> + ce 2 cos (%) =0:

0 = a(1+t+§+oo(t2))+b(1—§+t2#+0 (t2)) (gjwo(tz))

+c(1—§+t2—/+ 0(t2)) (1—3%24—00@2))

5



donc :

NI a V3 1 3
a+c+t<a+67—§ + ¢ §_bT+C<§_§) + 0o (t*) =0

donc par unicité de développement limité :

a-+c=
V3 ¢
a+b- =5 =0 donc (L, — 2Ls) b<§ ?)—o
a V3 L.
2 4 4
a+c=0

c
donc b =0 et a c_ 0 donc a = ¢ = 0. Donc la famille B est libre.

La famille B est donc une base de G.

4 Montrer que Vi € {1,2,3}, D (f;) € G. En déduire que G est stable par D, c’est-a dire que Vg € G,
D (g) € G.

Calculons pour tout t € R :

fit) = fi(t) donc D(f1) = fi

) = —%f2 (t) + ?J% (t) donc D (fs) = —%f2 + ?J%
RO = k0 -Ln0 done DR = -p-Lp,

Ainsi, D (f;) € G pour i = 1,2, 3, donc par linéarité de D, G = Vect (f1, fo, f3) est stable par
D.

On notera D I’endomorphisme de GG induit par la restriction de D a G.

Ha Donner la matrice de ﬁ dans la base B.

Vu les calculs ci-dessus, cette matrice est :

1 0 0
0 —1 _\/5
A= 2 2
0 V3 1
2 2
5b Déterminer D3,
On calcule :
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 3 1 3 1 1
2-10 —= _£ 0 —= _£ _lo0o —= =3
2 2 2 2 12 2 1
0 é 1 0 Lg 1 0 —=v3 —=
2 2 2 2 2 2

(=)



puis :

1 0 0 10 0
1 1 1 V3 1 00
AB=10 —5 3v3 0 =5 —5 |=|010]=5
Y V3 001
2

2
_Z 0 1
2 2 3
donc D3 = Idg.

~

~ -1 ~
5c¢ Justifier que D est un automorphisme de GG et exprimer (D) en fonction de D.

D’apreés le théoreme de caractérisation des bijections, il en résulte que D est bijective donc un
~\ —1 ~
automorphisme de G et que (D) = D?,

Partie 2 : On cherche dans cette partie & résoudre I’équation différentielle (€) : y"” = y.
Une solution de (£) sur R est une fonction trois fois dérivable sur R, vérifiant V¢ € R, f"” () = f ().
On ne s’intéresse qu’aux solutions a valeurs réelles, comme pour toutes les autres équations différen-
tielles dont il est question ci-dessous.

6 Montrer que toute solution de (&) est de classe C°.
Soit y une solution de (£). On montre par récurrence sur n € N que y est de classe C" :

e I.: y est 3 fois fois dérivable sur R donc de classe C° sur R.

e H.: Soit n € N. Supposons y de classe C" sur R. On a 3" = y donc " est de classe C™
sur R donc y est de classe C"*3 donc de classe C"*! sur R

e C.: pour tout n € N, y est de classe C" sur R donc y est de classe C* sur R.

7 Montrer que la fonction nulle est la seule solution ploynémiale de (£) . Notons 7' = D3 — I'd ou Id est
l'identité de .
Soit y = P (x) une solution polynomiale de (€) et notons n = deg (P) . Alors deg (P") <n—3
et P = P donc n < n — 3. Impossible sauf si deg (P) = —o0 ie y est la fonction nulle.
Réciproquement, la fonction nulle est évidemment solution.

8 Montrer que G C ker (7).

On a D3 = Idg donc pour tout g € G, D?(g) = ¢ donc T (g) = 0 donc g € ker (T). Donc
G C ker (T).
Soit f une solution de (£). Notons g = f" + f' + f.

9 Montrer que g est solution de I’équation différentielle 3’ = y.

Onag/:(fll+fl+f)/:flll+fll+f/:f,/+fl+fCarf/”:f- Doncg/:g

10a Résoudre rapidement 'équation différentielle 3/ = .
Solution générale : y (t) = Ae!, A € R.

10b Résoudre I'équation différentielle 4" + v’ + y = 0, on donnera une base de 1’ensemble des solutions
(a valeurs réelles !!).
-1, V3

EDLH 2nd ordre coeff constants. Equ caratéristique : 7>+r+1 = 0 de solutions r = — £i—.

Solution générale de I'équation : y (t) = e~*/? ()\ cos (?t) + psin (?t)) , A e R
7



11 Soit A € R. Décrivez I’ensemble des solutions de ’équation différentielle y” + ¢’ + y = Ae'.
On cherche une solution particuliere de la forme y (t) = Be!. D’ou y = ¢’ = 3" d’ou :

A
v'+9y +y=X e o 3Be' = Ae' & B = 3
D . . A,
Sol particuliére de I’équation : y () = 3¢
3 3 A
Sol générale de I'équation : y (t) = e*/? ()\ Ccos (%t) + psin <§t>> + get, A\ e R

12 En déduire que ker (T') C G.
ker (T") est I'ensemble des solutions de (£).
Soit f € ker (T') et g = f"+ f'+ f. Alors g est de la forme Ae' d’apres 9. Donc f est solution
de v’ +1y' +y = Ae' est donc (d’apres 11) combinaison linéaire de fi, f2 et f3, donc appartient
a G. Donc ker (T') C G.

13 Déterminer les solutions de (£).
Ainsi, ker (T") = G est 'ensemble des solutions de (£) .

Corrigé de ’exercice 2 : Matrices stochastiques.
Questions préliminaires :
1 Soit A = (am’) S Mpﬂ (R) et B = (bi’j) € Mr,s (R) .

la A quelle condition sur p, q,r, s le produit AB est-il bien défini 7 Quelle est alors la taille de la matrice
AB?
La condition est ¢ = r et dans ce cas, AB est une matrice a p lignes et s colonnes.

1b Cette condition étant supposée vérifiée, on note ¢; ; le terme général de la matrice AB. Exprimer ¢; ;
en fonction des coefficients des matrices A.et B.
Rappelons pour 1 <i<petl1<j<s:

q

cij = Li(A) xC;(B) = Z ; by,

k=1

2 Soit (Ap),y une suite de matrices de M, (R). On note al(? le terme général de la matrice A,.
Par définition, on dit que la suite de matrices (A,) converge vers une matrice A = (a; ;)
(»)

pour tous indices 7, 7, la suite réelle <al ;

)

1<ij<n St

> converge vers ai,j .
peN

2a Etant données des suites de réels (/\p) et (up) que l'on suppose convergentes de limites respectives A
et (, montrer que si la suite de matrices (Ap) converge vers A et la suite de matrices (Bp) converge

vers B, alors la suite ()\pAp + upo)pEN converge vers NA + uB.
P)

Pour tous indices i et j, le terme général de A\, A, + 11, B), est /\paéj + ,upbg? (notation évidente),
donc il converge par hypothese (somme de suites convergentes) vers Aa; ; + ub; ;. Ceci montre

que la suite (AyA, + 1. By) o converge vers AA + uB.

8



2b Montrer que sous les mémes conditions, la suite (Apo)peN converge vers AB.
()

De méme, on a avec les notations de ci-dessus et ¢;; désignant le terme général d’indices

q
i,j de A,B, : cz(f;) = Z a;pk) b,(fj ]) donc ce terme général converge comme somme et produit de
k=1

q

suites convergentes vers Z a; 1br,; qui est le terme général d’indices 7, j de AB. Donc la suite
k=1

(ApBp),cy converge vers AB.

Soit € N tel que 7 > 2. Une matrice A = (a; ;) € M, (R) est dite stochastique lorsqu’elle vérifie

les deux conditions suivantes :

e (i) : pour tout (i,7) € [|1,7]]*, a;; € [0,1],

T
e (ii) : pour tout i € [|1,7|], on a Zai’j =1.
j=1
On note S, ensemble des matrices stochastiques de M, (R).
Conformément a ce qui précéde, on dira que la matrice A™ a une limite finie si tous les coef-
ficients de A™ admettent une limite finie. Et la limite de A™ sera la matrice des limites des
suites de coefficients de A™.

Partie 1 :

3 Montrer que le produit de deux éléments de Sy est dans Ss.
!/ /
Soient A, Ay € Sy. Ces matrices peuvent s’écrire : A; = < Z cci ) et Ay = ( CbL, CCZ, ) avec
a,b,c,d,a’ v/, d €[0,1].

Alors :

A A :(a c)<a’ c’)z(aa’—l—cb’ ac’—i—cd’)

e b d vod ba' +db' bc' + dd

et tous ces coefficients sont clairement positifs.
De plus, aa’ +cb' +ac +cd = a(d + )+c (b +d) = a+c =1 et de méme pour la deuxiéme
ligne ba’ + db’ + b’ +dd = 1.
Cela montre en outre, puisque les coefficients de A; A5 sont positifs, qu'ils sont dans [0, 1].
Donc A1A2 € 82.

1/3 2/3

4 OnposeA:<1/2 1/2

> et on note I la matrice identité de My (R).

4a Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que A% = aA + bls.



4 5
OncalculeA2:(1/3 2/3>(1/3 2/3>: g g . Ainsi pour a,b € R :
5 13

1/2 1/2 1/2 1/2
12
4 5
9 0 1 2 1
A = adA+bhe | 2 :a<1g 1?3)+b(0 (1)>
12 12
4
4 5 2a/3 5 " 5
9 0 ([ b+a/3 2a/3 -9 ~a
< E E _( a/2 b+a/2)<:> a/2:£ < b:?
12 12 127 6
b 2=—
| +a/ B
5 1
donc A2 = EA + 6[2

4b Montrer qu’il existe deux suites de réels (a,,) et (b,) telles que 1'on ait :
Vn e N*, A" = a, A+ b,1
Montrons par récurrence sur n € N* qu’il existe a,, et b, tels que A" = a, A+ b, 15 :

e I.: n=1. Il suffit de poser a; = 1 et by = 0 pour avoir A" = a,,A + b, 1.
e H.: soit n € N*. Supposons qu’il existe a,, et b, réels tels que A" = a, A + b, I5. Alors :

A = AA" = A(anA + byl) = ap A% + by A

3 1

5 1
= —A+ =1 A== A+ —a,l
a"<6 +62)+bn (6an+bn) +6an2

5 1
Il suffit donc de poser a,, 1 = Ea” + b, et by = Ea" pour avoir A" = a, 1 A+ b, 1s.
e C.: pour tout n > 1, il existe a,, et b, réels tels que A" = a, A + b, I5.

4c Veérifier que la suite (a, + b,) est constante et donner sa valeur.

5 1
Observons que pour tout n > 1, a,11 + byy1 = éa" + b, + éan = a, + b,. Donc la suite

(a, + by,) est constante, de valeur a; + by = 1.

4d En déduire I'expression de a,, en fonction de n. Exprimer de méme b,, en fonction de n.

5 1
On en déduit pour tout n > 1: a,4q = Ea” + b, = éa” +1—a,=1- Ea”'
1
La suite (a,) est donc arithmético-géométrique. On résoud :c = 1 — 60 & ¢ = — et on pose

vy, = a, — c. Alors pour tout n > 1:

1 1 1
Un+1:an+1_czl_gan— 1—66 :_Evn

10



4e En déduire I'expression de A" en fonction de n, de A et de Is.

Ainsi : ) )
N WA AN -1/ 1\"" 1
A _<7( 6) +7>A+<7 ( 6> +7)IQ

4f Montrer que A™ admet une limite que I'on déterminera quand n tend vers +00. Nous la noterons A>.
Donner I'expression de A* en fonction de A et de I5 et montrer que A* est stochastique.

1 1
Ona lim a, = g et lim b, = - donc d’aprés 2a), on a lim A" = §A—i— ?.[2 = A, Ainsi

n—-+o00 n—-+o00 n—-+o00 7

3 4
o 0 (1/3 2/3 L1 o) _ | = 7
A _?<1/2 1/2)*?(0 1)_ % 4
77
qui est visiblement stochastique.
5 3
51 0 1—72 00 —9/8 1 0
Partie 2 : Onpose B=| ¢ 42 0 , D= 0 2 0 |:etP= 1 1 0 |, et on note
L 0 b5 0 0
I3 la matrice identité de M3 (R).
5a Montrer que P est inversible et calculer P,
x a
Soit X =y |eteY=| b |.Ona:
z c
-9/8 1 0 x a —-9/8x+y=a
PX = Y& 1 10 y | =106 | < rT+y==>
0 01 z c z=c
8 8 8 8
= bh— = —— —b —— — 0
17/81‘L2_L1b a x 817a+ 7 x 817 ]97 a
< r+y=>b < y=—a+—b | Y |= - —= 0
Y= 17 17 z 17 17
zZ=c 0 0 1
8 8
—-—— — 0
. ) él? ]97
donc P est inversible et P~ = o 0



5b Déterminer une base de ker (B — 213) .

On a:
-3 3
x T 0 g 4 0 T 0
X = y | €ker(B-2;) & (B-2) |y |=|0|e| 2 =2, y =10
z z 0 3 3 z 0
0O 0 O
—z+y=0 x 1 0
& r—y=0 Lr=yeX=|z |eX=x|1]4+2z| 0 | XecVect(Xy,Xs)
0=0 z 0 1
1 0
donc ker (B — 2I3) = Vect (X1, X3) avec X; = 1 et Xo = 0 |.Or X; et Xy sont
0 1
non colinéaires donc (X7, X3) est une base de ker (B — 213).
. 7
5¢ Déterminer une base de ker <B — EI?’) )
On a:
2 3
=20
x 7 - x 0 % él x 0
Y € ker(B——=I3) & |B——I; y |l=10 || = - 0 y | =120
12 12 3 4
z z 0 0 0 17 z 0
12
2 3
éx +7y=0 . 9 9
B 8z +9y =0 N Y )
= ga:—l—zy—o <:>{ 5 =0 g Y = Y =Y 1
17 0 0 0
—z =
12
9
. _
donc ker (B — Ejg) = Vect(X3) avec X3 = 18 # 0 donc X3 est une base de
7
k B——I3|.
er( 19 3)
5 3
- =0
5d Le calcul du produit PDP~! donne PDP~! = % % E On ne cherchera pas a vérifier ce
3 3
0 0 2

calcul.
Pour A réel, on pose Dy = D + \3.
Montrer qu’il existe un unique réel \ tel que PDy P! soit stochastique. On notera By = PDyP™!.
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PD\P' = P(D+As3)P'=PDP '+ PP

> 3y 2ia 2o
I B VA B B,
= = - 3: = =

3 3 0 3 +A 0

0 0 2 0 0 24X
1

5 3 ;70
OrZ+A+Z:1(:))\:1—2:—1etpourcettevaleurde)\,PD)\P’IZ % iL o | est

3 3
0 0

clairement stochastique.

5e Montrer que pour tout n € N, BY s’exprime simplement en fonction de DY.
Montrons par récurrence sur n € N que BY = PDyP~!:

e l:n=0:BY=1I3et PDYP~! = PP~! = I3 donc B} = PDyP~L.
e H.: soit n € N. Supposons que B} = PD;‘P_l.

Alors :BY™ = BYB) = PDYP~'By = PDYP'PD\P~! = PDY[3D,\P~! = PDy"' p~L,
e C.: pour tout n € N, By = PDY P~

5f On suppose que A prend la valeur déterminée dans la question 5b.
Montrer que BY admet alors une limite que 'on déterminera quand n tend vers l'infini. Nous la
noterons B*°. Montrer que B* est stochastique.

On adonc A = —1 et By = PD" P~1.

— 5\"
1—25 0 0 (E) 0 0
Or D_;, = 0 o | donc par récurrence immédiate, D", = 0 Lo |- et
0 01 01
5\" 0 00
puisque lim (—) =0,ilvient lim D", = 0 1 0
n—-+oo ]_2 n—-+4oo
0 01
Enfin, d’aprés 2b, il vient :
8 8
00 0 —9/8 1 0 00 0 —?go
lim By =P| 0 1 0 |P'= 1 10 010 & 2y
e 00 1 0 01 00 1 17 17
0 0 1
donc :
8§ 8 0 8 9 0
010 17 17 1 17
7 17 7 17
e 00 1 17 17 17 17
0 0 1 0 0

qui est clairement stochastique.



Corrigé de I’exercice 3 : On note E ensemble de suites u = (un), oy telles que :
Vn €N, tupra = (n+ 1) Up1 + up

Autrement dit :
E={ueR" /VneN, us=n+1)up +u,}

On admet qu’étant donnés deux réels fixés o et [3, il existe une et une seule suite u € E telle que
uy = et uy = .

1 Montrer que F est un R-espace vectoriel.
RN est un R-espace vectoriel. De plus :

o £ C RN
e Ogv € E (car pour tout n, 0 = (n+ 1) 0+ 0).
e Soient u,v € E et A\, u € R. Alors pour tout entier n :

(AN +pv), 0 = Az + pUnge = A0+ 1) Upg1 +un) + (04 1) Vaga + vp)
= (n+1) (Aupso + popia) + Au, + poy,
= (n+1)Au+ ), + Au+ ),

donc A\u+ pv € B
Donc E est un sev de RY donc est un R-epace vectoriel.

2 Soit la suite a = (an)neN de F définie par ag = 1 et a; = 0.

2a Calculer les termes ag, ag et a4. (pour vérification, as = 30).
On calcule :
a2 = a1 +ag = 1;613 :2a2+a1 :2;a4:3a3+a2 =7

2b Montrer que pour tout n € N, a,, est un entier naturel.
11 suffit de rédiger proprement une récurrence double (faites-le !!)

2c¢ Etudier la monotonie de la suite (a,),~, puis montrer qu’elle diverge vers +00.
On a pour tout entier n > 1, @py1 — @y = na, + ap_1 — a, = (n — 1) a, + a,_; € N comme
somme d’entiers naturels (grace a 2b). Donc a,, 11 —a, > 0 donc la suite (a,,),~, est croissante.
Supposons cette suite convergente de limite L. Alors L > 1 (car pour tout n > 2, a, > 1).
Donc lim (n+1)a, 1 =+oodonc lim ((n+1)a,y + a,) = oo donc lim a, o = 400,

n—-—+00 n——+00 n—-+o00
absurde !
Donc (a,) ne converge pas mais est croissante (& partir du rang 1=. D’aprés le théoréme de
la limite monotone, lim a, = +oc.

n—-4o0o

3 Soit la suite b = (by,) de E définie par by = 0 et by = 1.

neN

3a Calculer les termes by, b3 et by. (pour vérification, by = 43).
On calcule :
b2:b1—|—b0: 1,()3:2b2+b1 :3,b4:3b3+b2: 10
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3b Etudier la convergence de la suite b = (b,,) .
On montre comme en 2c¢ que la suite (b,) est croissante puis qu’elle diverge vers +o0.

4 On suppose que la suite u = (u,,) est un élément de F.

4a Montrer qu'il existe deux réels a et 3 tels que pour tout n € N, u,, = aa,, + £b,,.
Posons o = ug et f = uy. Alors ug = aag + by et uy = aaq + Bby. De plus, aa + b € E car
E est stable par combinaisons linéaires.
Enfin, une suite de E est entiérement déterminée par sas deux premiers termes et u est aussi
dans F donc u = aa + (b, i.e. pour tout n € N, u,, = aa,, + Bb,.

4b Montrer que E est un plan vectoriel (on en précisera une base).
On a donc E = Vect (a,b) . De plus les suites a et b sont non nulles et non proportionnelles
(il suffit de regarder les termes d’indices 0 et 1 pour voir cela) donc (a, b) est libre.
Donc (a,b) est une base de E qui est donc un plan vectoriel.

5 Pour tout n € N, on pose w,, = a,,11b,, — apb, 1. Montrer que pour tout n € N :

w, = (—1)"".

Montrons ceci par récurrence simple (étonnament!) sur n € N :

o I. n=0, wg = aiby — aphy = —1 = (—1)"+1 )

e H.: soit n € N. Supposons w, = (—1)"*". Alors :

Wn+1 = an+2bn+1 - bn+2an+1 = ((n + 1) Gpi1 + an) bn+1 - ((Tl + 1) anrl + bn) (41
= (n + ]-) (an—i—lbn-‘rl - a'n+1bn+1) + anbn—i-l - bna'n-l—l - anbn-‘rl - bnan—H
= = (1) = ()

e Conc.: pour tout n € N, w, = (=1)"*".

Qn

6 Pour tout entier n > 1, on définit f,, = 2
n
6a Exprimer f, .1 — f, en fonction de w,, b, et b,.1.
On a pour tout n :
+1
s Opy1 Gy w,  (=1)"
1= n=7T"—7 = = :
" " bn+1 bn bnbn—l—l bnbn+1

6b Montrer que les suites (fa), > €t (fan—1),5; sont adjacentes.

e Puisque lirf b, = +00, on a lirf | fas1 — fu] = 0 donc liIJ’I_l (fns1 — fu) = 0 donc
nl—1>I—&I-loo (fzn - f2n—1) =0
e De plus :

(_1>2n+2 (_1>2n+1
font2 — fon = font2 — font1 + font1 — fon =
bont1b2nt2 ban+1b2n

1 1 an - b2n+2

— <0
b2n+1b2n+2 b2n+1b2n ban2n+lb2n+2

car b est croissante. Donc (fo),~; esfiéiécroissante.



e On montrer de méme (faites-le !!) que (fan—1),, €st croissante.
Donc ces deux suites sont adjacentes.

6¢c Montrer quer la suite (f,,),~, est convergente. On notera L sa limite.
A laide des valeurs calculées au début de l'exercice, donner un encadrement le plus précis possible
de L par des nombres rationnels explicites.
Puisqu’adjacentes, ces deux suites convergent vers une méme limite finie . € R. De plus, ce
sont les suites extraites des termes d’indices pairs et impairs de (f,), -, donc cette derniére
suite converge aussi vers L.
Le théoreme sur les suites adjacentes donne aussi pour tout n > 1 :

n>1

fon—1 < font1 < L < fopga < fon

Qy 7 2 2 7
Orfy=—=-—cetf;==donc=<L<—.
Phi=g Tt gdmegshs g
. ) 1
Ta Justifier que pour tout entier n > 1:0 < |f, — L] < R
n
. L . . . b2n - b2n+2
Il est facile de vérifier que (b,) est strictement croissante. Or fo, 0 — fo, = —————,
b2nb2n+1b2n+2

donc la suite (fa,) est strictement décroissante. De méme pour la monotonie de (fa,_1)
qui est stricte et donc aussi les inégalités strictes :

n>1

fon—1 < font1 < L < fopya < fon

donc pour tout n, f, < L < fui1 ou foy1 < L < f,. Dans les deux cas, 0 < |f, — L| <
1
| o1 — ful = (par 6a), donc 0 < [ f, — L| <

bnbn+1 g

7b Montrer que L est un nombre irrationnel. On pourra raisonner par ’absurde.
Supposons L € Q, alors L s’écrit L = P avec p,q € N et la fraction irréductible. Alors (7a),
q

p 1 q
0< f3q——§deODC0<|qf3q—p|§bT.
q 3q 3q

Or ¢ > 1,donc 3¢ > 3 sachant que b3 = 3 et que (b,) est une suite d’entiers strictement

croissante, on a bs, > 3¢ donc bgq > ¢ donc % < 1donc0 < |gfs; — p| <1, ce qui est absurde
q

car |qfs; —p|l € N.

Donc L est irrationnel.

8 On note C le sous-espace vectoriel de RY formé des suites convergentes (on ne demande pas de démontrer
que c’est bien un sev).

8a Montrer que si v € ENC, alors v converge vers 0.
Soit v € ENC et notons [ la limite de v. On a pour tout n, v,10 = (n+ 1) v, + v, Sila

limite de v était non nulle, ceci donnerait (sans forme indéterminée), lim v, = £00, ce
n—-—+00

qui serait absurde.
Donc [ = 0.

8b Montrer que £ N C est une droite vectorielle.
Soit u € F, alors | existe « et 3 réels tels que u=oaa + 3b.



Hormis pour le terme d’indice 0, b ne s’annule pas et en mettant de c6té ce terme, on peut
donc écrire u = b (a% + B) =b(af+p5)ou f=(fu),>-

La suite f a pour limite L donc la suite af + [ a pour limite oL + 3. Si ceci est non nul,
alors u tend vers oo (car b diverge vers +00).

Donc, pour que u converge, il est nécessaire que aL + = 0. Dans ce cas, u = aa — aLb =
a(a— Lb).

Donc ENC CVect (a — Lb).

Réciproquement, a — Lb € F, et pour tout entier n > 1 :

1 1

2 b

n

|t — Lba| = by |fu — L| < by

donc par encadrement, lirf (an, — Lb,) = 0.

Donc a — Lb € ENC donc aussi Vect (a — Lb) C ENC (car ENC est un sev).
Donc ENC =Vect (a — Lb) . C'est bien une droite vectorielle car a — Lb est non nulle (et méme
aucun de ses termes n’est nul car [ ¢ Q.

8c Les sous-espaces E et C sont-ils supplémentaires dans RY ?
Bien stir que non puisque 'interesection n’est pas réduite a la suite nulle.

8d Montrer que pour tout n € N: 0 <a, <nlet0<b, <nl
Par récurrence double :

e [.. ok pour n = 0 et n = 1 compte tenu des valeurs des termes d’indice 0 et 1 car
ol=1'=1.

e H.: Soit n € N. Supposons a, < n!, b, <nl, a1 < (n+ 1)l et b1 < (n+1)!. Alors :

Ansz = (N4 1)ap+a, < (n+1)(n+ 1)+ n!l <nl(n®+2n+2)
< nl(n®+3n+2)=nl(n+1)(n+2) = (n+2)!

Méme calcul pour b, 5.

e C.pourtoutn e N,0<a, <nlet0<b, <nl

8¢ Aton E+C =RN?

Non, car si une suite v est dans F + C donc combnaison linéaire de a, de b, et d’une suite
. . v .
convergente alors 8d montre que la suite de terme général |")2 doit tendre vers 0. Ce n’est
n!

pas possible par exemple pour la suite v définie par v, = (n!)2 . Donc E +C n’est pas RY tout
entier.
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