
D.S.7 samedi 4 Avril 2026
Exercice 1 : Soit E =M3 (R) l�ensemble des matrices réelles carrées de taille 3� 3:

La transposée d�une matrice M est notée MT :
On note S l�ensemble des matrices symétriques de E et A l�ensemble des matrices anti-
symétriques de E:
On note F l�ensemble des matrices de S dont la somme des termes de chaque ligne et de
chaque colonne est nulle.
On note :

E1 =

0@ 1 �1 0
�1 1 0
0 0 0

1A ; E2 =
0@ 0 �1 1
�1 2 �1
1 �1 0

1A et E3 =

0@ 0 0 0
0 1 �1
0 �1 1

1A et B =

0@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A :
1 Montrer que S et A sont des sev supplémentaires de E : c�est une question de cours, on demande

de redémontrer ce résultat, mais on ne demande pas de redémontrer que S et A sont des sev
de E:

2a Soit M 2 S: Montrer que M 2 F , BM = 0E:

2b En déduire que F est un sev de E.

2c Montrer que si M;N 2 F et MN = NM; alors MN 2 F:

3a Soit M =

0@ a b c
b d e
c e f

1A 2 S: Montrer que la condition M 2 F se traduit par un système sur

les coe¢ cients a; b; c; d; e; f:

3b Résoudre ce système en exprimant les solutions à l�aide de a; c et f et en déduire que la famille
B1 = (E1; E2; E3) est une base de F:

4 On rappelle que GL3 (R) est l�ensemble des matrices inversibles de E:
Montrer que GL3 (R) \ F = ;:

5 Soit M = (ai;j) 2 E: On dé�nit Tr (M) = a1;1 + a2;2 + a3;3 (la trace de M).

5a Montrer que P = fM 2 F = Tr (M) = 0g est un plan vectoriel de E:
Montrer que la famille B2 = (E1 � E3; E2 � E3) est une base de P:

5b Soit D = V ect (2E1 � E2 + 2E3) ; montrer que D � P = F:
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Exercice 2 : Soit n 2 N� . On note E = R2n [X] l�espace vectoriel sur R des polynomes de degrés
inférieur ou égaux à 2n.
Pour tout k 2 [j0; 2nj] ; on note ek = Xk et B =(e0; e1; : : : ; e2n) la base canonique de E: Soit
h l�application dé�nie sur E par :

8P 2 E; h (P ) =
Z 1

�1
P (t) dt:

1 Montrer que h est une forme linéaire sur E:

2 Déterminer h (ek) pour tout k 2 [j0; 2nj] :

3 Déterminer les dimensions de Im (h) et de ker (h) :

4 Prouver qu�il existe une base U ; qu�on ne cherchera pas à expliciter, de ker (h), dont le premier
vecteur est e1:

5 Montrer que E = V ect (e0)� ker (h) :
Soit � 2 R: On considère l�application T� dé�nie sur E par :

8P 2 E; T� (P ) = P + �h (P )X

6 Véri�er que T� est un endomorphisme de E:

7 Déterminer la matrice de T� dans une base adaptée à E = V ect (e0) � ker (h) construite en
utilisant la base U :

8 Montrer que T� est un automorphisme de E:

9 Pour tous �; � 2 R; calculer T� � T�:

10 Déterminer T�1� :

Exercice 3 :

1 Un résultat préliminaire : soit E un espace vectoriel de dimension N � 2: On note H1; H2 deux
hyperplans distincts de E; c�est-à dire des sous-espaces vectoriels de E tels que :

dim (H1) = dim (H2) = N � 1 et H1 6= H2

1a Prouver que H1 +H2 = E

1b En déduire la dimension de H1 \H2:

2 Pour tout polynome P de l�espace vectoriel E = R3 [X] ; on pose :

f (P ) =
X2 � 1
2

P 00 �XP 0 + P

On note C =(1; X;X2; X3) la base canonique de E: Montrer que f est un endomorphisme de
E:

3 Calculer M =MatC (f) ; la matrice de f relativement à la base C:2



4 Montrer que f est un projecteur de E:

5 Montrer que ker (f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.

6 Montrer l�inclusion Im (f) � G où G = fP 2 E = R3 [X] = P 0 (1) = P 0 (�1) = 0g :

7 Soit a 2 R: On considère l�application linéaire 'a :
E ! R

P 7! 'a (P ) = P
0 (a)

(on ne demande pas

de prouver qu�elle est linéaire).

7a Montrer que 'a est surjective.

7b En déduire la dimension de ker ('a) :

7c En déduire que G est un sous-espace vectoriel de E et quelle est sa dimension.

8 Montrer que Im (f) = G:

9 Préciser une base de Im (f)

10 En déduire une matrice P inversible telle que P�1MP soit diagonale. On demande d�expliciter
P et P�1MP; mais pas de calculer P�1:

Exercice 4 : Soit n � 2 et des réels a1; a2; : : : ; an: On note An =

0BBB@
1 + a1 1 � � � 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1
1 � � � 1 1 + an

1CCCA
la matrice carrée de taille n dont les coe¢ cients non diagonaux valent tous 1 et le i � i�eme
coe¢ cient diagonal vaut 1 + ai:
On note dn = det (An) :

1 Calculer d2 et d3:

2a Montrer que dn =
n�1Q
i=1

ai + an det

0BBBBB@
1 + a1 1 � � � 1 0

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 0
1 1 1 + an�1 0
1 � � � 1 1 1

1CCCCCA :

2b En déduire une relation entre dn et dn�1:

2c Donner une formule pour dn en fonction uniquement de n � 2 et des réels a1; : : : ; an et la
démontrer par récurrence.
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Exercice 5 : Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3n; n 2 N�; et f un endomorphisme de
E; de rang 2n:

1a Déterminer la dimension de ker (f) :

1b Soit g la restriction de f au sous-espace vectoriel Im (f) ; c�est-à dire l�application :

g :
Im (f)! E

~x 7! g (~x) = f (~x)

Montrer Im (g) = Im (f 2) et ker (g) = ker (f) \ Im (f) :
En déduire rg (f 2) � n:

2 On suppose désormais en plus que f 3 = 0:

2a Déterminer la valeur de rg (f 2) :

2b Soit S un supplémentaire de ker (f 2) dans E: Montrer que S est de dimension, n:
On considère alors (~e1; ~e2; : : : ; ~en) une base de S:

2c Montrer que la famille B =(~e1; ~e2; : : : ; ~en; f (~e1) ; f (~e2) ; : : : ; f (~en) ; f2 (~e1) ; f2 (~e2) ; : : : ; f 2 (~en))
est une base de E:

2d Ecrire MatB (f) ; la matrice de f dans la base B:

3 Exemple : soit ' l�endomorphisme deR3 canoniquement associé à la matriceM =

0@ 4 �3 �1
4 �3 �1
5 �4 �1

1A :
Déterminer rg (') avec aussi peu de calculs que possible.
Que vaut '3? Déterminer avec aussi peu de calculs que possible une base de R3 où la matrice

de ' est

0@ 0 0 0
1 0 0
0 1 0

1A :
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Corrigé de l�exercice 1 : Soit E =M3 (R) l�ensemble des matrices réelles carrées de taille 3� 3:
On note S l�ensemble des matrives symétriques de E et A l�ensemble des matrices antisymétriques
de E:
On note F l�ensemble des matrices de S dont la somme des termes de chaque ligne et de chaque
colonne est nulle.
On note :

E1 =

0@ 1 �1 0
�1 1 0
0 0 0

1A ; E2 =
0@ 0 �1 1
�1 2 �1
1 �1 0

1A et E3 =

0@ 0 0 0
0 1 �1
0 �1 1

1A et B =

0@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A :
1 Montrer que S et A sont des sev supplémentaires de E : c�est une question de cours, on demande de

redémontrer ce résultat, mais on ne demande pas de redémontrer que S et A sont des sev de E:
Par analyse-synthèse, vu en cours.

2a Soit M 2 S: Montrer que M 2 F , BM = 0E:

Notons M =

0@ a b c
b d e
c e f

1A :
Alors BM =

0@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A0@ a b c
b d e
c e f

1A =

0@ a+ b+ c b+ d+ e c+ e+ f
a+ b+ c b+ d+ e c+ e+ f
a+ b+ c b+ d+ e c+ e+ f

1A :
Donc BM = 0E , a+ b + c = b + d+ e = c + e+ f = 0, M 2 F; vu la dé�nition de F et
de M (les colonnes de M sont aussi ses lignes).

2b En déduire que F est un sev de E.

Procédons astucieusement : � :
�

E ! E
M 7! BM

est linéaire car :

� (�M1 + �M2) = B (�M1 + �M2) = �BM1 + �BM2 = �� (M1) + �� (M2)

D�autre part, F = ker (�) \ S donc F est un sev de E comme intersection de sev.

2c Montrer que si M;N 2 F et MN = NM; alors MN 2 F:
Soient M;N 2 F tels que MN = NM: Alors (MN)T = NTMT = NM donc MN 2 S: De
plus, BMN = 0EN = 0E: Donc d�après 2a, MN 2 F:

3a Soit M =

0@ a b c
b d e
c e f

1A 2 S: Montrer que la condition M 2 F se traduit par un système sur les

coe¢ cients a; b; c; d; e; f:

Comme vu dans la question 2a, M 2 F ,

8<:
a+ b+ c = 0
b+ d+ e = 0
c+ e+ f = 0

:

3b Résoudre ce système en exprimant les solutions à l�aide de a; c et f et en déduire que la famille
B1 = (E1; E2; E3) est une base de F:
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On a :

M 2 F ,

8<:
a+ b+ c = 0
b+ d+ e = 0
c+ e+ f = 0

,

8<:
b = �a� c

d = �b� e = a+ 2c+ f
e = �c� f

, M =

0@ a �a� c c
�a� c a+ 2c+ f �c� f
c �c� f f

1A,M = aE1 + cE2 + fE3

donc F = V ect (E1; E2; E3) :
On montre sans aucune di¢ culté que la famille (E1; E2; E3) est libre (faites-le!). Donc c�est
une base de F:

4 On rappelle que GL3 (R) est l�ensemble des matrices inversibles de E:
Montrer que GL3 (R) \ F = ;:
Soit M 2 GL3 (R) \ F: D�après 2a, BM = 0E. Mais M est inversible. En multipliant par
M�1 à droite, on obtient B = 0E ce qui est absurde. Donc GL3 (R) \ F = ;:

5 Soit M = (ai;j) 2 E: On dé�nit Tr (M) = a1;1 + a2;2 + a3;3 (la trace de M).

5a Montrer que P = fM 2 F = Tr (M) = 0g est un plan vectoriel de E:
Montrer que la famille B2 = (E1 � E3; E2 � E3) est une base de P:
F est de dimension 3, et la restriction de Tr à F est une forme linéaire sur F (montrez-le!).
De plus, Tr est non nulle sur F car par exemple Tr (E1) = 2: Donc P = ker

�
TrjF

�
est un

hyperplan de F donc dim (P ) = 2 et P est un plan vectoriel de E:
On véri�e sans peine que Tr (E1 � E3) = 2 � 2 = 0 et Tr (E2 � E3) = 2 � 2 = 0 donc
E1 � E3; E2 � E3 2 P:
Soient �; � tels que � (E1 � E3)+� (E2 � E3) = 0E: Alors �E1+�E2� (�+ �)E3 = 0E donc
� = � = 0 car la famille (E1 � E3; E2 � E3) est libre.
Donc B2 = (E1 � E3; E2 � E3) est libre. Or elle est de cardinal 2 = dim (P ) ; et ces matrices
sont dans P: Donc B2 est une base de P:

5b Soit D = V ect (2E1 � E2 + 2E3) ; montrer que D � P = F:
On a Tr (2E1 � E2 + 2E3) = 2Tr (E1)� Tr (E2) + 2Tr (E3) = 4� 2 + 4 = 6 6= 0 donc D est
une droite vectorielle de F; non incluse dans l�hyperplan P de F: Donc D � P = F:

Corrigé de l�exercice 2 : Soit n 2 N� . On note E = R2n [X] l�espace vectoriel sur R des polynomes
de degrés inférieur ou égaux à 2n.
Pour tout k 2 [j0; 2nj] ; on note ek = Xk et B = (e0; e1; : : : ; e2n) la base canonique de E: Soit h
l�application dé�nie sur E par :

8P 2 E; h (P ) =
Z 1

�1
P (t) dt:

1 Montrer que h est une forme linéaire sur E:
Soient P;Q 2 E; �; � 2 R :

h (�P + �Q) =

Z 1

�1
(�P + �Q) (t) dt =

Z 1

�1
(�P (t) + �Q (t)) dt

= �

Z 1

�1
P (t) dt+ �

Z 1

�1
Q (t) dt = �h (P ) + �h (Q)
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et h est à valeurs dans R donc h est une forme linéaire sur E:

2 Déterminer h (ek) pour tout k 2 [j0; 2nj] :
Soit k 2 [j0; 2nj] ; on a :

h (ek) =

Z 1

�1
tkdt =

�
1

k + 1
tk+1

�1
�1
=

( 2

k + 1
si k est pair

0 si k est impair
:

3 Déterminer les dimensions de Im (h) et de ker (h) :
h est donc non nulle. Le noyau d�une forme linéaire non nulle est un hyperplan donc
dim (ker (h)) = dim (E)� 1 = 2n et Im (h) est un sev non nul de R donc dim (Im (h)) = 1 (on
peut aussi passer par la formule du rang).

4 Prouver qu�il existe une base U; qu�on ne cherchera pas à expliciter, de ker (h), dont le premier vecteur
est e1:
D�après 2, e1 2 ker (h) donc (e1) est une famille libre de ker (h) ; donc d�après le théorème de
la base incomplète, il existe une base U de ker(h) donc le premier vecteur est e1:

5 Montrer que E = V ect (e0)� ker (h) :
h (e0) = 2 6= 0 donc e0 62 ker (h) qui est un hyperplan de E donc E = V ect (e0)� ker (h) :

Soit � 2 R: On considère l�application T� dé�nie sur E par :

8P 2 E; T� (P ) = P + �h (P )X

6 Véri�er que T� est un endomorphisme de E:
Clairement, T� (P ) est un polynome de degré au plus 2n car deg (P ) � 2n et deg (�h (P )X) �
1 � 2n: Donc T� est une application de E dans E:
De plus, si P;Q 2 E; �; � 2 R :

T� (�P + �Q) = �P + �Q+ �h (�P + �Q)X

= �P + �Q+ � (�h (P ) + �h (Q))X

= � (P + �h (P )X) + � (Q+ �h (Q)X)

= �T� (P ) + �T� (Q)

donc T� est linéaire donc est un endomorphisme de E:

7 Déterminer la matrice de T� dans une base adaptée à E = V ect (e0) � ker (h) construite en utilisant
la base U:
Pour tout P 2 ker (h) ; on a T� (P ) = P: Et T� (e0) = e0 + 2�X = e0 + 2�e1:
Puisque e1 est le premier vecteur de U donc le deuxième vecteur de la base adaptée à E =
V ect (e0)� ker (h) ; dans cette base, la matrice de T� est la matrice carrée de taille 2n+ 1 :

Mat (T�) =

0BBBBBB@
1 0 � � � � � � 0

2� 1 0
. . .

...

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 � � � 0 1

1CCCCCCA
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8 Montrer que T� est un automorphisme de E:
Cette matrice étant triangulaire inférieure à éléments diagonaux tous non nuls, elle est in-
versible donc T� est un automorphisme de E:

9 Pour tous �; � 2 R; calculer T� � T�:
Calculons le produit des matrices :0BBBBBB@

1 0 � � � � � � 0

2� 1 0
. . .

...

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 � � � 0 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
1 0 � � � � � � 0

2� 1 0
. . .

...

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 � � � 0 1

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
1 0 � � � � � � 0

2 (�+ �) 1 0
. . .

...

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 � � � 0 1

1CCCCCCA
donc T� � T� = T�+�:

10 Déterminer T�1� :
Donc T� � T�� = T�� � T� = T0 = IdE donc T�1� = T��:

Corrigé de l�exercice 3 :

1 Un résultat préliminaire : soit E un espace vectoriel de dimension N � 2: On note H1; H2 deux
hyperplans distincts de E; c�est-à dire des sous-espaces vectoriels de E tels que :

dim (H1) = dim (H2) = N � 1 et H1 6= H2

1a Prouver que H1 +H2 = E:
H1 n�est pas un sev de H2 (sans quoi, vu l�égalité des dimensions, on aurait H1 = H2). Donc
H1 6� H2 donc on peut trouver un vecteur ~v 2 H1 nH2:
Alors ~v 2 H1 + H2 (car H1 � H1 + H2) mais ~v 62 H2: Puisque H2 � H1 + H2; H2 est un
sous-espace vectoriel de H1 +H2 mais il n�y a pas égalité (vu le vecteur ~v!!) donc pas égalité
des dimensions.
Donc dim (H1 +H2) > dim (H2) donc dim (H1 +H2) � N:OrH1+H2 � E donc dim (H1 +H2) �
N donc dim (H1 +H2) = N = dim (E) :Mais puisque c�est un sev de E; il vient H1+H2 = E:

1b En déduire la dimension de H1 \H2:
D�après la formule de Grassman, on a donc :

dim (H1 \H2) = dim (H1) + dim (H2)� dim (H1 +H2)
= N � 1 +N � 1�N = N � 2

2 Pour tout polynome P de l�espace vectoriel E = R3 [X] ; on pose :

f (P ) =
X2 � 1
2

P 00 �XP 0 + P

On note C =(1; X;X2; X3) la base canonique de E: Montrer que f est un endomorphisme de
E:
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Soit P;Q 2 E et �; � 2 R: On a :

f (�P + �Q) =
X2 � 1
2

(�P + �Q)00 �X (�P + �Q)0 + (�P + �Q)

= �

�
X2 � 1
2

P 00 �XP 0 + P
�
+ �

�
X2 � 1
2

Q00 �XQ0 +Q
�

= �f (P ) + �f (Q)

donc f est linéaire.

Soit P 2 E: Alors deg
�
X2 � 1
2

P 00
�
� deg (P ) et deg (XP 0) � deg (P ) donc deg (f (P )) �

deg (P ) donc f (P ) 2 E:
Donc f est un endomorphisme de E:

3 Calculer M =MatC (f) ; la matrice de f relativement à la base C:

On a f (1) = 1; f (X) = 0; f (X2) = X2 � 1 � 2X2 + X2 = �1 et f (X3) =
X2 � 1
2

6X �
3X3 +X3 = X3 � 3X donc

M =MatC (f) =

0BB@
1 0 �1 0
0 0 0 �3
0 0 0 0
0 0 0 1

1CCA :
4 Montrer que f est un projecteur de E:

On a M2 =

0BB@
1 0 �1 0
0 0 0 �3
0 0 0 0
0 0 0 1

1CCA
0BB@
1 0 �1 0
0 0 0 �3
0 0 0 0
0 0 0 1

1CCA =

0BB@
1 0 �1 0
0 0 0 �3
0 0 0 0
0 0 0 1

1CCA = M donc f �

f = f et f est linéaire donc f est un projecteur.

5 Montrer que ker (f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.
Sans calculs, on a clairement rg (M) = 2 donc dim (ker (f)) = 2 (formule du rang), et f (X) =
f (X2 + 1) = 0 (vu la matrice).
Or X et X2 + 1 sont des vecteurs non colinéaires de ker (f) donc forment une famille libre et
de cardinal 2 = dim (ker (f)) donc (X;X2 + 1) est une base de ker (f) :

6 Montrer l�inclusion Im (f) � G où G = fP 2 E = R3 [X] = P 0 (1) = P 0 (�1) = 0g :
On sait que Im (f) = V ect (f (1) ; f (X) ; f (X2) ; f (X3)) = V ect (1; 0;�1; X3 � 3X) = V ect (1; X3 � 3X) :
Soit P 2 Im (f) ; alors P = �+� (X3 � 3X) donc P 0 = � (3X2 � 3) donc P 0 (1) = P 0 (�1) = 0:
Donc Im (f) � G:

7 Soit a 2 R: On considère l�application linéaire 'a :
E ! R

P 7! 'a (P ) = P
0 (a)

(on ne demande pas

de prouver qu�elle est linéaire).

7a Montrer que 'a est surjective.
'a est une forme linéaire non nulle (par exemple 'a (X) = 1) Donc.....d�ailleurs 'a (�X) = �
donc tout � 2 R a un antécédent donc ' est surjective.
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7b En déduire la dimension de ker ('a) :
Donc rg ('a) = dim (R) = 1 donc par la formule du rang, dim (ker ('a)) = dim (E)� 1 = 3:

7c En déduire que G est un sous-espace vectoriel de E et quelle est sa dimension.
Remarquons que G = ker ('1) \ ker

�
'�1

�
donc G est un sous-espace vectoriel de E et c�est

l�intersection de deux hyperplans de E; qui sont distincts car par exemple, (X � 1)2 2 ker ('1)
mais (X � 1)2 62 ker

�
'�1

�
donc d�après la question 1; dim (G) = dim (E)� 2 = 2:

8 Montrer que Im (f) = G:
Im (f) est donc un sev de G; et ils ont meme dimension, donc Im (f) = G: (on sait que
dim (Im (f)) = 2 soit par la formule du rang, soit parce u�on a donné rg (M) ou encore parce
qu�on a donné une base de Im (f), sans le dire tout-à-fait cependant).

9 Préciser une base de Im (f) :
Justement : (1; X3 � 3X) est une base de Im (f) car libre, dans Im (f) et de cardinal 2 =
dim (Im (f)) :

10 En déduire une matrice P inversible telle que P�1MP soit diagonale. On demande d�expliciter
P et P�1MP; mais pas de calculer P�1:
f est un projecteur donc Im (f) et ker (f) sont supplémentaires donc B =(1; X3 � 3X;X;X2 + 1)
est une base de E (base adaptée).

Soit P =

0BB@
1 0 0 1
0 �3 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

1CCA : P est la matrice de passage de C à B: Par la formule de change-
ment de base P�1MP est la matrice de f dans la base B: Mais f est un projecteur et les
deux premiers polynômes de B sont dans Im (f) donc invariants par f (f (P ) = P ) et les deux
suivants sont dans le noyau. Donc :

P�1MP =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA

Corrigé de l�exercice 4 : Soit n � 2 et des réels a1; a2; : : : ; an:On noteAn =

0BBB@
1 + a1 1 � � � 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1
1 � � � 1 1 + an

1CCCA
la matrice carrée de taille n dont les coe¢ cients non diagonaux valent tous 1 et le i�i�eme coe¢ cient
diagonal vaut 1 + ai:
On note dn = det (An) :

1 Calculer d2 et d3:
On a :

d2 =

���� 1 + a1 1
1 1 + a2

���� = (1 + a1) (1 + a2)� 1 = a1a2 + a1 + a2
10



et par la règle de Sarrus :

d3 =

������
1 + a1 1 1
1 1 + a2 1
1 1 1 + a3

������ = (1 + a1) (1 + a2) (1 + a3) + 1 + 1� (1 + a1)� (1 + a2)� (1 + a3)
= a1a2a3 + a1a2 + a1a3 + a2a3:

2a Montrer que dn =
n�1Q
i=1

ai + an det

0BBBBB@
1 + a1 1 � � � 1 0

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 0
1 1 1 + an�1 0
1 � � � 1 1 1

1CCCCCA :
Par linéarité du déterminant par rapport à la dernière colonne, on a :

dn =

�����������

1 + a1 1 � � � 1 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 1
1 1 1 + an�1 1
1 � � � 1 1 1 + an

�����������
=

�����������

1 + a1 1 � � � 1 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 1
1 1 1 + an�1 1
1 � � � 1 1 1

�����������
+

�����������

1 + a1 1 � � � 1 0

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 0
1 1 1 + an�1 0
1 � � � 1 1 an

�����������
En retranchant la dernière colonne à toutes les autres le premier déterminant vaut :�����������

1 + a1 1 � � � 1 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 1
1 1 1 + an�1 1
1 � � � 1 1 1

�����������
=

�����������

a1 0 � � � 0 1

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0 1
0 0 an�1 1
0 � � � 0 0 1

�����������
=

n�1Y
i=1

ai

donc ;

dn =
n�1Y
i=1

ai + an det

0BBBBB@
1 + a1 1 � � � 1 0

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 0
1 1 1 + an�1 0
1 � � � 1 1 1

1CCCCCA
2b En déduire une relation entre dn et dn�1:

En développant le second déterminant par rapport à la dernière colonne, on obtient :

dn =
n�1Y
i=1

ai + an

���������
1 + a1 1 � � � 1

1
. . . . . .

...
. . . . . . 1

1 1 1 + an�1

��������� =
n�1Y
i=1

ai + andn�1

2c Donner une formule pour dn en fonction uniquement de n et des réels a1; : : : ; an et la démontrer par
récurrence.

Montrons par récurrence sur n � 2 que dn =
nQ
i=1

ai +
nP
k=1

0@ nQ
i=1
i6=k

ai

1A :

11



� I.: la formule est juste pour n = 2 ou 3 (voir 1).

� H.: soit n � 3 supposons dn�1 =
n�1Q
i=1

ai +
n�1P
k=1

0@n�1Q
i=1
i6=k

ai

1A : Alors :

dn =
n�1Y
i=1

ai + andn�1 =

n�1Y
i=1

ai + an

0B@n�1Y
i=1

ai +

n�1X
k=1

0B@n�1Y
i=1
i6=k

ai

1CA
1CA

=
n�1Y
i=1

ai +

nY
i=1

ai + an

n�1X
k=1

0B@n�1Y
i=1
i6=k

ai

1CA
=

n�1Y
i=1

ai +
nY
i=1

ai +
n�1X
k=1

0B@ nY
i=1
i6=k

ai

1CA
=

nY
i=1

ai +
nX
k=1

0B@ nY
i=1
i6=k

ai

1CA :
ce qui prouve la formule pour tout n � 2:

Corrigé de l�exercice 5 : Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3n; n 2 N�; et f un endomor-
phisme de E; de rang 2n:

1a Déterminer la dimension de ker (f) :
D�après la formule du rang, dim (E) = dim (ker (f))+rg (f) donc dim (ker (f)) = 3n�2n = n:

1b Soit g la restriction de f au sous-espace vectoriel Im (f) ; c�est-à dire l�application :

g :
Im (f)! E

~x 7! g (~x) = f (~x)

Montrer Im (g) = Im (f 2) et ker (g) = ker (f) \ Im (f) :
En déduire rg (f 2) � n:
(�) Soit ~w 2 Im (g) : Alors il existe ~v 2 Im (f) tel que ~w = g (~v) = f (~v) et aussi il existe ~u 2 E
tel que ~v = f (~u) : Ainsi, ~w = f (f (~u)) = f 2 (~u) donc ~w 2 Im (f 2) : Donc Im (g) � Im (f 2) :
(�) Soit ~w 2 Im (f 2) : Alors il existe ~u 2 E tel que ~w = f 2 (~u) : Donc ~w = f (~v) avec ~v = f (~u)
donc ~v 2 Im (f) : Donc ~w = g (~v) : Donc ~w 2 Im (g) : Donc Im (f 2) � Im (g) :
Donc Im (g) = Im (f 2) :
(�) Soit ~u 2 ker (g) : Alors ~u 2 Im (f) et g (~u) = ~0 donc f (~u) = ~0 dnc ~u 2 ker (f) :
Donc ~u 2 ker (f) \ Im (f) donc ker (g) � ker (f) \ Im (f) :
(�) Soit ~u 2 ker (f) \ Im (f) : Alors g (~u) = f (~u) = ~0 donc ~u 2 ker (g) :
Donc ker (f) \ Im (f) � ker (g) :
Donc ker (g) = ker (f) \ Im (f) :
D�après la formule du rang appliquée à g; on a :

dim (Im (f)) = dim (ker (g)) + dim (Im (g))

= dim (ker (f) \ Im (f)) + dim
�
Im
�
f 2
��

12



Or dim (Im (f)) = rg (f) = 2n et ker (f) \ Im (f) � ker (f)
donc dim (ker (f) \ Im (f)) � dim (ker (f)) = n donc :

rg
�
f 2
�
= dim

�
Im
�
f 2
��
= dim (Im (f))� dim (ker (f) \ Im (f))

� dim (Im (f))� dim (ker (f)) = 2n� n = n:

2 On suppose désormais en plus que f 3 = 0:

2a Déterminer la valeur de rg (f 2) :
Sachant f 3 = 0; c�est-à dire f �f 2 = 0; on en déduit (classique, à détailler), Im (f 2) � ker (f) :
Donc rg (f 2) = dim (Im (f 2)) � dim (ker (f)) = n:
Compte tenu de 1b, cela donne rg (f 2) = n:

2b Soit S un supplémentaire de ker (f 2) dans E: Montrer que S est de dimension, n:
On a S � ker (f 2) = E donc dim (S) = dim (E)� dim (ker (f 2)) : D�après la formule du rang,
cela donne :

dim (S) = dim
�
Im
�
f 2
��
= rg

�
f 2
�
= n:

On considère alors (~e1; ~e2; : : : ; ~en) une base de S:

2c Montrer que la famille B = (~e1; ~e2; : : : ; ~en; f (~e1) ; f (~e2) ; : : : ; f (~en) ; f
2 (~e1) ; f

2 (~e2) ; : : : ; f
2 (~en))

est une base de E:
Montrons que cette famille est libre. Soient �1; : : : ; �3n 2 R tels que :

�1~e1 + � � �+ �n~en + �n+1f (~e1) + � � �+ �2nf (~en) + �2n+1f 2 (~e1) + � � �+ �3nf 2 (~en) = ~0:

Puisque f 3 = 0; en appliquant f 2 à cette relation, il vient :

f 2 (�1~e1 + � � �+ �n~en) = ~0

donc �1~e1 + � � � + �n~en 2 S \ ker (f 2) =
n
~0
o
donc �1~e1 + � � � + �n~en = ~0: Or (~e1; ~e2; : : : ; ~en)

est une base de S donc �1 = � � � = �n = 0:
Donc il vient �n+1f (~e1) + � � �+ �2nf (~en) + �2n+1f 2 (~e1) + � � �+ �3nf 2 (~en) = ~0:
On applique cette fois f et il reste f (�n+1f (~e1) + � � �+ �2nf (~en)) = ~0
donc f 2 (�n+1~e1 + � � �+ �2n~en) = ~0 et de même, �n+1~e1 + � � � + �2n~en 2 S \ ker (f 2) =

n
~0
o

donc �n+1~e1+ � � �+�2n~en = ~0: Or (~e1; ~e2; : : : ; ~en) est une base de S donc �n+1 = � � � = �2n = 0:
Il reste en�n �2n+1f 2 (~e1) + � � � + �3nf 2 (~en) = ~0; c�est-à dire f 2 (�2n+1~e1 + � � �+ �3n~en) = ~0
donc �2n+1~e1 + � � �+ �3n~en 2 S \ ker (f 2) =

n
~0
o
donc �2n+1~e1 + � � �+ �3n~en = ~0 donc encore

�2n+1 = � � � = �3n = 0:
Donc la famille B est libre. Or elle est de cardinale 3n dans E de dimension 3n donc c�est
une base de E:

2d Ecrire MatB (f) ; la matrice de f dans la base B:
Cette matrice, carrée de taille 3n; s�écrit bien par blocs de taille n (In désignant la matrice
identité de taille n et 0n la matrice nulle de taille n) :

MatB (f) =

0@ 0n 0n 0n
In 0n 0n
0n In 0n

1A :
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3 Exemple : soit ' l�endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice M =

0@ 4 �3 �1
4 �3 �1
5 �4 �1

1A :
Déterminer rg (') avec aussi peu de calculs que possible.
Que vaut '3? Déterminer avec aussi peu de calculs que possible une base de R3 où la matrice

de ' est

0@ 0 0 0
1 0 0
0 1 0

1A :
On a rg (') � 2 car les colonnes de M sont liées (C1 + C2 + C3 = 0). De plus, deux colonnes
de M sont non colinéaires (peu importe lesquelles) donc rg (M) � 2:
Donc rg (M) = 2 donc rg (') = 2:
On calcule :

M2 =

0@ 4 �3 �1
4 �3 �1
5 �4 �1

1A0@ 4 �3 �1
4 �3 �1
5 �4 �1

1A =

0@ �1 1 0
�1 1 0
�1 1 0

1A
et

M3 =

0@ 4 �3 �1
4 �3 �1
5 �4 �1

1A0@ �1 1 0
�1 1 0
�1 1 0

1A =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A
donc '3 = 0:
On est donc dans la situation des questions 1 et 2 avec n = 1: Pour trouver une base de R3

dans laquelle la matrice de ' est

0@ 0 0 0
1 0 0
0 1 0

1A ; il su¢ t d�après la question 2 de trouver S
supplémentaire de ker ('2) dans R3 puis d�utiliser 2c et 2d.
Soit ~e1 le premier vecteur de la base canonique de R3: D�après le calcul de M2; '2 (~e1) =
(�1;�1;�1) : Donc ~e1 62 ker ('2) : D�après 2; tout supplémentaire de ker ('2) est de dimension
1 donc on peut prendre S = V ect (~e1) :
D�après 2c et 2d, la famille (~e1; ' (~e1) ; '2 (~e1)) est une base de R2 et la matrice de ' dans

cette base est

0@ 0 0 0
1 0 0
0 1 0

1A :
On peut préciser ' (~e1) = (4; 4; 5) :

14


