D.S.7 samedi 4 Avril 2026

Exercice 1 : Soit £ = M3 (R) ensemble des matrices réelles carrées de taille 3 x 3.
La transposée d’une matrice M est notée M7
On note S 'ensemble des matrices symétriques de E et A 'ensemble des matrices anti-
symétriques de FE.
On note F' I'ensemble des matrices de S dont la somme des termes de chaque ligne et de
chaque colonne est nulle.

On note :
1 -1 0 0o -1 1 0O 0 0 1 11
Ei=| -1 1 0|, B=| -1 2 -1 |em=(01 -1]etB=|111
0 0O O 1 -1 0 0 -1 1 1 1 1

1 Montrer que S et A sont des sev supplémentaires de E : c¢’est une question de cours, on demande

de redémontrer ce résultat, mais on ne demande pas de redémontrer que S et A sont des sev
de FE.

2a Soit M € S. Montrer que M € F' < BM = 0g.

2b En déduire que F' est un sev de E.

2c Montrer que si M, N € F'et MN = NM, alors MN € F.
a b c

3a Soit M =1 b d e

c e f

les coefficients a, b, c,d, e, f.

€ §. Montrer que la condition M € F' se traduit par un systéme sur

3b Reésoudre ce systéme en exprimant les solutions a ’aide de a,c et f et en déduire que la famille
By = (E1, Es, E3) est une base de F.

4 On rappelle que GL3 (R) est 'ensemble des matrices inversibles de F.
Montrer que GL3 (R) N F = ().

5 Soit M = (a;;) € E. On définit Tr (M) = a11 + a2 + as3 (la trace de M).

5a Montrer que P = {M € F' / Tr (M) = 0} est un plan vectoriel de E.
Montrer que la famille By = (E; — E3, s — E3) est une base de P.

5b Soit D = Vect (2E; — Fy + 2E3) , montrer que D & P = F.



Exercice 2 : Soit n € N*. On note E = Ry, [X] 'espace vectoriel sur R des polynomes de degrés
inférieur ou égaux a 2n.
Pour tout k € [|0,2n|], on note e, = X* et B =(eg, e1,...,e2,) la base canonique de E. Soit
h Vapplication définie sur F par :

1
WP e B, h(P)= / Pt)dt.
-1
1 Montrer que h est une forme linéaire sur F.
2 Déterminer h (e) pour tout & € [|0,2n]] .

3 Déterminer les dimensions de Im (h) et de ker (h).

4 Prouver qu’il existe une base U, qu’on ne cherchera pas a expliciter, de ker (h), dont le premier
vecteur est e;.

5 Montrer que £ = Vect (eg) @ ker (h).
Soit A € R. On considére 'application T) définie sur E par :

VP e E, T (P) =P+ A (P)X

6 Vérifier que T) est un endomorphisme de F.

7 Déterminer la matrice de T dans une base adaptée & E = Vect (eg) @ ker (h) construite en
utilisant la base U.

8 Montrer que T est un automorphisme de F.
9 Pour tous «, 8 € R, calculer T, o Tj.

10 Déterminer T} L

Exercice 3 :

1 Un résultat préliminaire : soit £ un espace vectoriel de dimension N > 2. On note H;, Hy deux
hyperplans distincts de E, c’est-a dire des sous-espaces vectoriels de E tels que :

dim (H;) = dim (Hy) = N — 1 et H; # H,

la Prouver que H; + H, = F
1b En déduire la dimension de H; N Ho.
2 Pour tout polynome P de I'espace vectoriel £ = R3[X], on pose :

X1
- P'—XP +P

f(p)

On note C = (1, X, X2, X?) la base canonique de E. Montrer que f est un endomorphisme de
E.

3 Calculer M = Matc (f), la matrice de f relati2vement a la base C.



4 Montrer que f est un projecteur de F.
5 Montrer que ker (f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.
6 Montrer 'inclusion Im (f) CGou G={Pe E=R;[X]| / P'(1) =P (-1) =0}.

EF—R

7 Soit a € R. On considere ’application linéaire ¢, : Pis o (P) = P ()

(on ne demande pas

de prouver qu’elle est linéaire).
7a Montrer que ¢, est surjective.
7b En déduire la dimension de ker (¢,) .
7c En déduire que G est un sous-espace vectoriel de E et quelle est sa dimension.
8 Montrer que Im (f) = G.
9 Préciser une base de Im (f)

10 En déduire une matrice P inversible telle que P~'M P soit diagonale. On demande d’expliciter
P et P~ M P, mais pas de calculer P~ 1.

14 a | 1
Exercice 4 : Soit n > 2 et des réels ay, as, ..., a,. On note A4,, = 1 1+a,
: . 1

la matrice carrée de taille n dont les coefficients non diagonaux valent tous 1 et le i — ieme
coefficient diagonal vaut 1 + a;.
On note d,, = det (4,,) .

1 Calculer dy et ds.

1+a; 1 .- 1 0

n—1 1 ’

2a Montrer que d,, = [] a; + a, det : e 1 0
i=1 ) ) )

1 1 1+ Ap—1 0

1 e 1 1 1

2b En déduire une relation entre d,, et d,_1.

2c Donner une formule pour d, en fonction uniquement de n > 2 et des réels aq,...,a, et la
démontrer par récurrence.



Exercice 5 : Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3n, n € N*, et f un endomorphisme de
E, de rang 2n.

la Déterminer la dimension de ker (f).

1b Soit g la restriction de f au sous-espace vectoriel Im (f), c’est-a dire application :

Montrer Im (g) = Im (f?) et ker (g) = ker (f) NIm (f).
En déduire rg (f?) > n.

2 On suppose désormais en plus que f2 = 0.
2a Déterminer la valeur de rg (f?) .

2b Soit S un supplémentaire de ker (f?) dans E. Montrer que S est de dimension, n.
On consideére alors (€7, €3, ..., €,) une base de S.

2¢ Montrer que la famille B = (gla 527 ce Jé;LJ f (gl) ) f (52) Yo 7f (é;L) 7f2 (51) ) f2 (52) A 7f2 (gn))
est une base de F.

2d Ecrire Matg (f), la matrice de f dans la base B.

4 -3 -1
3 Exemple : soit ¢ I’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice M = [ 4 -3 -1
5 —4 -1

Déterminer rg (¢) avec aussi peu de calculs que possible.

Que vaut ¢3? Déterminer avec aussi peu de calculs que possible une base de R? ou la matrice
000

depest | 1 0 0

010



Corrigé de ’exercice 1 : Soit £ = M3 (R) ensemble des matrices réelles carrées de taille 3 X 3.
On note S I'ensemble des matrives symétriques de E et A I'ensemble des matrices antisymétriques
de E.
On note F' Iensemble des matrices de S dont la somme des termes de chaque ligne et de chaque
colonne est nulle.
On note :

1 -1 0 0 -1 1 0
0, Ba=| -1 2 -1 ] etE=]|0
0 0

1 -1 0

0 O 1 11
1 -1 eteB=1[ 111
-1 1 1 11
1 Montrer que S et A sont des sev supplémentaires de F : c’est une question de cours, on demande de

redémontrer ce résultat, mais on ne demande pas de redémontrer que S et A sont des sev de F.
Par analyse-synthese, vu en cours.

2a Soit M € S. Montrer que M € F < BM = 0g.

a b c
Notons M = | b d e
c e f
111 a b c a+b+c b+d+e c+e+f
Alors BM =1 1 1 1 b d e |=|a+b+c b+d+e c+e+f
111 c e f a+b+c b+d+e c+e+f

Donc BM =0gp < a+b+c=b+d+e=c+e+ f=0& M € F, vu la définition de F' et
de M (les colonnes de M sont aussi ses lignes).

2b En déduire que F' est un sev de F.
EF—F

Procédons astucieusement : @ : est linéaire car :
M +— BM

D’autre part, | ' = ker () NS | donc F est un sev de £ comme intersection de sev.

2c Montrer que si M, N € F'et MN = NM, alors MN € F.
Soient M, N € F tels que MN = NM. Alors (MN)" = NTMT = NM donc MN € 8. De
plus, BMN = 0gN = 0g. Donc d’aprées 2a, MN € F.

a b c
3a Soit M = b d e € S. Montrer que la condition M € F se traduit par un systéme sur les
c e f
coefficients a, b, ¢, d, e, f.
a+b+c=0
Comme vu dans la question 2a, M € F< ¢ b+d+e=0 .
c+e+f=0

3b Résoudre ce systéme en exprimant les solutions a 'aide de a,c et f et en déduire que la famille

By = (E1, Es, E3) est une base de F.



On a:

a/+b+C:O b:—a_c
M € Fe< b+d+e=0 < d=-b—e=a+2c+f
cte+f=0 e=—c—f
a —a—c c
S M=| —a—c a+2c+f —c—f | & M=aE,+cEy+ fEs

c —c—f f

donc F' = Vect (El, EQ, Eg) .
On montre sans aucune difficulté que la famille (E4, Es, E3) est libre (faites-le!). Donc c’est
une base de F.

4 On rappelle que G L3 (R) est ensemble des matrices inversibles de F.
Montrer que GL3 (R) N F = (.
Soit M € GL3(R) N F. D’aprés 2a, BM = 0g. Mais M est inversible. En multipliant par
M~ a droite, on obtient B = 0g ce qui est absurde. Donc GL3 (R) N F = .

5 Soit M = (a;;) € E. On définit Tr (M) = a1 + ag2 + as 3 (la trace de M).

5a Montrer que P ={M € F' / Tr (M) = 0} est un plan vectoriel de F.
Montrer que la famille By = (E; — E3, Fo — FE3) est une base de P.
F' est de dimension 3, et la restriction de 7 & F' est une forme linéaire sur F' (montrez-le!).
De plus, T'r est non nulle sur F' car par exemple Tr (E;) = 2. Donc P = ker (Tr| F) est un
hyperplan de F' donc dim (P) = 2 et P est un plan vectoriel de E.
On vérifie sans peine que Tr (Fy — FE3) = 2 -2 = 0 et Tr(Ey— E3) = 2 —2 = 0 donc
Ey,—E3,Ey— E5 € P.
Soient A, i tels que A (Fy — E3) + p (Es — E3) = 0. Alors AEy + pFy — (A + p) E3 = 0 donc
A = p =0 car la famille (Ey, — E3, By — E3) est libre.
Donc By = (Ey — E3, By — E3) est libre. Or elle est de cardinal 2 = dim (P) , et ces matrices
sont dans P. Donc Bs est une base de P.

5b Soit D = Vect (2B, — Es + 2E3) , montrer que D @ P = F.
On aTr(2E, — By +2E;3) =2Tr (Ey) — Tr (Ey) +2Tr (B3) =4 —2+4 =6 # 0 donc D est
une droite vectorielle de F, non incluse dans I’hyperplan P de F. Donc D & P = F.

Corrigé de ’exercice 2 : Soit n € N*. On note ' = Ry, [X] I'espace vectoriel sur R des polynomes
de degrés inférieur ou égaux a 2n.
Pour tout k& € [|0,2n]], on note e, = X* et B = (eg, e1,...,€9,) la base canonique de E. Soit h
l’application définie sur E par :

VP e E, h(P):/lP(t)dt.

-1

1 Montrer que h est une forme linéaire sur E.

Soient P,Q € E, \,u e R:

P ) = [ 0P @ar= [ 0P Q)

1 1

— )\/_ P(t)cétﬂb/_1Q(t)dt:>\h(P)+Mh(Q)

1



et h est a valeurs dans R donc h est une forme linéaire sur F.

2 Déterminer h (e) pour tout k € [|0,2n|].
Soit k € [|0,2n]], on a :

! 1 ! 2 si k est pair
h (ek) = /1 tkdt = |:/{7——|—1tk+1:| = { k +1 P .
- -1

0 si k est impair

3 Déterminer les dimensions de Im (h) et de ker (h) .

h est donc non nulle. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan donc
dim (ker (h)) = dim (E) — 1 = 2n et Im (h) est un sev non nul de R donc dim (Im (h)) =1 (on
peut aussi passer par la formule du rang).

4 Prouver qu'il existe une base U, qu’on ne cherchera pas a expliciter, de ker (h), dont le premier vecteur
est e1.
D’apres 2, e; € ker (h) donc (e1) est une famille libre de ker (h), donc d’aprés le théoréme de
la base incompléte, il existe une base U de ker(h) donc le premier vecteur est e;.

5 Montrer que F = Vect (eg) @ ker (h).
h(eg) =2 # 0 donc eq & ker (h) qui est un hyperplan de £ donc E = Vect (eg) @ ker (h) .

Soit A € R. On considére ’application T définie sur F par :

VP e E, Ty(P) =P+ M (P)X

6 Vérifier que T est un endomorphisme de E.
Clairement, T (P) est un polynome de degré au plus 2n car deg (P) < 2n et deg (Ah (P) X) <
1 < 2n. Donc T) est une application de £ dans F.
De plus, si P,Q € E, o, € R :

T\ (aP +BQ) = aP+ Q-+ M (aP + Q)X
= aP+pQ+ X(ah(P)+ 6h(Q)) X
= a(P+M(P)X)+B(Q+ M (Q)X)
= ol (P)+ BT\ (Q)

donc T} est linéaire donc est un endomorphisme de F.

7 Déterminer la matrice de T) dans une base adaptée & F = Vect (eg) @ ker (h) construite en utilisant
la base U.
Pour tout P € ker (h), on a Ty (P) = P. Et T) (eg) = eg + 2AX = eg + 2)\e;.
Puisque e; est le premier vecteur de U donc le deuxiéme vecteur de la base adaptée a E =
Vect (eg) @ ker (h) , dans cette base, la matrice de T est la matrice carrée de taille 2n + 1 :

20 1 0 :

Mat(T\)=1 0 0 1
: 0
0 0 0 1



8 Montrer que T est un automorphisme de F.
Cette matrice étant triangulaire inférieure & éléments diagonaux tous non nuls, elle est in-
versible donc T) est un automorphisme de FE.

9 Pour tous a, 8 € R, calculer T, o Tj.
Calculons le produit des matrices :

21 0 - 28 1 0 2(a+p8) 1 0 :
00 1 " 00 1 "~ i |= 0 0 1

N () Do 0 : S 0
00 -- 0 1 0 0 0 1 0 0 -+ 0 1

donc T,, 0 T = T\, 4.

10 Déterminer 7 L
Donc T)\ o T,)\ = T,)\ o T)\ = Tg = [dE donc T;l = T,)\.

Corrigé de I’exercice 3 :

1 Un résultat préliminaire : soit £ un espace vectoriel de dimension N > 2. On note H;, Hy deux
hyperplans distincts de F, c’est-a dire des sous-espaces vectoriels de E tels que :

1la Prouver que H, + Hy, = E.
H; n’est pas un sev de Hy (sans quoi, vu 1’égalité des dimensions, on aurait H; = H,). Donc
H, ¢ H, donc on peut trouver un vecteur v € H; \ Hs.
Alors ¥ € Hy + Hy (car Hy C Hy + Hy) mais U ¢ Hs. Puisque Hy C H; + Hs, Hy est un
sous-espace vectoriel de H; + Hy mais il n’y a pas égalité (vu le vecteur #!!) donc pas égalité
des dimensions.
Donc dim (H; + Hs) > dim (Hs) donc dim (Hy + Hy) > N. Or Hy+H, C E doncdim (Hy + Hs) <
N donc dim (H; + Hy) = N = dim (F) . Mais puisque c¢’est un sev de E, il vient H; + Hy = E.

1b En déduire la dimension de H; N Ho.
D’apres la formule de Grassman, on a donc :
= N-1+N-1-N=N-=-2

2 Pour tout polynome P de I'espace vectoriel £ = R3[X], on pose :

X2

f(P) P'—XP +P

On note C = (1, X, X2, X3) la base canonique de E. Montrer que f est un endomorphisme de
E.



Soit P,QQ € Eet A,y € R. On a:

X?-1

FOP+pQ) = =—— (P +uQ)" = X (\P + Q) + (AP + 1Q)
= >\<X22_1P”—XP’+P>+u(X22_1Q”—XQ’+Q)
= M (P)+pf(Q)

donc f est linéaire.
2

X“ -1
Soit P € E. Alors deg (TP”> < deg (P) et deg (X P') < deg(P) donc deg (f (P)) <

deg (P) donc f (P) € E.
Donc f est un endomorphisme de E.

3 Calculer M = Matc (f), la matrice de f relativement a la base C.

X?2-1
Onaf(l)=1,f(X)=0; f(X?)=X*-1-2X>+X* = —let f(X°) = 9 6X —
3X3 + X3 = X3 - 3X donc
10 -1 0
00 0 -3
M=Mae(f)=1 090 o0 o
00 O 1
4 Montrer que f est un projecteur de F.
10 -1 0 10 -1 0 10 -1 0
00 0 -3 00 0 =3 00 0 =3
2 _ _ _
OnaMi=1,9 ¢ o 000 0 | |oo o o |~Mdomefe
00 O 1 00 0 1 00 0 1

f = f et f est linéaire donc f est un projecteur.

5 Montrer que ker (f) est un plan vectoriel dont on donnera une base.
Sans calculs, on a clairement g (M) = 2 donc dim (ker (f)) = 2 (formule du rang), et f (X) =
f(X?+1) =0 (vu la matrice).
Or X et X2+ 1 sont des vecteurs non colinéaires de ker (f) donc forment une famille libre et
de cardinal 2 = dim (ker (f)) donc (X, X% + 1) est une base de ker (f) .

6 Montrer 'inclusion Im (f) CGou G={Pe€ E=R;3[X]| / P'(1) =P (-1) =0}.
On sait que Im (f) = Vect (f (1), f (X), f(X?), f(X?3)) = Vect (1,0, -1, X3 —3X) = Vect (1, X3 — 3X
Soit P € Im (f), alors P = A+pu (X3 — 3X) donc P’ = ;1 (3X? — 3) donc P’ (1) = P'(—1) = 0.
Donc Im (f) C G.

EF—R

7 Soit a € R. On considere I'application linéaire ¢, : Pis o (P) = P (a)

(on ne demande pas

de prouver qu’elle est linéaire).

7a Montrer que ¢, est surjective.
¢, est une forme linéaire non nulle (par exemple ¢, (X) = 1) Donc.....d’ailleurs ¢, (AX) = A
donc tout A € R a un antécédent donc ¢ est surjective.

9



7b En déduire la dimension de ker (¢,) .
Donc rg (¢,) = dim (R) = 1 donc par la formule du rang, dim (ker (¢,)) = dim (F) — 1 = 3.

7c En déduire que G est un sous-espace vectoriel de F et quelle est sa dimension.
Remarquons que G = ker (¢;) N ker (4,071) donc G est un sous-espace vectoriel de E et c’est

I'intersection de deux hyperplans de E, qui sont distincts car par exemple, (X — 1)2 € ker ()
mais (X — 1)° ¢ ker (¢_1) donc d’apres la question 1, dim (G) = dim (E) — 2 = 2.

8 Montrer que Im (f) = G.
Im (f) est donc un sev de G, et ils ont meme dimension, donc Im (f) = G. (on sait que
dim (Im (f)) = 2 soit par la formule du rang, soit parce u’on a donné rg (M) ou encore parce
qu’on a donné une base de Im (f), sans le dire tout-a-fait cependant).

9 Préciser une base de Im (f) .
Justement : (1, X3 — 3X) est une base de Im (f) car libre, dans Im (f) et de cardinal 2 =

dim (Im (f)) .

10 En déduire une matrice P inversible telle que P~*M P soit diagonale. On demande d’expliciter
P et P~'M P, mais pas de calculer P~ .
f est un projecteur donc Im ( f) et ker (f) sont supplémentaires donc B = (1, X3 — 3X, X, X% + 1)
est une base de E (base adaptée).

1 0 01
: 0 -3 10 . .
Soit P = o0 01| P est la matrice de passage de C & B. Par la formule de change-
0 1 00

ment de base P71MP est la matrice de f dans la base B. Mais f est un projecteur et les
deux premiers polyndomes de B sont dans Im (f) donc invariants par f (f (P) = P) et les deux
suivants sont dans le noyau. Donc :

1 0 00
01 00
-1 o
poMEP = 0000
0 0 0O
14 aq 1 1 \
. . . ) 1 1+ a :
Corrigé de ’exercice 4 : Soitn > 2et desréels ay, as, ..., a,. Onnote A4,, =
: .. 1
1 o1 14a, )

la matrice carrée de taille n dont les coefficients non diagonaux valent tous 1 et le i —ieme coefficient
diagonal vaut 1 4+ a;.
On note d,, = det (4,,) .

1 Calculer ds et ds.
On a :
1 + aq 1

1 1 4 ay =(14+a)(1+ay) —1=aias+a;+ay

-

10



et par la regle de Sarrus :

1+a; 1 1
dg = 1 1+a2 1 :(1—|—a1)(1—|—a2)(1+a3)+1+1—(1—|—a1)—(1+a2)—(1+a3)
1 1 1+as
= a1a20a3 + a1a2 + ajaz + azas.
1+a; 1 --- 1 0
n—1 1 :
2a Montrer que d,, = [] a; + a, det : .. .. 1 0
i=1 ) ) )
1 1 14a,1 0O
1 s 1 1 1
Par linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on a :
1+a; 1 --- 1 1 1+a; 1 --- 1 1 1+a; 1
1 : 1 : 1
e T | 1= e e
1 1 1+(ln_1 1 1 1 1—|—6Ln_1 1 1 1
1 R | 1 1+a, 1 R | 1 1 1 R |

En retranchant la derniére colonne a toutes les autres le premier déterminant vaut :

l+a; 1 --- 1 1 ag 0 -+ 0 1
1 : 0 ) ) : n—1
1 1 0 1|~ 11%
1 1 1+4a,, 1 0 0 a,q 1 =1
1 1 1 1 0 0 0 1
donc ;
1+CL1 1 1 0
n—1 1 .. .. :
dn:HamL&ndet 1 0
=1 1 1 14a,; O
1 . 1 1 1

2b En déduire une relation entre d,, et d,,_1.
En développant le second déterminant par rapport & la derniére colonne, on obtient :

1+a, 1 --- 1
n—1 1 . n—1
dn:Hai+an . :Hai+andn—l
i=1 : : : 1 i=1
1 1 1 + Ap—1
2c¢ Donner une formule pour d,, en fonction uniquement de n et des réels aq, ..., a, et la démontrer par

récurrence.

n n n

Montrons par récurrence sur n > 2 que d, = [ a; + > | T[] as
—1 —1 \i=1

1 % k=1 ;;ék



e I.: la formule est juste pour n = 2 ou 3 (voir 1).

n—1 n—1

e H.: soit n > 3 supposons d,,_; = H ai+ >, | I] @i |- Alors:

=1 k=1 =1
itk

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

d, = Hai+andn—1:Hai+an Hai‘l—z Hai

=1 =1 =1 k=1 =1
n— n—1 n—1

1 n
1 =1 ]

i= k=1 \ i=1
ik

i
L

—=

i
L

= (Iz‘—f-ﬁai-i-

=1

a;

<
Il
—
Tl
=
Il
—
S

K
=

3

= HCLZ—’— nai

i=1 k=1 i=1
i#k
ce qui prouve la formule pour tout n > 2.

Corrigé de I’exercice 5 : Soit £/ un R-espace vectoriel de dimension 3n, n € N*, et f un endomor-
phisme de E, de rang 2n.

la Déterminer la dimension de ker (f).
D’apres la formule du rang, dim (F) = dim (ker (f))+7rg (f) donc dim (ker (f)) = 3n—2n = n.

1b Soit g la restriction de f au sous-espace vectoriel Im (f), c’est-a dire 'application :

I Ee @) =1 (@)

Montrer Im (g) = Im (f?) et ker (g) = ker (f) N Im (f) .

En déduire rg (f?) > n.

(C) Soit w € Im (g) . Alors il existe ¥ € Im (f) tel que W = g (¥) = f (¥) et aussi il existe @ € F
tel que ¥ = f (@) . Ainsi, & = f (f (@) = f* (@) donc & € Im (f?). Donc Im (g) C Im (f?).
(D) Soit @ € Tm (f?) . Alors il existe @ € F tel que w = f? (@) . Donc @ = f () avec ¢ = f (1)
donc @ € Im (f) . Donc @ = ¢ (¥) . Donc @ € Im (g) . Donc Im (f?) C Im (g) .

Donc Im (g) = Im (f?).

(C) Soit 4 € ker (g) . Alors @ € Im (f) et
Donc i € ker (f) NIm (f) donc ker (g) C ker (
(D) Soit @ € ker (f) NIm (f). Alors g (1) = f
Donc ker (f) NIm (f) C ker(g).

Donc ker (g) = ker (f) NIm (f).

D’aprés la formule du rang appliquée a ¢, on a :

dim (Im (f)) = dim (ker (g)) + dim (Im (g))
= dim (kg (1) 1 (1) + i (I (1))

g (@) = 0 donc f (@) = 0 dnc @ € ker (f).
J(”m m (f).

)
@) = 0 donc u € ker(g) .



Or dim (Im (f)) =rg (f) = 2n et ker (f) NIm (f) C ker (f)
donc dim (ker (f) N Im (f)) < dim (ker (f)) = n donc :

rg (f*) = dim (Im(f?)) = dim (Im (f)) — dim (ker (f) N Im (f))
> dim (Im (f)) — dim (ker (f)) =2n — n = n.

2 On suppose désormais en plus que f3 = 0.

2a Déterminer la valeur de g (f?) .
Sachant f3 = 0, c’est-a dire fo f2 = 0, on en déduit (classique, a détailler), Im (f?) C ker (f).
Donc rg (f?) = dim (Im (f?)) < dim (ker (f)) = n.
Compte tenu de 1b, cela donne rg (f?) = n.

2b Soit S un supplémentaire de ker (f2) dans E. Montrer que S est de dimension, n.
On a S @ ker (f?) = E donc dim (S) = dim (E) — dim (ker (f?)) . D’aprés la formule du rang,
cela donne :

dim (S) = dim (Im (f?)) = rg (f*) =n.
On considére alors (€}, €s, . .., €,) une base de S.
2c Montrer que la famille B = (gly é)27 s 7€n7 f (gl) ) f (52) Yo 7f (gn) 7f2 (gl) ) f2 (52) A 7f2 (gn))

est une base de F.
Montrons que cette famille est libre. Soient A\q,..., A3, € R tels que :

MEL A+ Ml + A1 f(E) 4+ Aaonf () + Aanin f2(E) + -+ Asnf2(E,) = 0.
Puisque f2 = 0, en appliquant f? & cette relation, il vient :

fEE + o+ M) =0

—

done A& + -+ + M@y € S Nker (f2) = {o} donc Mé, + -+ + M@y = 0. Or (81,8, ..., &)
est une base de S donc A\ =--- =\, =0.
Donc il vient A1 f (€1) + -+ 4 Aonf (€n) + Aong1 f2 (1) + -+ - 4 Asnf? (€n) = 0.

—

On applique cette fois f et il reste f (A1 f (€1) + -+ Aonf (€,)) =0
donc f2 (Apy1€1+ -+ + Aonép) = 0 et de méme, Ani1€1 + 4+ Aané€, € S Nker (f?)

I
—

=1
——

donc A\, 161+ -+ Xop€p, = 0. Or (€1, €, ...,6,) est une base de S donc A\, 1 =+ = Ay, =

Il reste enfin )\2n+1f2 (51) + -+ )\3nf2 (gn) = O, c’est-a dire f2 ()\2n+151 + 4 Agngn) =0
donc Aoy 161 + -+ + Aznén € S Nker (f?) = {6} donc Mg, 161 4 -+ + A3n€n = 0 donc encore
Aoy = -+ = A3, = 0.

Donc la famille B est libre. Or elle est de cardinale 3n dans £ de dimension 3n donc c’est
une base de E.

2d Ecrire Matg (f), la matrice de f dans la base B.
Cette matrice, carrée de taille 3n, s’écrit bien par blocs de taille n (I, désignant la matrice
identité de taille n et 0, la matrice nulle de taille n) :

0, 0, O,
Mats (f)=| I, 0, 0,
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4 -3 -1
3 Exemple : soit (¢ 'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice M = | 4 —3 -1
5 —4 -1

Déterminer g (¢) avec aussi peu de calculs que possible.

Que vaut ¢3? Déterminer avec aussi peu de calculs que possible une base de R? ot la matrice
0 00
degpest [ 1 0 O
010
On a rg (¢) < 2 car les colonnes de M sont liées (Cy + Cy 4+ C3 = 0). De plus, deux colonnes
de M sont non colinéaires (peu importe lesquelles) donc rg (M) > 2.
Donc rg (M) = 2 donc rg (p) = 2.

On calcule :
4 -3 -1 4 -3 -1 -1 10
M*=| 4 -3 -1 4 =3 -1 = -110
5 —4 -1 5 —4 -1 -1 10
et
4 -3 -1 -1 10 000
M3=|4 -3 -1 -1 1 0]=1000
5 —4 -1 -1 10 0 00
donc ¢* = 0.
On est donc dans la situation des questions 1 et 2 avec n = 1. Pour trouver une base de R?
0 00
dans laquelle la matrice de ¢ est 1 0 0 |, il suffit d’apres la question 2 de trouver S
010

supplémentaire de ker (p?) dans R? puis d’utiliser 2c et 2d.

Soit €, le premier vecteur de la base canonique de R3. D’apres le calcul de M?, ¢?(¢)) =
(—=1,—1,—1). Donc ¢, ¢ ker (©?). D’apreés 2, tout supplémentaire de ker (?) est de dimension
1 donc on peut prendre S = Vect (€1).

D’apreés 2c et 2d, la famille (€1, ¢ (€1),¢*(€1)) est une base de R? et la matrice de ¢ dans

cette base est

L= o O
|| o O O

D

-GOHO

(

On peut préciser 1) = (4,4,5).
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