D.S.8 samedi 9 Mai 2026 (2 heures)

Probléme 1 : On considére la fonction f a valeurs réelles définie sur R™ par la relation :

1 t
R+ - S
Vo € , f(x) /0 P

On cherche a étudier quelques propriétés de la fonction f bien qu’on ne sache pas calculer
explicitement cette intégrale. On observe qu’on ne sait pas non plus a priori si la fonction f
est dérivable. On ne cherchera donc pas a la dériver.

1 Montrer que f est décroissante sur R™ (en vérifiant que [ satisfait la définition d’une fonction
décroissante).

2 Soit xy un réel strictement positif quelconque.

2a Montrer que :

Vi€ [2 oo 1f (a) - f (o) < 20
T
2b En déduire que f est continue au point xg.
3 Montrer : o1 o1
Vo € R, g < f(x) < "

En déduire un équivalent de f en +oo0.

4a Déterminer un réel positif M tel que V¢ € [0,1], |e* — 1| < Mt.

t
-1
4b Soit la fonction g : R™ — R définie par Vo € R™, g (x) = fl ‘

dt.
0 x4+t

Montrer que g est bornée sur R™*.

4c En déduire finalement que f () ~, o+ —In(x).

5 Dans cette question, pour x € [1, +oc[ fixé, on cherche a calculer de maniére approchée l'intégrale
f(z).

On observe que la fonction ¢ —

t

est une fonction continue et croissante sur [0, 1] (on ne

demande pas de la justifier). Laxméthode envisagée restant valide pour toute fonction réelle
continue et croissante sur [0, 1], on I’étudie dans le cas général.

On considére donc une fonction A : [0, 1] — R continue et croissante sur [0, 1].

Pour tout n € N*, on pose :

R ()

5a Justifier que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

On cherche par la suite a estimer l'erreur dans I’approximation de fol h (t) dt par un terme de

la suite (uy,) . 1



5b Soit n € N*. Montrer que pour tout k£ € [|0,n — 1]] :

1 (k+1)/n 1 1
—h(ﬁ)g/ h(t)dtg—h<k+ )
n \n k/n n n

5c¢ Déduire de ce qui précéde que pour tout n € N* :

/Olh(t)dt—un

Exercice 2 : séries de Cauchy, séries de Bertrand :

<

) 1
1 Soit u, = — pour a > 0. Enoncer et redémontrer le résultat du cours sur la convergence ou la
n

divergence de la série ) u,, et montrer qu’en cas de convergence, la somme S de la série vérifie

1
<g<- 2
a—1 a—1
) 1
2 Soit v, = ————— avec a,b € R™.
n® (In (n))
2a On suppose a > 1. Montrer par comparaison avec une série de Riemann que la série > v, est
convergente.
a 1
2b On suppose a < 1 et on pose a' = — Etudier la suite —— et en déduire la nature de la
n® v,
série > vy,.

3 Soit (ay),~, une suite de termes réels positifs et décroissante. On pose b, = 2¥agy, S, = > ax
> k=1

et Tn = Z bk
k=0

n 2ktl_g
3a Justifier que Sonv1_1 = > > aj.
k=0 j=2k
2k+1_1
3b Encadrer ) a; et en déduire que
j=2*

1
Sont1_1 < T, et 3 (Thy1 — a1) < Sgnt1_4

3c En déduire que la suite (5,,) est majorée si et seulement si la suite (7),) est majorée.

3d Montrer que les séries > a, et »_ b, ont méme nature.

4 Soit w,, = avec b € R™ et z,, = 2" won.

n(In(n))’
4a Etudier la nature de la série > z,.

4b En déduire la nature de la série > wy,.



Probléme 1 : On considére la fonction f & valeurs réelles définie sur R** par la relation :

et

r+t

1
Ve e R™, f(x)= / dt.
0

On cherche a étudier quelques propriétés de la fonction f bien qu’on ne sache pas calculer explicite-

ment cette intégrale. On observe qu’on ne sait pas non plus a priori si la fonction f est dérivable.
On ne cherchera donc pas a la dériver.

1 Montrer que f est décroissante sur R** (en vérifiant que f satisfait la définition d’une fonction décrois-

sante).
1
Soient x,y € R™ avec z < y. Alors V¢t € [0,1], 0 < 2+t < y +t donc S o donc
T

el el

. < 7 donc par intégration des inégalités, f (y) < f(x). Donc f est décroissante sur
y x
R**.

2 Soit xp un réel strictement positif quelconque.

2a Montrer que :

Vo€ |Ttoo| s 1f (@) = f (o) € T

. x
SOlt:BZEO,OHa:

[f (@) = f (o) =

1 ¢ 1t 1 t t
/ ¢ dt—/ | = / c __C \a
0 C(]+t 0 l‘o—i—t 0 x“"t $0+t

1 _ t 1 . t
/ ( (zo — )€ ) dt| < / [z~ x| e dt par inégalité triangulaire
o \(z+1)(z0+1) o (+1)(zo+1)

1 2
Orvte|0,1],0<zx<z+tet0<zg<z9+tdonc0< < < — donc
(x+1t)(xo+1) ~ zx0 ~ 7§
1 ¢ 1
T — Tple 2lx —x 20e—1) |z —=x 2e|lr —x
P - ol s [ 2l 2 2ol gy - 2= Dle ol 2kl
0 T Lo 0 T T
2b En déduire que f est continue au point zg.
%2 o —

On a lim M = 0 donc par encadrement, lim |f (z) — f (x¢)| = 0 donc f est continue

T—x €T T—xT
en Io. ’ 0 ’

3 Montrer : ] ]
e — e—
Vo € R, < f(x) <
r+1" fle) < x
En déduire un équivalent de f en +oc.
t ot ot
Soit x > 0. On a Vt € [0,1],0 <z <z +t < z+ 1 donc < < — donc par
r+1 T+t x

T e ees IS L
intégration d’inégalités, 71 Joedt < f (g) < - J, €dt,



e—1 e—1

lgf(w)g —

ie., Vo € R+,

T+
e—1

Puisque x + 1 ~,, x, on a par encadrement, liril zf(x) =e—1donc f(x) ~0
4a Déterminer un réel positif M tel que V¢ € [0,1], ' — 1| < Mt.

La fonction exp est dérivable sur [0,1] avec Vit € [0,1], |exp’ (t)] = €' < e donc d’apres

I'inégalité des accroissement finis, Vt € [0,1], |e! — €°] < e]t], ie., ! — 1] < et.

el —1
4b Soit la fonction ¢g : R™ — R définie par Vo € R, g (x) = fol o

T
Montrer que g est bornée sur R**.

Soit & > 0, on a |g (z)| < fol

et —1
x+t 0 x4+

t
‘dtgfle—tdtgfoledt:ecarwe 0,1, t<z+t

donc <1

T+t
Donc g est bornée sur R,

4c Montrer finalement que f () ~, o+ —In(x).
Soit > 0. Calculons :

1 et let_l 1 1
f@)=g(x) = /Ox—i—tdt_/o x—l—tdt_/o i
= m@E+t)),=n(z+1)—In(z).

Donc :
f@)=-In(z)+In(z+1)+g(2)

et :
f@) . et g

—In (x) In () In (x)
(_ln (z+1) g(=)
In (x) In ()

Or g est bornée donc lim
z—07F

> =0 donc f (z) ~p_o+ —In (z).

5 Dans cette question, pour & € [1,400][ fixé, on cherche & calculer de maniére approchée I'intégrale
f(z).

On observe que la fonction ¢ +—

t

est une fonction continue et croissante sur [0,1] (on ne

T
demande pas de la justifier). La méthode envisagée restant valide pour toute fonction réelle continue
et croissante sur [0, 1], on I’étudie dans le cas général.
On considére donc une fonction A : [0, 1] — R continue et croissante sur [0, 1].

R () ()

5a Justifier que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

Pour tout n € N*, on pose :

On cherche par la suite & estimer l'erreur dans I'approximation de fol h(t)dt par un terme de la

4



suite (uy,) .

On a:

v (5) s (M)
B 2
donc u, est la moyenne (arithmétique) des deux sommes de Riemann de h (& droite et a
gauche) sur [0,1]. h étant continue, chacune tend vers fol h quand n tend vers +o0o0. Donc

Up

5b Soit n € N*. Montrer que pour tout k € [|0,n — 1|] :

1. [k (k+1)/n 1, (k+1
—h(—)g/ h(t)dtg—h( i >
n \n k/m n n

1 1
SoientnGN*etk:E[|O,n—1H.Onth€{E,k—i_ },h(é>§h(t)§h<k+ >Carh
n n

n
est croissante donc par intégration des inégalités :

1 (k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n 1 1 1
—h(5>:/ h(ﬁ)dtg/ h(t)dtg/ h<k+ )dt:—h<k+ )

5¢ Déduire de ce qui précéde que pour tout n € N* :

/Olh(t)dt—un

h(1) — h(0)

<
- 2n

/Olh(t)dt—un

<

1 k kE+1 1 k 1 k+1 n
Or—(h|—=)+h il est le milieu de l'intervalle |—h [ — ), —h a et [FFD/mp (t)dt
2n n n n \n/ n n k/n

est dans cet intervalle donc :

[ =g (G (59)

donc en sommant, on télescope :

/olh@)dt—“" S%(hﬁzl)‘h@» = () =4 0)




Corrigé exercice 2 : séries de Cauchy, séries de Bertrand :

) 1
1 Soit u, = — pour a > 0. Enoncer et redémontrer le résultat du cours sur la convergence ou
n

la divergence de la série ) u, et montrer qu’en cas de convergence, la somme S de la dérie

vérifie : ]

a
< S <
a—1"7 T a-1

. 1 . . . .
La série ) — converge si et seulement si a > 1. Montrons-le par comparaison série-intégrale
n

1
posons f (z) = —. f est décroissante sur R*™ car a > 0 donc pour tout k € N* on a :
x

Vi e[k k+1], f(k+1)< ()< f(k)

donc par intégration des inégalités :

k+1 k+1 k+1
flk+1)dt < f(tydt < f (k) dt
k k k
k+1

fle+1) < f@)dt < f(k)

k

On somme ces inégalités de k =1 & n € N* et on utilise la relation de Chasles :

S Fk1) < /nﬂtladt <3 k)
k=1 1 k=1

n

1
Supposons d’abord a # 1. Notons S,, = > e la somme partielle de la série > u,. On a alors
k=1

o+l n+1 1
STl [1—a]1 =1 (D -1 <5,
Sia<1, ona nl_lgl@(ﬂ + 1) = 400 donc I'inégalité de droite montre par comparaison que
lim S,, = +o0 donc la série > u, diverge.

n—+o00
Dans le cas a = 1, on obtient S,, > In (n + 1) donc la série > u,, diverge.

Sia>1 onapourn>2:

1 1 1 1 1
(1 V<s <1+—(1- <1
a—l( (n—i—l)“—l)_ - +a—1< na—1>_ A

donc (S,,) est majorée. Or (S,,) est croissante donc la série ) u,, est convergente.

De plus, liril W = 0 donc par passage a la limite, ’encadrement ci-dessus donne :
n—-+oo (N a—
1 a
<S<1 =
a—1—" = * a—1 a—-1
) 1
2 Soit v, = —— avec a,b € R**.

ne (In (n))" 6



2a On suppose a > 1. Montrer par comparaison avec une série de Riemann que la série > v, est
convergente.

1 Un, 1
Un = 040 (—) car = 7 —ntoo 0 donc :
ne 1/n® " (In(n))

()
.fUn:0+OO J—
na

- Y, et ©— sont des SATP donc v, est une série convergente
na

1
+ X— est une série de Riemann convergente
n

14+a ) . 1 .
2b On suppose a < 1 et on pose a' = — Etudier la suite —— et en déduire la nature de la
n® v,

série > vy,.

1 “(1 o ’
_n (In Gn)) = ( 1(11En))/)2 —n— 100 0 par croissance comparée car 1 —a > 0 donc :
n a

1
= Ot (Un)

ne

/
ne v, ne

- Y, et 27 sont des SATP donc Xv,, est une série divergente.
n

1
DY

ne

est une série de Riemann divergente car o’ < 1

n
3 Soit (a,), -, une suite de termes réels positifs et décroissante. On pose by, = 2%agy, S, = > ax
> k=1

n
et Tn = Z bk
k=0
n 2ktl_1
3a Justifier que Sont1 1 =Y. > aj.
k=0 j=2Fk
On a par la relation de Chasles :
ontl g antl_q 211 221 antl_q
Son+1_1 = E a; = g ajzg CLj“‘E a; + -+ g a;
j=1 §=20 j=20 j=21 j=2r
n 2ktl_1
=2 > 4
k=0 j=2k
2kt
3b Encadrer > a; et en déduire que
j=2k

1
Sont1_1 < T, et 5 (Thy1 — a1) < Sont1_4

La suite (ay,),~, est décroissante donc pour tout j € [‘2’“, oFHL 1” , Qgki1 < Agrr1 1 < ay <
a9 donc par somme d’inégalités :



soit

2k+1_1
2 —1-2 4+ 1) agn < Y a; < (25 =12+ 1) an
j=2F
donc
2k+1_1
Qka2k+1 < Z a; < Qkazk
j=2~
En sommant encore cette inégalité, on a :
n 2k+1_1
I S S
k=0 j= 2k
SOit Szn-‘rl,]_ S Tn
et en sommant de autre coté :
n 2kt1_1
22 a2k+1 < Z Z aj = S2n+1 1
k=0 j=2Fk
soit
1 & 1 . prt
: _ +
2 Z bk+1 = 2 Z 2 Aok+1 S S2n+1,1
k=0 k=0
ou encore
n+1
= Z by = = (Thy1 — bo) < Sgnt1_4
o1
soit 3 (Th1 —a1) < Sont1_q.
Ainsi :
1

3 (Ths1 —a1) < Sontaiq < Ty,
3c En déduire que la suite (.5,,) est majorée si et seulement si la suite (7;,) est majorée.
(=) Si la suite (5,,) est majorée, alors il existe M (indépendant de n) tel que pour tout entier
n, S, < M alors pour tout entier n, Sont1_y < M donc 7,41 < a; +2M donc la suite (T,,) est
majorée.
(<) Si la suite (7},) est majorée, alors il existe M’ (indépendant de n) tel que pour tout entier
n, T, < M' donc Son+1_y < M'. Or (a,) est une suite de termes positifs et S,, = > a; donc

k=1
ontl_1

S, < > apcarn <2"! —1 donc S, < M’ donc (S,,) est majorée.
k=1
3d Montrer que les séries > a,, et Y b, ont méme nature.
Ce sont toutes les deux des SATP donc elles sont convergentes si et seulement si les suites
de leurs sommes partielles sont majorées. Ces suites sont (S,,) et (7,), or (S,) est majorée
ssi (T,,) est majorée donc la série Y a, converge ssi la série > b, converge et elles ont donc
meéme nature.

4 Soit w,, = 7 avec b € R™ et 2, = 2"won.

n (In (n)) 8



4a Etudier la nature de la série > z,.

1 1 1 : .
On a z, = 2" = = donc cette série ) z, est une série de

20 (In(2)"  (In(27)"  (In(2))"n’
Riemann et converge si et seulement si b > 1.

4b En déduire la nature de la série > wy,.

1 .
La fonction ¢ +— W est décroissante sur |1 4 oo[ soit par calcul de dérivée, soit par
t(In (¢
inverse d’'une fonction croissante comme produit de fonctions croissantes ET POSITIVES.
Donc (w,,) est une suite de termes réels positifs et décroissante. Donc les séries > w, et Y 2,

ont méme nature donc la série )  w,, converge si et seulement si b > 1.



