D.M.1 pour le 28 Septembre 2026

Exercice 1 : On fixe desréels aj, as, ..., a, et on considére pour n > 1 lasomme S, = ) e
ou la somme est étendue a toutes les possibilités de signes + ou — devant chacun des a;.
Par exemple :

i(a1tast-tan)

Sl — eial + e—ial

512 — ez’(a1+a2) + ei(alfag) + ei(fal%»ag) + ei(falfaz)
1 Explicitez de la méme fagon Ss.
2 Combien de termes contient la somme .S, ?

3 Montrer que pour n > 1, S,, = A,.5,_1 pour un coefficient )\, que I'on explicitera en fonction de
.

4a La suite (5,) est-elle géométrique ? Pourquoi ?

4b Exprimer S,, en fonction de n,ay,as,...,a, (on donnera une relation qu’on démontrera par
récurrence).

4c En déduire ) cos(ta; £as £ - -+ a,) et > sin(fa; £ as £--- £ a,) ol les sommes sont en-
core étendues a toutes les possibilités de signes + ou — devant chacun des a;.

5 Dans cette question, on fixe a € |0, 27| et on choisit a = 2% pour tout k£ > 1. Simplifier dans ce
cas » cos(ta; as - - £ay,).

Exercice 2 : On se propose d’étudier la suite (z,) de nombres complexes définie par son premier
terme zy € C et par la relation:

1
Vn € N,Zn+1 = 5 (Zn + |Zn|) .
1 Question préliminaire: on pose lorsque sin(x) # 0 : cot (x) = Z?rf((j))

Montrer que f (z) = z cot (x) admet quand z tend vers 0 une limite que I'on déterminera.
2 Dans cette question, on suppose que zg € R. Déterminer alors z, pour tout n > 1.

3 Dans la suite, on suppose que z, n’est pas réel et on I’écrit sous forme trigonométrique: zy = pe®
avec p = |zo| et 0 € |—m,0[U]0, 7[.

3a Déterminer la forme trigonométrique de z;
3b Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

. i 0
. i6/2™
20 = pe®/2 ] cos <_2k> .

k=1



3c Montrer a présent que pour tout entier n > 1, on a :
psin(0) g
————e€ .
2n 0

Sin 2_n

3d On note maintenant x,, la partie réelle de z, et y, la partie imaginaire de z,. Exprimer z,, et
yn €en fonction de p, 0 et n et déterminer leur limite quand n tend vers +oo.

Zn —

Exercice 3 : On note z = e*™/7 une racine septiéme de 1'unité.

Onpose s =z+ 22+ 24 et t = 23 + 2% + 25,
1 Calculer s+t et st.

2 En déduire les valeurs de s et .



Corrigé exercice 1 : On fixe des réels aq, ag, . . ., a, et on considére la somme .S,, = ei(Faras® Ean)
ol la somme est étendue & toutes les possibilités de signes + ou — devant chacun des a;.
Par exemple :

Sl — eml +e—ia1
52 _ ei(a1+a2)+€i(a1—a2) +ei(—a1+a2)+ei(—a1—a2)

1 Explicitez de la méme fagon S3.

On a:

53 — ei(a1+a2+a3)+€i(a1+a27a3)_’_ei(a17a2+a3)_'_ei(a17a27a3)_|_6i(7a1+a2+a3)+€i(fa1+a27a3)_|_ei(fa17a2+a3)_i_ei(falfc

2 Combien de termes contient la somme S,, ?
Il y a deux choix de signes possibles pour chacun des a;, et cela se produit n fois, donc au
total, 2" choix et autant de termes dans la somme S,,.

3 Montrer que pour n > 1, S,, = \,.5,_1 pour un coefficient \,, que ’on explicitera en fonction de a,,.
Dans les calculs suivants, les sommes sont étendues & tous les choix de possibles dans les
expressions considérées :

Sn _ E ei(:talztagﬂ:m:tan) _ E ei(:l:alztag:l:-u:tan,l)e:tian
— § ez(:talztazzt-~~:tan_1)eza7L + E ez(:l:m:l:ag:l:n-:l:an_l)e—zan

_ (Z ei(ialiaQi-nian_l)) (e + e7in) = 2.cos (ay) Zei(ialiazi...ian_l) = 208 (ap) S

d’ou A\, = 2cos (ay,) .

4a La suite (S,,) est-elle géométrique ? Pourquoi ?
Non, car ce coefficient A\, n’est pas indépendant de n.

4b Exprimer S, en fonction de n,aq,as, ..., a, (on donnera une relation qu’on démontrera par récur-
rence).

n
On montre par récurrence (facile) sur n € N* que S,, = 2" [] cos (ag) :
k=1

e Initialisation : n =1, S; = €' + e = 2cos (a1) = 2" ] cos (ax) -

k=1
e Héredité : soit n > 1. Supposons S,, = 2" [] cos (ax) .
k=
! n n+1
Alors S, 11 = 2cos (ap11) Sy, = 2¢08 (any1) 2" ] cos (ag) = 2" ] cos (ax) -
R. k=1 k=1

n
e Conclusion : pour tout n > 1, S, = 2" [] cos (ax) .
k=1



4c En déduire Y cos(da; £ as+---+ay,) et Y sin(+a; +ay+ -+ a,) ou les sommes sont encore
étendues a toutes les possibilités de signes 4+ ou — devant chacun des a;.
Remarquons que :

Sn = Z ei(:l:alztaz:l:nd:an) = Z (COS (:f:al +ay .- £ an) + ¢ sin (ial +ay+---+ an))
= ) cos(taytagt---ta,)+i )y sin(da tayt--£a,)

donc > cos(+a; tas+---+a,) = Re(S,) et > sin(+a;+as+---+a,) = Im(S,), or
Sy = 2" [] cos(ax) € R, donc :

k=1

Zcos(:l:alzlzagzlz---:lzan) :2”H00s(ak) et Zsm(:l:alzlzag:l:---:l:an) =0
k=1

a
5 Dans cette question, on fixe a € ]0, 27| et on choisit a; = oF pour tout k£ > 1. Simplifier dans ce cas

Y cos(tay £ag £ -+ a,) (on pourra penser a sin (2z) = 2sin (z) cos (z)).
On a a présent :

n a n  sin <22a—k>
Zcos(:l:al tayt---ta,) = 2"Hcos <?> = 2"Hﬁ
k=1 k=1 28in (ﬁ)

n sin (%) sin (a) sin (2) sin <%)
Zcos(ialiazzlz---:tan) = H 2@ = ——a\ X — c21 x---x#o
) sin ( ) sin < ) sin < )

k=1 Sl (2_k

donc :

22

= ———— par produit télescopique.

Corrigé de ’exercice 2 : On se propose d’étudier la suite (z,) de nombres complexes définie par
son premier terme zo € C et par la relation:

N —

Vn € N, Zn+1 =

1.) Question préliminaire: on pose lorsque sin(x) # 0 : cot (z) = ij((i)) .

Montrer que f(x) = xcot (x) admet quand x tend vers 0 une limite que [’on déterminera.
in(z

On sait que lirr(l) () =1 donc lin% flz)=1.

2.) Dans cette question, on suppose que zg € R. Déterminer alors z, pour tout n > 1.

Dans cette question, on suppose que zp € R.
ler cas: zg € RT, alors zg = |29| donc 21 = zg, et par une récurrence immédiate, on obtient pour

tout entier n, z, = 2y. La suite est alors constante.
2¢me cas: zg € R™, alors 2y = — |2| donc z; = 0 et par une récurrence immédiate, on obtient

4

pour tout entier n > 1, 2z, = 0.



REMARQUE: on ne peut pas discuter suivant le signe de z, (plutot que de zp) car celui-ci
dépend a priori de n, il faudrait donc faire une infinité de cas (et non DEUX cas)

3.) Dans la suite, on suppose que zy n’est pas réel et on l'écrit sous forme trigonométrique:

= pei? avec p = |z| et 0 € |—m,0[U]0, 7[.

3.a.) Déterminer la forme trigonométrique de z.

1 1 . . . , 6 .
a=j; (20 + |zo\):§ (pe” + p) = 5619/2 (e7/2 4+ €%/2) = pcos (5) /2,

3.b.) Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

y n - 9
2n = pet?/? Hcos <2k> :

k=1

Montrons ceci par récurrence sur n > 1.
La question 3.a. donne l'initialisation.

o rom 0
Supposons a présent que pour n > 1 fixé, on a : z, = pele/ " T] cos (?) . Alors comme
k=1

0 — 0 0
3 € }%,O[U]O,g[, on a cos (5) > 0 et de méme, cos (2—k> > 0 pour tout £ = 1,...n donc

lzn] = p H cos (&) donc
k=1

1 1 0 0
Zntyl = 5<Zﬂ+’zn’> §<pe’9/z Hcos<2k)+pHcos<2k>)

1 L 0 0 s 0
4 n+1 4 n+1
= §pHCOS(?) x /2 ><2><cos(2n+1):pea/2 Hcos(ﬁ)
k=1 k=1
ce qui compléte la récurrence.
3.c.) Montrer a présent que pour tout entier n > 1, on a :
p _sin (0) Ji0/2"
A (9> '
sin | —
2n
(0 o
posn(0)

on <0>
sl | —
2n

0 0
i 2sin (—) cos (—)
p _sin (0) o027 P sin 9) o2 _ P 2 2 i0/2

2_nsin i - sm sin Q
AL 2
)5 16’/2 =2

Zn =

Montrons par récurrence sur n > 1 que: z, =

Pour n =1,

l\')l%
[\

MI%

= pcos



donc c’est vrai pour n = 1.
Supposons & présent que c’est vrai pour un entier n > 1 fixé, alors:

n+1 . n n
, 0 /2 0 0
i9/2n+1 | | —
A k=1 o (2k) ~ Ve <k:1 - <2k)> o (2n+1>

B Zn 0 \ p sin(d) €9 7
= Gigjer COs ontl | = 2_n . < 0 ) pif/27+1 Cos _2n+1
sin

2n

res sin (6) 0 \_ P gponer  sin(b)
T on € 0 0 0 oS on+1l |~ 9n+l € ‘ [
sin onil Ccos onil Sin onil

ce qui compléte la récurrence.
3.d.) On note maintenant x, la partie réelle de z, et y, la partie imaginaire de z,. Exprimer
T et y, en fonction de p,0 et n et déterminer leur limite quand n tend vers +oo.

. _ p sin(9) 0 (0 _p sin(f) K2
On a: z, = 0N (COS (2n + 7 sin o donc z,, = A DY i) cos on

sin [ — sin
2n 2n

= g;n cot an <§n) sin (0) = gsin ) f (;) .

in (6
Or lirf -~ = 0 donc d’apres la question 1, lir+n Ty = psn;( )
in (6 0
Et aussi y, = 2%%(0)) sin <2_n) = Qﬁn sin (Q) donc nEIJPoo Yn = 0.
Sin 2_n

Corrigé de I’exercice 3 : On note z = €*™/7 une racine septiéme de l'unité.

Onpose s =2+ 22+ 24 et t = 23+ 2° + 25
1 Calculer s+t et st.
1— 27
1—2

2z est une racine septiéme de 'unité et z # 1 donc 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 = =0.

On a donc immédiatement :
s+t=-1

De plus,

st = 22422420 43T 48404210
= 342+ +22 4+ + P+ =3-1=2

2 En déduire les valeurs de s et t.

Quand on connait la somme S et le produit P de deux nombres, on sait qu’ils sont racines de
I'équation 22 — Sz + P =0soit 22 4+ 2z +2 = 0.



—1+iV7 N

2
regarder le signe de la partie imaginaire. Or on a :

fm(s) — sin (%”) + sin <477T> +sin (87”)
— sin (277T> +sin <377T> ~ sin (g)

g . . ™
Or sin étant strictement croissante sur [0, 5] on a:

. (T . 2 . 3T
0 < sin (;) < sin <7> < sin (7>

—144V/7 —1—iJT
-G —etl=——F—

On trouve z; = et zo =

donc Im (s) > 0. Ainsi :

S

. Pour savoir laquelle est s et laquelle est ¢, il faut



