D.S.2 samedi 21 Octobre 2023

Exercice 1 : Pour deux entiers naturels p et ¢, on pose [ fo (1—2)"dzx.

1 Calculer Iy, et I, .
2 Montrer que I, , < TR
3 Montrer que [, , = Llp_l g+1-
) q + 1 ?
B 1 plq!
pHa+1lp+ql

4 En déduire que I,

5 On pose J = foﬂ/z (sin(z))**" (cos(x))***" dz. Faire le changement de variable u = sin(x), puis &
I’aide d’un second changement de variable, calculer .J.

Exercice 2: Déterminer les primitives suivantes, en justifiant ’existence de ces primitives et en
précisant le domaine de validité de ces primitives. On pourra faire un changement de variables
pour les deux premiéres :

T

1 fl(l’):;—H
1
2 fz(x):m

3 fa(x) =zcos(z).

Exercice 3 :

5 807
1 Simplifier les réels suivants: o = arccos (sin <§) >; [ = arctan (tan <Tﬂ>) )

2 Résoudre I’équation arccos (z) = arcsin (1 — ).

1 1
3 Reésoudre I’équation arctan <§> + arctan (5) = arctan ()

T

Exercice 4 : On définit une fonction f par f(z) = 7@
n(z

la Déterminer 'ensemble Dy de définition de f. Vérifier que f est dérivable sur D; et calculer
[’ (x) pour tout x dans Dy.

1b Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On renomme la fonction prolongée f.
1c Ainsi prolongée, f est-elle dérivable en 0 7

2a Etudier les variations de f sur son ensemble de définition ; on présentera les résultats dans un
tableau précisant les limites aux différents bords.

2b Représenter 'allure de la courbe C représentative de f dans un repére orthonormé.
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Probléme :

Etude de fonction : Pour tout entier naturel n > 1 on définit la fonction f,, sur l'intervalle

(In(z))"
]O, +OO[ par fn(l‘) = W
1 Etudier les variations de la fonction f,, : on donnera la réponse sous la forme de deux tableaux
de variations selon que n est pair ou impair, et on précisera les limites de f,, aux bornes de
son ensemble de définition.

. 1 n
2 Montrer que la valeur maximale de la fonction f,, SUTI' I'intervalle [1, 400 est y,, = = (22) .
n! \2e

n+1

3 Montrer que ( ) < e (indication: on rappelle que pour tout z > —1, In(1 + z) < x).

4 En déduire que y,11 < %yn

5 Montrer que y, < (%)n_l y1 et justifier que la suite (y,) converge vers une limite a préciser.

Etude d’intégrales On pose I,(z) = [| fu(t)dt = | ( n(‘t)2) dt pour tout réel x € [1, +o0]
n!

6 Calculer [;(x)

7 Montrer que, pour tout réel x € [1,+oo[, pour tout entier naturel non nul % :

(In(a)*"

Tpa(z) = Ix(z) — (k+ Dz

8 En déduire que pour tout réel x € [1,+o00[, pour tout entier naturel non nul n :

L) =1 L3~ ()

x k!
k=0
9 Montrer que 0 < I,,(z) < (z — 1) y,
10 En déduire hI_P I,(x)
n_ ¢k
11 Pour tout réel ¢ > 0, on pose U, (t) = o
k=0 K*
Montrer que lim U,(t) = e'. Indication: on pourra poser x = €.

n—-+o00



Corrigé de I’exercice 1 : Pour deux entiers naturels p et ¢, on pose I, fo (1—2)"du.

—1 oo
1 Iy=[l1-2)de=|—(1-2)""] = ——
o= =)o = [T -0 -
1 s 1
2 On montre facilement que z(1 — z) < 7 pour z € [0,1]; on en déduit 2? (1 — z)" < <w donc
1 » 1 1 1
_ p _ J— —_
Ip,p/o 2P (1 —x) dxg/o 4pdxf4p.
31,,= fol 2P (1 — z)?dx; on intégre par parties en posant u = 2P, v’ = pzP~!, v = (1 —x)? et
v=——(1—2)™" dou:
qg+1
-1 Foop [ p
I,,= —1—xq+1xp} +—/ P 1—2) M dr =04+ ——1,_ .
Pyq q+1( ) . q+1J, ( ) q+1p17q+1
4 On a donc:
[ p p—1
P, q+1p1q+l q+1q+2p2q+2
_ pp—1)-- _plg! 1
- 0,q+p —

(q+1)(g+2)-- @+p—1MQ+m p+'p+qg+1

5OnalJ= fo (sin(z)) " (cos(x))* " dz = OW/2 (sin(z))*"** (1 — sin®(z))? cos(z)dz.
On pose u = sin(z), du = cos(x)dx donc J = fol u? (1 — u?)? du.
Posons & présent @ = u?, dv = 2udu d’ou :

1! 1 1 lq!
J:—/ 2’ (1—x)de ==1,, PO
2 Jo 27T 2(ptq+ 1) (p+q)

Corrigé de I’exercice 2 :

eCE

1A= e+ 1
Vr € Rje* +1 > 0 et ve*+1 # 0 donc f; est définie et continue sur R comme quotient
et composée de fonctions continues donc admet des primitives sur R et en posant u = e,
du = e'dt on a :

x

I ey

"= ———, Exact solution is: {Cy + 2+/e* + 1
y /ex + 1 { 4 }



1
2 fz(ﬂ?)zm

Ve € R,1+3e™* > 0 donc f, est définie sur R comme inverse et somme de fonctions continues

du
donc admet des primitives sur R et en posant t = —In (u), dt = —— on a :
u

v v 1 SE— ) " la b
Ndt = [ —ar— [ =% __ a J
/f2() / 1+ 3¢ / u(1+ 3u) / <u+1+3u) "

ou l'on trouve a et b par ce calcul :

n b _a+3au—|—bu
u  1+3u  u(l+ 3u)

) fo(t)dt = —/e (% — 1 —S3u) du=—[In(|Ju]) —In (|1 4+ 3u|)]6_1

1+3e* ) (1—1—36_””)
S B R PO (s
e*.’ﬂ
/

1 1 1
Y = T Exact solution is: {Cg +t+1In (E + §) } (idem)

3 fi(x) =z cos(x).
f1 est définie et continue sur R comme produit de fonctions continues donc admet des prim-

itives sur R et : . . .
/ fa(t)dt = / Re (te") dt = Re ( / te"%lt)
u(t)=t

u(t) =1 . . .
1 .. dod . . :
On pose { o (t) = Seit d’ou { o (t) = et donc par intégration par parties
i

. t " T . 1 .17
/ teltdt = {—,e’t] —/ Zeldt = —ize™ + 4 [—,e”}
i i i

= —iz (cos (z) 4 isin (z)) + (cos (z) + isin (z))

8

donc :

/w fa (t) dt = xsin (z) + cos ()

y' = x cos (z), Exact solution is: {Cg + cosx + xsinz}

Corrigé de I’exercice 3 :

1 « = arccos <sin <5%>> = arccos (3) = g car g € [0, 7;

807
807 =808 — 1 =4 x 202 4+ 1 donc T 2021 — % donc 3 = arctan <tan (_Z)) S — car

4 4
Tel-Zr
4 272 4




2 Soit (E) I’équation arccos (z) = arcsin (1 — z) .

, . o —1<z<1 . —1<x<1
L’auqtion est définie pour 1<1-2<1 @ { 0<z<2 donc pour z € [0, 1].
Analyse : Si x vérifie (E) alors x vérifie 'équation (E) : sin (arccos (z)) = sin (arcsin (1 — x)).

)
(E)e=Vi-a?=1-s—=1-2>=(1-2)"= (1+2)(1—2)— (1 —2)>=0 donc
(F')=2z(l-2)=0=ax=1o0ux=0.

Synthése : Soit x = 1 ou 0.

On a arccos (0) = § = arcsin (0) et arccos (1) = 0 = arcsin (0)

donc (conclusion) les solutions sont 0 et 1.

) 1 1
3 Soit @ = arctan 3 + arctan - )

. 1 1
Analyse : soit x tel que arctan (5) + arctan <5> = arctan ().
1 n 1 7
_ 2 5 _10_7
On calcule tan (a) = 1 1=790 — g
25 10 7 .
On a donc x = tan (arctan (z)) = tan (a) = g donc x = 9

7
Synthese : Soit x = g

1 1
On a 0 < arctan (5) < arctan (1) = % et 0 < arctan (5> < arctan (1) = — (car arctan est

AN

. . s
strictement croissante) donc 0 < a < 5"

7
On a donc tan (a) = tan (z) et a,x € ](), g [ donc @ = = donc = = 3 est (I'unique) solution de
I’équation.
x

Corrigé de ’exercice 4 : On définit une fonction f par f (x) = T()
n(z

la Déterminer 'ensemble Dy de définition de f. Vérifier que f est dérivable sur Dy et calculer f'(x)
pour tout x dans Dy.

1 1 1
In est définie sur R™* et 1 +1In(z) =0 < 2 = — donc Df—]O,—[U]—,—l—oo{.
e e e
(1+In(x))-1  In(z)

De plus, Vo € Dy, f'(x) = Q@) Orm@)?

1b Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
Sans forme indéterminée, liII(l) f () =0 donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant
xTr—>

f(0)=0.

1c Ainsi prolongée, f est-elle dérivable en O ?

o TS0 1 @) ()
x—0 1+1n(z) a—0 -0

#1(0) = 0.

2a Etudier les variations de f sur son ensemble de définition ; on présentera les résultats dans un tableau

= 0 donc f est dérivable en 0 et

précisant les limites aux différents bords.

5



1 1
f' est du signe de In donc f est décroissante sur {O, - [, décroissante 1 -, 1} et croissante sur
e e

[1, +o0l.
D’autre part, lim f(z)=—-oco0et lim f(x)=4o0.
z—(1/e)” m(()l/e)
x x In (z x 1 x
ufin, /(%) = 190 T )1+1n( ) @) 111/ @) & e gy OO Par
croissance comparée donc 11111 f(x)=
x
2b ——

1+1In(z)

Corrigé du probléme :

Etude de fonction : Pour tout entier naturel n > 1 on définit la fonction f, sur I'intervalle

(In(z))"
10, +00] par f,(z) = o2
1 Etudier les variations de la fonction f, : on donnera la réponse sous la forme de deux tableaux
de variations selon que n est pair ou impair, et on précisera les limites de f,, aux bornes de
son ensemble de définition.

fn est définie et dérivable comme quotient de fonctions qui le sont sur |0, +oo[ et pour tout

x>0, fl(z) = % (n —2In(z)) (apres calculs).

Premier cas: n impair, alors, n — 1 est pair donc (In(z))"" > 0 donc

fl(x)>0&n—2In(z) >0& 2 < /2,
fn est alors croissante sur ]O,e”/ 2] et décroissante sur [e"/ 2,+oo[. De plus, glgli% fo(z) = —0
(sans forme indéterminée) et par croissance comparée, lirf fa(z) =0.
T—>1T00

Deuxiéme cas: n pair, alors, n — 1 est impair donc (In(z))" ™" < 0 sur ]0,1] et n — 2In(z) > 0
sur |0, 1] donc f, décroit sur ]0, 1] et pour z > 1, (In(z))" " > 0 donc

fi(z)>0en—2In(z) >0z <2

fn est alors décroissante sur ]0,1], croissante sur [1,e"?] et décroissante sur [¢"/?, +oo|. De
plus, hH(l) fu(x) = 400 (sans forme indéterminée) et par croissance comparée, lirf fulz)=0.
xr— T— 100

. 1 n
2 Montrer que la valeur maximale de la fonction f,, SUI I'intervalle [1,400] est y,, = = (;) .
n! \2e

La valeur maximale de la fonction f, SUr l'intervalle [1,+oc est donc atteinte en z = ¢/2

fu () = (In(e™2)"  (n/2)" 1 (3)71

n! (en/2)2  plen 2e

et vaut y, =

n+1

3 Montrer que < ) < e (indication: on rappelle que pour tout x > —1, In(1 + z) < z).

6



1 n
Pourn > 1, on a: (n il ) = (") = entn(+1/m) O In(141/n) < 1/ndoncnln(l+1/n) <
n

1 n
1 donc (TH_ ) <el=e.
n

4 En déduire que y,11 < %yn

1 n4+1\"" (n 1) n+1\" n4+1\"
n
On a > 0 et Yntl _ (n+1) 2¢ = " < " <£<
Yn Un i(n)n T 2+l = 2 T2 —2
n

2e

donc Y41 < Fn-

5 Montrer que y, < (%)n_l y1 et justifier que la suite (y,) converge vers une limite & préciser.

-1 . , , . . ~1
Yn < (l)n y1 se prouve sans difficulté par récurrence sur n, puis comme y,, > O et lim (%)n Y =

n—-+o00

0, le théoréme d’encadrement montre que lim vy, = 0.

n—-+00

Etude d’intégrales On pose I,,( fl fu(t) fl ) dt pour tout réel x € [1, +o0]

6 Calculer I (z)

]1(5) = f1 h;( )
u'(t) = 1/t et v'(t) = 1/t% et il vient:

dt. On pose pour intégrer par parties, u(t) = In(t) et v(t) = —1/t de sorte que

I - {_ln(t)r +/1~x 1. @ =1 1 In(x)

12 x x x
7 Montrer que, pour tout réel x € [1,+o0o[, pour tout entier naturel non nul & :

(In(a)*

Iy () = Ii(x) — (k+ 1z

Pour tout réel x € [1, +oco[, pour tout entier naturel non nul &, on pose pour intégrer par parties,
_ (In(t))* (In(t))*

u(t) = T et v(t) = —1/t de sorte que u'(t) = an et v/(t) = 1/t? et il vient:
- (In(t)*" (@)1 (me))* (In(a))*"
len@) =l e = "o | Th e @0 -

8 En déduire que pour tout réel x € [1,+o0o[, pour tout entier naturel non nul n :

14@:1-&2%

k=0



. (In(z))"
I(x)=1——=> (In(x)) se prouve alors sans difficulté par récurrence sur n > 1.

9 Montrer que 0 < I,,(z) < (z — 1) y,

Yn, est la valeur maximale de la fonction f,, sur [1,+o0] et f,, est positive sur [1, +oo[, donc pour
x>1 onaVtell x] 0 < fu(t) <y, donc par intégration des inégalités,

0= [y 0dt < I,(zx) = [ fa(®)dt < [ yndt = [ty,]] = (x — 1)y, donc 0 < I(z) < (. — 1) yn
10 En déduire liIJP I,(x)
Comme lir+n Y, = 0, on a aussi lir+n (x — 1)y, = 0 et par encadrement hr}rq L,(z) = 0.
n_ ¢k
11 Pour tout réel ¢ > 0, on pose U, (t) = o
k=0 i*
Montrer que lim U,(t) = e'. Indication: on pourra poser x = €.

n—+o0o

n (] k
On pose = = €' de sorte que x > 1 et t = In(z), donc U,(t) = > (ngj)) =z (1—I,(x)) car

k=0
In(z)*

In(x)zl——z . Donc U, (t) = €' (1 — I,,(e"))

T k=0 ]{f'
Donc lirf Uy, (t) = €.



