D.S.4 samedi 27 Janvier 2024

Exercice 1 : Soient x,y des réels. On pose :

-1 -1 1 3 0 0 1 00
A= o 0 0 |,B=|2 2 =2 Is=|( 0 1 0
-1 -1 1 2 -1 1 0 01

1 Calculer A%. En déduire A* pour k € N.
2 Calculer B2. En déduire B pour k € N,

3 Soit n € N*. Calculer (zA+yB)". Le résultat sera donné sous la forme d’une combinaison
linéaire de A et B.

4 Soit n € N*. Calculer (xI3+ yB)". Le résultat sera donné sous la forme d’une combinaison
linéaire de Iz et B.

Exercice 2 : Cet exercice est a privilégier si vous étes en milieu ou en bas de classement en maths.
Si vous étes en téte de classe : faites d’abord les autres exercices. Si vous bloquez dans tous
les autres exos (ou si avez tout fait...), vous pouvez finir par cet exo facile.

Soit f la fonction définie sur Rt & valeurs réelles telle que

2 + 1
Vo >0, f(z) = ;:_rz

1
On considére la suite (u,) définie par vy = 5 et Vn € N up1 = f(uy)

1 Etudier les variations de f sur R : tableau de variations en précisant les limites ou valeurs aux
bornes.

2a Montrer que Vn € N, u,, € [0,1].

2b Montrer que Yz € [0, 1], |f' (z)] <

YR

3
2¢c Montrer que pour tout n € N, |u,41 — 1| < 2 |, — 1]

2d En déduire pour n € N, une majoration de |u, — 1| en fonction de n
2e En déduire la convergence et la limite de (u,,) .

3 Représenter sur un graphe la fonction f sur R et le comportement de la suite (u,,)



Exercice 3 : Soit un réel a > 0 et g : R — R™ une fonction deux fois dérivable et vérifiant les
hypotheéses suivantes :

e ¢ est bornée

e g >ay
1 Justifier que ¢’ est croissante.
2 Soit a > 0.
2a Montrer que pour tout réel x > 0 :

g9(x)=g(a)+g (a)(z—a)

2b En déduire que ¢’ (a) < 0.
2c Montrer que ¢’ admet une limite réelle [ < 0 en +oo.

2d Montrer que pour tout réel x > 0 :
g9(x) <g(0)+ iz

Indication : utiliser les accroissements finis.
2e En déduire que [ = 0.
3a Donner le sens de variations de g et justifier que g admet une limite réelle [; > 0 en 4o00.
3b Montrer que pour tout réel x > 0 :
g () =g (0) = alx
3c En déduire que [; = 0.
4 On pose p = (¢')* — ag®.
4a Donner le sens de variations de ¢ et en déduire que pour tout réel z > 0 :
g (r) < —vag (x)
4b Montrer que pour tout réel x > 0 :
g(r) < g(0)e Ve
On pourra étudier une fonction annexe f.

Exercice 4 : Soit a un entier naturel et P, la fonction polynéme définie sur R par :
VteR, P, (t) =t —t(a®+2a) +2

On suppose que P, posséde trois racines .

Soient t1,ty,t3 les trois racines de P, avec t; < ty < t3 et tq,ts,t3 € Z (les racines sont
éventuellement répétées si elles sont multiples, autant de fois que leur multiplicité).

1 Que valent t; + t5 + t3 et t1tot3?
2 Calculer P, (0) et en déduire que ¢; < 0.
3 Déduire du 1.) et du 2.) que t; < 0 < ty < t3 < —t; puis les valeurs de t1, to, t3.

4 Montrer sans calculs que P, (t2) = 0. En déduire les valeurs possibles de a.
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Exercice 5 : On pose pour tout entier naturel n > 1, I, = |nm — 5 nm+ 50

1 Montrer que pour tout n > 1, équation tan (x) = In(z) admet une unique solution z, dans
I'intervalle I,,.

2a Préciser lim z,. Donner un équivalent simple de z,, en +oc.
n—-—+00

2b Montrer que In (z,,) ~;o In ()

3 Montrer que =, = nm + g + 0pioo (1)

T
4 On pose y, = £, —nNT — 5 Calculer tan (y,,) pour en donner un équivalent simple ne faisant plus

intervenir z,,.
Justifier que tan (y,) ~1c Yn- En déduire que :

Tp =N +Z—L—|—o ;
n =TT In(n) = \Un(n)

pour un certain « & déterminer.

5 Question difficile. On pose z, = x,, — nmT — T + % Montrer que :
2 In(n)
x —n7r+z— a + B +o (;)
" 2 () (@) \(n(n))’

pour un certain § a déterminer.
Exercice 6 : Soit P € C[X] un polynome non nul vérifiant P (X?) = P (X) P (X —1).
1 Soit z € C une racine de P. Montrer que 22 est racine de P.
2 Montrer que les racines complexes sont soit nulles, soit de module 1.
3 Montrer que 0 n’est pas racine de P.

4 Déterminer les polynomes vérifiant P (X?) = P (X)P (X —1)



Corrigé de I’exercice 1 : Soient z,y des réels. On pose :

-1 -1 1 3 0 0 100
A= 0O 0 0 |,B=|2 2 =2 Is=1 01 0
-1 -1 1 2 -1 1 0 01

1 Calculer A%. En déduire A* pour k € N.
On a A% = (0). On en déduit :

Iisik=0
VkeN, A"={ Asik=1
(0) sik>2

2 Calculer B2. En déduire B* pour k € N.
On a B? = 3B. Montrons par récurrence sur k € N* que B¥ = 3*"1B :

e Initialisation : B! = 3'"1B.

e Héredité : Soit k € N* tel que B* = 3*~1B. Alors :
B*=B'B=(3"'B)B=3"'B*=3"'3B=3"'B

e Conclusion :

Issik=0
k _ 3
VkEN’B“{%4Bmk21
3 Soit n € N*. Calculer (xA + yB)" . Le résultat sera donné sous la forme d’une combinaison linéaire de
Aet B.
-3 -3 1
Observons que 'on a AB = BA = 0 0 0 | =3A
-3 -3 1

Ceci entraine que (zA) (yB) = 2y (AB) = 2y (BA) = (yB) (zA), on peut donc appliquer le
bindme de Newton.
Pour n > 2:

n n

(@A+yB)" = > (Z) (zA)* (yB)" " = (Z) ok AR Bk

k=0 k=0
1

= Z <Z> aFy" T AF B car AF = (0) pour k > 2
k=0

— yan 4 nxynflAanl

= "3 'B4+nay" 13" 2ABcarn —1>1 (n>2)

= y"3" B +nay" 13" A car AB = 3A

On remarque que cette égalité est encore vraie pour n = 1. Ainsi :

Vn € N, (zA+yB)" =3""" (nzy" 'A+ y"B)
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4 Soit n € N*. Calculer (zl3 + yB)" . Le résultat sera donné sous la forme d’une combinaison linéaire de
Is et B.
Puisque =13 et yB commutent, on peut encore appliquer le binéme de Newton et on a :

wheuny = 3 (1) By eny = 3 () )t

k=0

= z"l3+ Z (n> yFa" k3 1B car BF = 3" 1B pour k > 1

Or

(1) e = ( (7) @orar - )

((z +3y)" —a")

Wl Wl

Donc :

n 1 n n
(xl3+ yB) :x”13+§((x+3y) —z")B

Corrigé de 1’exercice 2 :

2v+1
Soit f la fonction définie sur Rt & valeurs réelles telle que Vo > 0, f (z) = _:—2 .
T

1
On consideére la suite (u,,) définie par ug = 3 et Vn € N, upi1 = f (uy)

1 Etudier les variations de f sur R™ : tableau de variations en précisant les limites ou valeurs aux bornes.

2 2)—2r—1 3
f est dérivable sur R™ et Vo € RT, f/'(z) = (z+2) v = > 0 d’ou le tableau :
(z +2)* (x +2)*
T+ T+
T 0 400
[ (@) +
f(x) 1/2 s

2a Montrer que Vn € N, u,, € [0,1].

Récurrence sur n : pour n = 0, c’est vrai
Supposons que pour un certain n, u, € [0,1]. f est croissante sur [0,1] donc f(0) < f(u,) <

" <
f (1) donc 5 < Upy1 < 1 donc u,qq € [0,1].

2b Montrer que Vz € [0, 1], |f' (2)] <

o

3 3
Pour tout = € [0,1], 4 < (z +2)* donc 0 < ———— < = donc |f' (2)] <
(x4+2)° 4

]

3
2c Montrer que pour tout n € N, |u,41 — 1] < 1 |1,5Ln — 1]



3
f est dérivable sur [0, 1] et Vx € [0,1], | f' (z)] < 1 donc d’apres l'inégalité des accroissements

3
finis, on en déduit que f est Z—lipschitzienne sur [0,1], c’est-a dire pour tous z,z’ € [0,1] :

3
|[f (@) = f @) < e — 2|
donc pour z = u, et ' = 1 on obtient (vu que f (1) =1):
3
’un+1 - 1| S Z |un - 1‘
2d En déduire pour n € N, une majoration de |u, — 1| en fonction de n

Par récurrence, on déduit facilement que :

3 n
=112 (3) -1

2e En déduire la convergence et la limite de (uy,) .

3 3\"
Vu que 0 < 1 <1,ona lim (1> = 0 donc par encadrement lim wu, = 1.

n—-+o0o n—-+o0o
3 Représenter sur un graphe la fonction f sur R™ et le comportement de la suite (uy)

Corrigé de ’exercice 3 : Soit un réel & > 0 et g : RT™ — R une fonction deux fois dérivable et
vérifiant les hypothéses suivantes :

® ¢ est bornée
° 9”2 ag

1 Justifier que ¢’ est croissante.
a > 0 et g est & valeurs positives donc ¢” > ag > 0 donc g est convexe sur R™, et en particulier
g’ est croissante (aussi directement car g” > 0).

2 Soit a > 0.

2a Montrer que pour tout réel x > 0 :

9(x) 2 g(a)+4 (a) (x—a)

g est convexe donc au-dessus de ses tangentes. Or T, : y = g (a) + ¢’ (a) (z — a) est I'équation
de la tangente au point d’abcisse a donc pour tout z > 0 :

9(x) 2 g(a)+g (a)(x—a)

2b En déduire que ¢’ (a) < 0.
Supposons ¢’ (a) > 0. Alors liril (9(a) + ¢ (a) (z —a)) = +oo donc par théoréeme de com-

)
paraison, hI_P g () = 400, ce qui contredit que g est bornée. Absurde. Donc ¢’ (a) < 0.
T—>1T00



2c¢ Montrer que ¢’ admet une limite réelle [ < 0 en +o0.
On a montré que ¢’ est croissante et majorée par 0 donc d’apres le théoréme de la limite
monotone, ¢’ admet une limite réelle [ < 0 en +o0.

2d Montrer que pour tout réel x > 0 :
g(z) <g(0)+lz

Indication : utiliser les accroissements finis.
Soit x > 0. g est dérivable sur |0, z| et continue sur [0, z] donc d’apres I’égalité des accroisse-
ments finis, il existe ¢ € ]0, z[ tel que :

Or ¢’ (¢) <1 car ¢ est croissante de limite ! donc :
g(z) <g(0)+1z

2e En déduire que [ = 0.
Supposons [ < 0. Alors liril (9 (0) 4 lz) = —oo donc par théoréme de comparaison, lirjp g(z)=
—o00, contredisant encore que g est bornée. Donc [ > 0. Mais on savait déja que [ < 0. Donc
[ =0.

3a Donner le sens de variations de g et justifier que g admet une limite réelle [; > 0 en +o0.
On a obtenu pour tout z, ¢’ () < 0 donc g est décroissante. Or g est a valeurs positives donc
minorée par 0, donc d’apres le théoréme de la limite monotone, elle admet une limite réelle
{1 > 0 en +oo.

3b Montrer que pour tout réel x > 0 :
g (x) — ¢ (0) = alx

On applique cette fois ’égalité des accroissements a ¢’ (continue sur [0, 2|, dérivable sur |0, x|
) donc il existe ¢ € |0, z[ tel que :

g (x) = g'(0) = 2" () = azg (c)
Or g (¢) > 13 d’aprés 3a donc ¢’ (z) — ¢’ (0) > alyz.
3c En déduire que [; = 0.

Supposons [; > 0, alors par théoréme de minoration, on en déduit lim ¢’ (x) = +o00 contre-
r—+00

disant que ¢’ est négative. Donc I; = 0.
4 On pose p = (g’)2 — ag’.

4a Donner le sens de variations de ¢ et en déduire que pour tout réel x > 0 :

g (z) < —Vag (x)

¢ est dérivable sur R et pour tout z > 0 :

¢ (v) = 29" (v) ¢" () — 209 ) g (x) =2¢"(z) (9" —ag) (x) <0



donc ¢ est décroissante sur R*. Or 11I+Il ¢ () = 0 par somme de limites. Donc Vz > 0,

¢ (z) > 0 donc ¢ (z) > ag*(z) donc :
g (x)==1g' (2)] = =g (z) < —Vag* (z) = —Valg (z)] = —Vag (z)

4b Montrer que pour tout réel x > 0 :
g(x) <g(0)e Vo

On pourra étudier une fonction annexe f.
On pose f (1) = g (x)eV°®. f est dérivable sur R* et pour tout = > 0 :

f(z) = ¢ (x) eV + Vag (r) eV = (¢ (2) + Vag (x)) eV < 0
donc f est décroissante sur R*. Or f(0) = ¢ (0) donc pour tout z > 0 :
g(x)eV® < g(0) donc g (z) < g(0)e V™

Corrigé de l’exercice 4 :

On suppose que P, posséde trois racines .

Soient t1, to, t3 les trois racines de P, avec t1 < ty < t3et ty,ts,t3 € Z (les racines sont éventuellement
répétées si elles sont multiples, autant de fois que leur multiplicité).

1 Que valent t1 + to + t3 et t1tat3?
D’pres les relations coefficients-racines, on a :
to+ty+t3 =0 et titoty = —2
2 Calculer P, (0) et en déduire que ¢; < 0.

Ona F,(0) =2et lim P, (z)= —oo donc il existe 29 < 0 tel que F, (o) < 0.

Ainsi, P, est continue sur [z, 0], et change de signe entre 0 et 27 donc d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, P, admet une racine dans |z, 0[, donc une racine négative. Donc ¢; < 0.

3 Déduire du 1.) et du 2.) que t; < 0 < ty < t3 < —t; puis les valeurs de t1, 19, 3.

Sachant que t; 4 to + t3 = 0, les trois racines ne peuvent étre toutes négatives. Donc t3 > 0. De
plus titot3 < 0 et t1t3 < 0 donc ty > 0.
Enfin, t; +t3 = —t5 < 0 donc t3 < —t;. Donc

th <0<ty <t3<—t
4 Montrer sans calculs que P! (t3) = 0. En déduire les valeurs possibles de a.

Puisque t1tot3 = —2 et que tq,to, t3 € Z, aucune des trois racines n’est supérieure a 2 en valeur
absolue et seule 1'une d’elle peut avoir pour valeur absolue 2. Ensuite, 'une d’elles a bien pour
valeur absolue 2 car sinon le produit vaudrait +1. Enfin, 0 < ¢y < t3 < —t; montre que la plus
grande en valeur absolue est t;. Donc t; = —2 et il vient 5 = t3 = 1.

Donc 5 est une racine double donc P, (t3) = 0 d’apres la caractérisation des racines multiples.

Ainsi, on a :

Po(t)=(t—172(t+2)= (-2t +1)(t+2) =13~ 3t +2

donc a®> +2a =3 donc a = 1 car a € N. g
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Corrigé de ’exercice 5 : On pose pour tout entier naturel n > 1, I, = |nm — —, nm + — [

2 2
1 Montrer que pour tout n > 1, 'équation tan (z) = In (z) admet une unique solution z,, dans I'intervalle
I,.
Soit n > 1 fixé. On pose g, (x) = tan (z) — In(z). g, est dérivable sur I, et
1
Vi€ L, g () =1+ tan? (z) - -
T

Orpournzl,wzg>0doncl§g<1doncl—l>0doncg;(x)>0.
De plus, sans forme indéterminge (cgr In est bornée sur I,,), lim g¢g,(z) = —0 et
lim g, (z) = +oo.
.T—>(TL7T+%>7
Ainsi, g, est continue et strictement croissante sur I,, donc d’apres le théoréme de la bijection,
gn induit une bijection de I,, sur |—oo, +00[ qui contient bien star 0, lequel admet donc un
unique antécédent dans I,, par g,.
Donc ’équation tan (x) = In (z) admet une unique solution x,, dans I,,.
2a Préciser liril ZTn. Donner un équivalent simple de z,, en +00.
n—-+0oo

7T P N . .
On a x, > nm — 5 donc par théoréme de comparaison, lim =z, = +oc.
n—-—+00

T T 1 T 1
Mieux, nm— = < z,, < nm+— donc 1 — — < “* < 14+ — donc par théoréme d’encadrement,
2 2 2n T nmw 2n

lim In _ 1 donc z,, ~4 o N
n—+o00 N
2b Montrer que In (x,,) ~; In (n).
On a donc x, = N7 + 040 (n)
O-‘roo (1)

In (x,) _ In (n7 4 040 (1)) _ In(n) +In(m+ 0400 (1)) 14
In (n) In (n) In (n) In (n)

donc lim n ()
n—+oo ln (n)

=1 donc In (z,) ~1 In(n).

T
3 Montrer que x,, = nw + 3 + Op—too (1) .

On a pour tout n > 1, tan (x,, — n7) = tan (z,,) = In(z,) et lim z, = +oodonc lim In(x,) =

n—-+0o0o n—-+00
+00 donc lirf tan (z, — nm) = +o00.
Or Xl—iH—loo arctan (X) = g donc ngrfm arctan (tan (z,, — nm)) = g
Mais z,, — nmw € } _TW, g [ donc arctan (tan (x,, — nw)) = z, — nr.
Donc lirf (x, —nm) = g Donc z, = nmw + g + 0n—ioo (1)

s
4 On pose Y, = T, — NT — 3 Calculer tan (y,) pour en donner un équivalent simple ne faisant plus

intervenir x,,.
Justifier que tan (y,,) ~4oo Yn- En déduire que :

, _nw+g—éﬁ T Otoo <lntn))




pour un certain « & déterminer.

On a:

T sin(xn—z> _1
e

T
tan (y,) = tan <xn —nT — —) = tan (xn - = =
2 2 cos (% _ E) tan (z,,)

(tan (z,) # 0 car tan (z,,) = In (z,) et z, > g > 1). Donc :

-1 -1
—— d’apres 2b

B TE R

Enfin, d’apres 3, lirf Y, = 0 et on a tan (X) ~g X donc par substitution, tan (y,) ~ic Yn-

-1 -1 1

T
Doncyn~+mmdoncyn:m+o+oo m .Commexn:nﬂ+§+yn on a:

+7T 1 n 1
Tp =NT+ = — —— + 0400 | T——
T In(n) " \Un(n)

1
5 On pose z, = T, — NT — g + n(n)’ En s’inspirant de la question précédente, montrer que :
n(n
LT 1 N In (7) N ( 1 )
Ty =NT+ — — On—stoo \ 77— 3
2 m@m  (nm)? T \ ()’
On a:

B tan (z,) tan (m%m) _

tan (zn) = tan (mn - g i in)) - tan (% + 1n1n)) : o) e (ln 171))

= 0 donc par substitution :

3

Or tan (z) =z — % + 0, (23) et nkrfoo ()

o (mb)) Tl }m 3 <1n1(n>>3 o (m)
1

T () (m)

D’autre part, on a :

tan (z,) = In(zn ln n7r+ +0,H+oo<1))

1
n

= In(n )+1n(7r)+—+on_,+oo<%) car In(1+4+ X) =X + 09 (X)

— 1n(n) + 1 () + oprrgq (1)



Donc

tan (2,) tan (m 17%)) — (I (n)+1n (%) + 0o (1)) <ﬁ + Onstoo (W))

e o ()

tan (z,) tan (ﬁ) . %  Onton (ﬁ) ~oe %

D’autre part :

= 1+

donc

o
(In (n))”

tan (z,)+tan ( ) =In(n)+In(7m)+0p—t00 (1)+ﬁ+on_,+oo ( ) ~ oo In(n)

1
In (n)

(ce qui justifie a posteriori que au moins pour n suffisamment grand, tan (a:n + m) #0).
n(n

Donc :

—_—

n (m)
In (n) N In ()
n(n) " (1n(n))’

tan (z,) ~4 oo

In ()

En particulier, on a (évidemment) lim z, = 0 donc z, ~ o tan (z,) ~je ———5 donc :
nte (In (n))
L7 1 N In (7) N ( 1 )
Tp =0T+ = — On—ioo | ——
2 In(m) " (n@)* T\ ()

Exercice 6 : Soit P € C[X] un polynéme non nul vérifiant P (X?) = P (X)P (X —1).

1 Soit 2z € C une racine de P. Montrer que 22 est racine de P.
Soit z une racine de P. On a donc P(2?) = P (z) P (2 — 1) = 0 donc 2? est racine de P.

2 Montrer que les racines complexes sont soit nulles, soit de module 1.
Par le méme raisonnement, (z2)2 = 2% est racine de P, (24)2 = 2% est racine de P donc, par
récurrence, pour tout n € N, 22" est racine de P.
Si |2| > 1, la suite (|2%"]) est strictement croissante donc si k # I, alors 22 # 2% donc P
admet une infinité de racines. De méme, si 0 < |z| < 1. Un polyndéme non nul admet un
nombre fini de racines donc |z| =1 ou |z| = 0.

3 Montrer que 0 n’est pas racine de P.
De plus P((z +1)*) = P(z+ 1) P(z) = 0 donc (z 4 1) est racine donc si 0 est racine de P,
alors (04 1)® = 1 est racine et (1 + 1)* = 4 est racine ce qui contredit la question précédente.

4 Déterminer les polynomes vérifiant P (X?) = P (X) P (X — 1)

P 2| _ _ e
On en déduit que |(z +1)*| =1 (donc |z + 1| = 1) et |2| = 1 soit, si z = a-+iy P42+ = 0

11



T = —% et y = i‘/Tg & z=etF o2 € {j,7*}. Tl existe des entiers naturels «, /3 tels que

P=C(X=j)"(X -7,
Réciproquement, posons P = C (X — j)* (X — j2)ﬁ . OnaP(X?)=C(X*—j)"(X* - jQ)B
et 72 = 1 donc j* = j donc X2 — j = X2 — (j2)° = (X —j2) (X + %) et P(X?)

C (X — ) (X 4 2% (X — j)? (X + )7 (décomposition en irréductible). Par ailleurs, P (X) P (X — 1)

X — )" (X=X —1-5)*(X=-1—42". Or14j+;2=0donc P(X)P(X — 1) =
C2(X — )N (X — (X + )" (X +5)°. Daprés 'unicité de la décomposition en irré-
ductibles dans C[X], P (X?) = P(X) P (X — 1) si et seulement si C?=C (C =00u C = 1)

et @ = 3. Les solutions sont donc le polynéme nul et les polynémes (X — j)* (X — j2)" =

(X2+X+1)" aeN.
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