D.S.6 6 Avril 2024

Probléme 1 : Dans ce probléme, n est un élément de N*, E est un espace vectoriel sur C de
dimension finie n, son vecteur nul est noté 0 et £ (E) désigne ’ensemble des endomorphismes
de FE.

Un endomorphisme ¢ de E est dit échangeur lorsqu’il existe des sous-espaces vectoriels F
et Gde Ftelsque E = F & G et

e(F)CGetye(G)CF,

c’est-a dire :
Vie F,p(t) e GetViue G, (u) € F.

L’objectif du probléme est d’étudier, pour un endomoprhisme ¢ de E, les liens logiques entre
les propriétés suivantes :

(C1) : 'endomorphisme ¢ est échangeur ;

(C2) : il existe des endomorphismes ¢, et p, de E tels que ¢ = @, + py, ¢ = 0 et p3 = 0 (ou
gpjz = ;0@ pour j=1,2).

Partie A : Quelques exemples.

1 On considéere 'application :
C?—C?
(l‘,y,Z) = (O’ 3x + Z, 2r — y)

et on pose €; = (1,0,—1), é& = (1,—-1,0), €5 = (0,1,1), F' = Vect (é1,&) et G = Vect (€3) .

@

1a Montrer que ¢ est un endomorphisme de C? et donner sa matrice dans la base canonique de C3.
1b Montrer que F' & G = C3.

1c Montrer que ¢ (F) C G et ¢ (G) C F. Que peut-on en déduire ?

2 On pose :
2 0 2 2
00 0 O
A4 = 01 -1 -1 |’
01 -1 -1

-1 1 1 -1 1 0 1 0

et ' = Vect (M, M) et G = Vect(Ms, My).

On rappelle qu’en notant £ = ( (1) 8 ) , By o = ( 8 (1) ) , oy = ( (1) 8 ) ,

00

01

canonique de M, (C).

Soit ¢ ’endomorphisme de Ms (C) tel que Matc (p) = A.
1

Eyy = , la famille C = (E1 1, E12, Ea1, Ea2) est une base de My (C) appelée base



2a Montrer que ¢ est 'application :

a b . 2a + 2¢c + 2d 0

c d b—c—d b—c—d )’
2b Montrer que F' & G = M, (C).

2c Montrer que ¢ est échangeur.

Partie B : la notion de trace. Pour toute matrice A = (ai;); ;a2 € Mn (C), on définit la

trace de A notée tr (A) comme la somme des éléments diagonaux de A :

n

tr (A) = Zai,i

=1

M, (C) = C

A 11 (A) est linéaire.

3 Montrer que 'application tr :

4 Montrer : ¥ (A, B) € (M,, (C))*, tr (AB) = tr (BA).
5 En déduire : YA € M,, (C), VP € GL, (C), tr (PAP™") =tr (A).

6 En déduire que pour toutes bases B; et By de E, et tout endomorphisme ¢ de E, on atr (Matg, (p)) =

tr (Matg, (¢)).
Ainsi, pour tout ¢ € L (E), le nombre tr (Matg (¢)) ne dépend pas du choix de la base B de
E ce qui autorise & appeler trace de ¢ ce nombre et & poser pour toute base B de E :

tr(¢) = tr (Matg (v)) -

Partie C : ’exemple des symétries. On rappelle que E désigne un espace vectoriel sur C de
dimension n € N*.
Dans cette partie, F; et Ey sont des sous-espaces supplémentaires dans £ non réduits a 0 et
s est la symétrie par rapport a F; parallelement a Ej.
On pose p = dim (E}), ce qui entraine dim (Es) = n — p.
Soient By = (€1, ...,€,) une base de E; et By = (€p41, ..., €,) une base de Ej.
La famille B = (é1,...,¢€,) est alos une base de E adaptée a la décomposition £ = F; & Ej.

7a Déterminer la matrice de s dans la base B.
7b En déduire en fonction de n et p, la valeur de la trace de s.
8 On suppose dans cette question que l'on a tr (s) = 0.

8a Montrer que n = 2p.
On pose F' = Vect <(€7 + 5@'+p)ie[\1,pu> et G = Vect ((gi - 5¢+p)ie[\1,p\])

8b Montrer que F & G =FE



8c Montrer que s (F) C G et s(G) C F.

— o o 1 1 <
On pose pour tout i € [|[1,n|] : f; = { €t CippSlL <P

8d Montrer que < ﬁ) est une base de F.

i€[|1,n]]

Soit ¢, 'unique endomorphisme de E tel que Vi € [|1,n|]
Soit ¢, 'unique endomorphisme de E tel que Vi € [|1,n|]

8e Montrer que ¢; + ¢, = s.
8f Montrer que ¢? = 0 et p3 = 0.

8g Qu’a-t-on prouvé dans cette question 8 7

Cip— € Sii>p

- 6sii§p
7%01(.]%): g .. .

fipsii>p

7\ ﬁ+pSii§p
’%(fz)_{ Osii>p

9 On suppose dans cette question que s est un échangeur. Il existe donc des sous-espaces vectoriels
FetGdeFEtelsque F&G=FE,s(F)CGets(G)CF.

9a Montrer que dim (s (F)) = dim (F) et dim (s (G)) = dim (G).

9b En déduire dim (F') = dim (G), puis tr (s) = 0.

Partie D :La propriété (C1) implique (C2). Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls. On
admettra le résultat suivant. Sa preuve repose uniquement sur la définition du produit ma-

triciel.

Proposition : Soient A, A" ¢ M,(C), B,B' ¢ M,,(C), C.C" ¢ M,,,(C), D,D" € M,(C). On

M:(A B)eMp+q((C) etM':(A' B')eM,,+q(<C).

pose :

C D
Alors le produit matriciel M M' est égal a :

AA'"+ BC' AB' + BD'

—
MM = ( CA'+ DC" OB + DD’

¢’ D

) € My (©)

Pour tous r, s € N*, on désigne par 0, ; la matrice nulle de taille (r, s) et on pose 0, = 0, ;.
Soient A € M, (C) et B € M, ,(C). On considére dans M,,,, (C) la matrice

_ OP B
u=(% o)
, . 0, B
10 Calculer le carré de la matrice p
Oq,p Oq

de deux matrices de carré nul.

> de M, 1, (C). Montrer ensuite que M est la somme

Jusqu’a la fin de cette partie, on se donne un endomorphisme ¢ du C-espace vectoriel £ de
dimension n € N*. On suppose que ¢ est un échangeur et on se donne donc une décomposition

E=F&G, ou F et G sont des sous-espaces vectoriels de
3

E tels que ¢ (F) C Get ¢ (G) C F.



11 On suppose ici F' et GG tous deux non réduits a {6} .
On se donne une base Br = (ﬁ,...,ﬁ) de F et une base B = (41, ..., 7,) de G o g =n—p.

La famille B = ( ﬂ, ey j;, Ji,- - §q> est donc une base de F adaptée a la décomposition £ =

Fod.
Compte-tenu des hypothéses, décrire la forme de la matrice de ¢ dans B (on donnera une
justification succinte).

12 Déduire des question précédentes que ¢ vérifie la propriété (C2) . On n’oubliera pas de considérer

le cas ol 'un des sous-espaces vectoriels F' ou G est réduit & {0 ¢ .

Partie E : la propriété (C2) implique (C1) pour un automorphisme. Dans cette partie, ¢
désigne un automorphisme bijectif du C-espace vectoriel E de dimension n € N*. On suppose
qu’il existe deux endomorphismes ¢, et ¢, de E tels que :

0 =1+, et g =5 =0.
13 Soit ¢ un endomorphisme de E tel que 1)* = 0. Comparer ker (1) et Im (1) et en déduire :

dim (ker (¢)) > %dim (E).

14 Démontrer que E = ker (¢;) @ ker (¢,) et ker (¢;) = Im (¢;) et ker (¢,) = Im (¢,) .

15 En déduire que ¢ est un échangeur.

Exercice : Soit E un R-espace vectoriel.(pas forcément de dimension finie).
0 désigne 'application nulle de E.
Pour tout réel k, on définit Pensemble A, = {u € L(E) | u? =ku}, ou u* =uou.
Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f est de rang 1, ce qui signifie que son image
Im (f) = Vect (@) pour un vecteur non nul a.

1 Montrer qu’il existe un réel k tel que f € Ay (on porra calculer f (@) puis pour ¥ quelconque
£2(@)).

2 Soit u € Ay avec k # 0.

2a Montrer qu’il existe un réel non nul A tel que g = Au soit un projecteur de E.

2b Montrer que ker (u) @ Im (u) = E

3 Soient u,v € Ay avec k # 0.

3a Montrer que si uov+vou=0alorsuov=vou=0.

3b A quelle condition nécessaire et suffisante u 4 v est-il aussi dans A;? Montrer que dans ce cas :

Im(u+wv) = Im(u)+Im(v)
ker (u +v) = ker(u)Nker(v)

4



Probléme 1 : Dans ce probléme, n est un élément de N*, /' est un espace vectoriel sur C de dimension
finie m, son vecteur nul est noté 0 et £ (E) désigne I’ensemble des endomorphismes de E.
Un endomorphisme ¢ de E est dit échangeur lorsqu’il existe des sous-espaces vectoriels F' et G de
Etelsque E =F ® G et
e(F)CcGetyo(G)CF,
c’est-a dire :
Vie F,p(U) € Get Vi€ G,p(u) € F.
L’objectif du probléme est d’étudier, pour un endomoprhisme ¢ de E| les liens logiques entre les
propriétés suivantes :

(C1) : I’endomorphisme ¢ est échangeur ;

(C2) : il existe des endomorphismes ; et , de E tels que ¢ = ¢, + y, 02 = 0 et 2 = 0 (on
9032' = p;0p; pour j =1,2).

Partie A : Quelques exemples.

1 On considére ’application :
3 — 3
(x,y,2) — (0,3z + 2,22 — y)
et on pose €1 = (1,0,—1), €, = (1,-1,0), &5 = (0,1,1), ' = Vect (€1, ¢€2) et G = Vect (é5).

@

1la Montrer que @ est un endomorphisme de C3 et donner sa matrice dans la base canonique de C3.

0 0 O x 0
3 0 1 y | =1 3z+=
2 -1 0 z 2v —y
donc ¢ est un endomorphisme de C? car c’est lendomorphisme canoniquement associé a la
0 0 O
matrice M = | 3 0 1
2 -1 0

1b Montrer que F @ G = C3.

e F et G sont des sous-espaces vectoriels de C3.

e ¢ et € étant non colinéaires, (€, €3) est libre. Or elle est génératrice de F' donc est une
base de F. Donc on a dim (F) = 2
De maniére plus évidente encore, dim (G) = 1 donc :

dim (F) + dim (G) = 3 = dim (C?)

e Il suffit donc de montrer que FF NG = {6} pour conclure que F' @ G = C3.

Or soit 4 € FFN G, alors il existe A € C tel que @ = Aé5 = (0, \, \) et il existe o, 5 € C
tels que 4 = aé + ey = (a+ 5, =, —a) . Donc :

donc —2\ =0 donc A = 0 donc 4 = H.5D0nc FNnG = {5} .



e Conclusion : F'& G = C3.
1c Montrer que ¢ (F') C G et ¢ (G) C F. Que peut-on en déduire ?

e Soit @ € F. Alors @ = aé} + féy = (a+ ,—0,—a), o, € C. Or:

a+p 0 0 O a+p 0 0
Ml =8 =13 0 1 B = 20+338 | =@2a+38) | 1
—a 2 -1 0 —a 2a0+ 30 1

donc ¢ (1) = (2a + 3p) €3 € G. Donc ¢ (F) C G.

e Soit 4 € G. Alors 4 = (0,\,\), A € C. Or ¢ (u) = (0,\, =) = A(é] — é3) € F. Donc
¢ (G) C F.

e ¢ est donc un échangeur.

2 On pose :
2 0 2 2
0 0 O 0
4 = 01 -1 -1 |’
01 -1 -1

-1 1 1 -1 1 0 1 0
et I'=Vect (Ml, Mg) et G = Vect (Mg, M4) .
(0] 11 ’ tant B, = 10 Ei, = 01 By = 00 Eys =
n rappelle quen notan 1,1 — 0 0 , L2 — 0 0 y, £21 = 10 y £22 =

8 (1) . la famille C = (Ey1, B2, E21, Ess) est une base de My (C) appelée base canon-
ique de My (C).

Soit ¢ I’'endomorphisme de My (C) tel que Mate () = A.

2a Montrer que ¢ est 'application :
My (C) — M3y (C)

a b _ 2a + 2¢ + 2d 0
c d b—c—d b—c—d |-

En calculant matriciellement dans la base C on a :

a 2 0 2 2 2a + 2¢c + 2d
A b _ 00 O 0 _ 0

c 01 -1 - b—c—d

d 01 -1 — b—c—d

a
b
c
d
)_(2a+20+2d 0

etpuisqueA:Matc(cp),onadoncgo((CCL Z) b e d b_c_d>d0nc<p

est bien I'application :

MQ C) — MQ ((C)

(
a b . 2a + 2¢ + 2d 0
c d b—c—d b—c—d |-

6



2b Montrer que FF & G = M5 (C).

e F et G sont des sous-espaces vectoriels de My (C) .

e M; et M, sont non colinéaires donc (Mj, My) est libre donc est une base de F =
Vect (My, Ms) . Donc dim (F') = 2.
Les mémes arguments montrent que dim (G) = 2 donc :

dim (F) 4+ dim (G) = 4 = dim (M, (C))

e Il suffit donc de montrer que F' N G = {(0)} pour conclure.
Or, soit M € FNG@G, il existe donc a, b, c,d € C tels que M = aM; + bMy = cM3 + dMy.

Donc :
M:(—a—i-b a—b):(c—i-d ())
a a —c —d
donc
—a+b=c+d c+d=0 —2a=0
@a—b= donc a=b donc a="b donca=b=c=d=0.
a=—c c=—a c=—a
a=—d d=—a d=—a

Donc FNG = {(0)}.
e Conclusion : ' G = M, (C).

2c Montrer que ¢ est échangeur.

Montrons que ¢ (F)) C G et ¢ (G) C F.

OSoitMeF.AlorsM:<_aa+b a_b),a,bG(C.Or:
—a+b 20 2 2 —a+b —2a + 2b+ 2a + 2a 2a + 2b
Al e |00 0 o a—b | 0 B 0
a 101 -1 -1 a o a—b—a—a o —a—0»
a 01 -1 -1 a a—b—a—a —a—>b
donc ¢ (M) = ( s v ) — (a+b) My + (a+b) M, € G.

Donc ¢ (F) C G.

.SOitMeG.A1orsM=(“_+ab _Ob),a,bEC.Or:
a+b 20 2 2 a+b 2a 4 2b — 2a — 2b 0
y 0 oo 0o o 0 B 0 B 0
—a 101 -1 —1 —a - a+b | a+b
—b 01 -1 —1 —b a+b a+b
donc o (M) = 0 0 =(a+b) My + (a+b) My € F
YW= at+b at+b )7 1T \a 2
Donc ¢ (G) C F.

7



e Or FF& G = My (C) donc il en résulte que ¢ est un échangeur.

Partie B : la notion de trace. Pour toute matrice A = (a; ;) 2 € M, (C), on définit la

(i:5)€ll1,n]]
trace de A notée tr (A) comme la somme des éléments diagonaux de A

n
= E Q; 5
i=1

M, (C) - C
A—tr(A)
Soient A = (aij) B = (bi;) € M, (C) et A\, p E C,ona: M+ puB = (Aa;; + pb; ;) donc

tr(M + uB) = Z (Aaij + pbij) = A Z a;;+ [ Z bii = Atr(A) + utr(B).
=1 i=

Donc tr est linéaire de M, (C) dans C

3 Montrer que 'application tr : est linéaire.

4 Montrer : V (A, B) € (M,, (C))*, tr (AB) = tr (BA).
Soient A, B € M,, (C), on a AB = (¢;;) avec ¢;; = > a; by ; donc
k=1

tr(AB) = chl = Z Zai,kbk,i = Z i jib,i
— — ,

=1 k=1 1=1...n
k=1...n
n
= E bk,i@i k= E E bk lCLZ k= tT’(BA)
i=1...n k=1 =1
k=1..n

car les éléments diagonaux de BA sont les Y by ;a;, pour k variant de 1 a n.
i=1
Ainsi, tr(AB) = tr(BA).

5 En déduire : VA € M,, (C), VP € GL, (C), tr (PAP™!) =tr (A).
On a donc tr(P~*AP) = tr(APP™Y) = tr(Al,) = tr (A) .

6 En déduire que pour toutes bases 31 et By de F, et tout endomorphisme ¢ de F, on a tr (Matg, (¢)) =
tr (Matg, (¢)).
Ainsi, pour tout ¢ € L (FE), le nombre tr (Matg (¢)) ne dépend pas du choix de la base B de E
ce qui autorise a appeler trace de ¢ ce nombre et & poser pour toute base B de E :

tr(p) =tr (Matg (p)).

Soit P la matrice de passage de By a By. Alors P € GL,, (C) et Matg, (¢) = P~*Matg, (¢) P
donc tr (Matg, (p)) =tr (Matg, (¢)) d’apres 5.

Partie C : ’exemple des symétries. On rappelle que E désigne un espace vectoriel sur C de di-
mension n € N*,
Dans cette partie, F; et F5 sont des sous-espaces supplémentaires dans £ non réduits a 0 et s est
la symétrie par rapport a [ parallelement a Fs.
On pose p = dim (F}), ce qui entraine dim (Ey) = n — p.
Soient By = (€1, ..., €,) une base de E; et By = (€p11, ..., €y,) une base de Ej.
La famille B = (€1, ..., €,) est alos une base ge E adaptée a la décomposition ¥ = E; @ Fs.



7a Déterminer la matrice de s dans la base B.

Pouri=1,...,p,onas(€)=¢ etpouri=p+1,...,n,0onas(€)=—¢ donc :
1 0 0
0

1 nqn S n_n

Matg (s) = | (avec p "1" suivis de n — p "-1")
. . -1 .
0
0 0 -1

7b En déduire en fonction de n et p, la valeur de la trace de s.
Donc tr(s) =p— (n—p) =2p —n.

8 On suppose dans cette question que I'on a tr (s) = 0.

8a Montrer que n = 2p.
On a tr(s) =0 donc n = 2p

On pose F' = Vect <(é} + €i+p)i€[\1,p\}> et G = Vect ((e_} — a+p)ie[\17p\])
8b Montrer que FF & G = FE.

e Des calculs simples (& faire cependant dans une copie) montre que les familles (€; + €;4,) i1l

et (€; — a+p)i€[|lp|} sont libres donc puisqu’elles en sont génératrices, ce sont des bases
respectivement de F' et de G. Donc dim (F') = dim (G) = p.

donc :
dim (F) + dim (G) = 2p = n = dim (F)

e Soit @ € FFNG. Alors il existe Ay,..., A, € Cet g, ..., u, € C tels que :
7j:>‘1(é‘1"‘é;wrl)‘|""'f')‘p<é’p‘|'€n):Ml(gl_‘?17Jr1)"‘"""/%u(é’p_é;z)
donc :
Mi—p) e+ 4+ (A=) &+ (M) G+ + (A +p,) €, =0

Ai =i =0

N =0 doneAi=p =0

Or (é,...,€,) est libre donc pour tout i € [|1,...p|], {
donc 7 = 0 donc F NG = {6}

o dim (F) + dim (G) = dim (E) et FNG = {6} donc F &G = E.

8c Montrer que s (F) C G et s(G) C F.
On a F = Vect <(é} + (?Hp)iem’p‘}) et pour tout ¢ € [|1,p|], s(€ + €irp) = 5 (€) + s (€iyp) =
€; — €+ € G donc par linéarité, s (F) C G.
De méme, pour tout ¢ € [|1,p|], s(€ — €1p) = (&) — s (€itp) = € + Eiyp € F, or G =
Vect (((3Z - é’Hp)iE“lp”) donc par linéarité, s (G) C F.
9



, ? € + €ip sii <
On pose pour tout 7 € [|1,n]] : f; :{ é’;p _Héz,z Si’i>g .

8d Montrer que < ﬁ) est une base de FE.

i€l|1,n]
D’apres ci-dessus, les vecteurs ( fl> sont ceux qui constituent une base de F' et les vecteurs
i€[|1,p]]

< :) ceux qui constituent une base de G.
i€[lp+1,n]]

Comme F&G = FE, ( ﬁ) - est bien une base de E (adaptée a cette décomposition en sev
i€l|l,n
supplémentaires).
' o 6 . . <
Soit ; 'unique endomorphisme de F tel que Vi € [|1,n|], ¢, (fz> =y ¥ Z - L
fiipsit>p

. .. . . g ﬁ+p sit<p

Soit 4 'unique endomorphisme de E tel que Vi € [|1,n|], ¢, ( f1> = Gsii> .
sii>p

8e Montrer que ¢; + @, = s.
Pour tout ¢ € [|1,n|] :
0+ firp = fivp =€ —€isp=s5(€+€1p) =s(fi) sii<p

(1 + ¥2) (ﬁ) = -

fifp—i_ozfifp:étifp—i_éti:S(é}ifp_é»i) B fz Sll>p

donc (p; + ¢y) (ﬁ) = s ( ﬁ) donc ¢; + p, et s agissent de la méme fagon sur une base

((F) _ )donc o+ =s.
1€[|1,n]]

8f Montrer que ©? = 0 et 3 = 0.
Evident vu les définitions de ¢, etip, en le vérifiant encore une fois uniquement sur les vecteurs

de la base ( ﬁ)

i€llinf]

8g Qu’a-t-on prouvé dans cette question 8 7
On a démontré dans la question 8 qu'une symétrie de trace nulle vérifie a la fois les deux
conditions (C1) et (C2).

9 On suppose dans cette question que s est un échangeur. Il existe donc des sous-espaces vectoriels F' et

Gde Etelsque F&G=FE,s(F)CGets(G)CF.

9a Montrer que dim (s (F)) = dim (F) et dim (s (G)) = dim (G) .
On considére les restrictions sjr et s/¢ de s respectivement a F' et a G.
s est une bijection (comme toute symétrie) donc est injective donc ses restictions aussi.
D’autre part, Im (5|F) = s(F) et Im (S‘G) = s(G) donf la formule du rang appliquée a ces
restrictions donne :

dim (s (F)) = dim (F) et dim(s(G)) = dim (G)
9b En déduire dim (F') = dim (G) , puis tr (s) = 0.

Or s(F)C Gets(G)C F donc dim (s(F)) < dim (G) et dim (s(G)) < dim (F).
En utilisant 9a, il vient dim (F") < dim (G)18t dim (@) < dim (F') donc dim (F) = dim (G) .



Partie D :La propriété (C1) implique (C2). Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls. On
admettra le résultat suivant. Sa preuve repose uniquement sur la définition du produit matriciel.

Proposition : Soient A, A" ¢ M, (C), B,B" ¢ M,,(C),C,C"e M,,(C), D,D" €¢ M,(C). On
pose :
C D c' D
Alors le produit matriciel MM’ est égal a :

AA"+ BC" AB' + BD'
CA'+DC' CB + DD/ ) € Mpa (©).

M:(A B)eMp+q((C) etM':(A' B')eMp+q<C).

MM'z(

Pour tous 7, s € N*, on désigne par 0, la matrice nulle de taille (r, s) et on pose 0, = 0.

Soient A € M, , (C) et B € M, ,(C). On considére dans M, (C) la matrice
_ (0% B
=% )

B
10 Calculer le carré de la matrice ( Oy ) de M, (C). Montrer ensuite que M est la somme de

OQ:I’ Oq

deux matrices de carré nul.

Ona(op B\ (0, B)Z(Op op,q>:0p+q‘

OQ:P Oq OQ:P Oq Oq,p Oq
_ Op B Op Opvq Aps A Op Op7q A
Orona M = 0y, 0, ) + ( A o, et on vérifie de méme que A o, est de carré

nul donc M est la somme de deux matrices de carré nul.

Jusqu’a la fin de cette partie, on se donne un endomorphisme ¢ du C-espace vectoriel ' de dimension
n € N*. On suppose que ¢ est un échangeur et on se donne donc une décomposition £ = F' & G,
ou F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F tels que ¢ (F) C G et p (G) C F.

11 On suppose ici F' et GG tous deux non réduits a {6} .
On se donne une base By = (ﬁ,...,ﬁ,) de F et une base Bg = (G1,...,§,) de G ou ¢ =n — p.

La famille B = < fi, ce ﬁ,, Ji,- - §q> est donc une base de F adaptée a la décomposition F =
Foda

Compte-tenu des hypotheses, décrire la forme de la matrice de ¢ dans B.
0, B
A 0,
que ¢ (F') C G et les ¢ derniéres le fait que ¢ (G) C F.

Cette matrice est de la forme M = ( ) , les p premiéres colonnes exprimant le fait

12 Déduire des question précédentes que ¢ vérifie la propriété (C2). On n’oubliera pas de considérer le

N
cas oll 'un des sous-espaces vectoriels F' ou G est réduit a {0} .

e Casou ni F' ni G n’est réduit a {6 } . Notons ¢, (respectivement ¢,) I’endomorphisme de

E de matrice dans la base B : M; = ( E)fi Oé”q ) , (respectivement My = ( OOP é% >)
q q,p q

Vu les propriétés M = My + My, M7 = 0,4 €t MZ = 0,4, 0n a:

=1 Hpapi =0et ;=0



donc ¢ vérifie la proriété (C2).

e Casou F = {6} donc G = E. On a ¢ (G) C F donc ¢ est 'endomorphisme nul. On
peut prendre ¢, = ¢, = 0 pour voir que ¢ vérifie la proriété (C2).

e Casou G = {6} donc F' = FE. Idem en échangeant F' et G.

Partie E : la propriété (C2) implique (C1) pour un automorphisme. Dans cette partie, @
désigne un automorphisme bijectif du C-espace vectoriel E de dimension n € N*. On suppose
qu’il existe deux endomorphismes ¢, et ¢, de £ tels que :

0 =1+, et g =5 =0.
13 Soit 9/ un endomorphisme de E tel que 9)* = 0. Comparer ker (¢) et Im (¢) et en déduire :

dim (ker (¢)) > %dim (E).

—

Soit ¥ € Im (¢)), alors il existe @ € E tel que ¥ = v (@) . Or ¢* = 0 donc ¢ (¢ (7)) = 0 ie.
¥ (%) = 0 donc 7 € ker (1) . Ainsi Im (1) C ker (1) .
Donc rg (¢) < dim (ker (¢)) .

1
Or d’apres la formule du rang, r¢g (¢) = dim (F)—dim (ker (0)) donc dim (ker (¢)) > ) dim (F).

14 Démontrer que £ = ker (¢;) @ ker (¢,) et ker (¢;) = Im () et ker () = Im () .
1

1
On a ¢} = p3 = 0 donc d’apres 14, dim (ker (o)) > 5 dim (E) et dim (ker (p5)) > = dlm (E)
donc :
+ dim (ker (¢5)) > dim (F)

@, (i) 4y (1) = 0+ 0 = 0 donc 7 € ker () .
donc 7 = 0. Donc ker () Nker (p,) = {0} .

ker () = ker () @ ker (py).

e (1)) dim (ker (1)
m (E) puisque ker (i2,) + ker () C E.

dim (ker ()
Soit @ € ker (¢;) Nker (). Alors (1) =
Mais ¢ est injective donc ker (p 0

w—l—H,_,\_/ Nt

Donc dim (ker (p;) + ker (¢,)) = d1
Donc dim (ker (¢;)) + dim (ker ()

Ainsi dim (ker (¢,)) 4+ dim (ker (¢s)

(

—

Ainsi, la somme est directe : ker ( {)
m
) <
) = dim (E) et puisque ker (¢;) Nker (¢p,) = {O} on a:

E = ker (¢1) @ ker (¢,)

m (E) sont forcément

l\DIr—t

1
De plus, les inégalités dim (ker (¢;)) > 5 dim (E) et dim (ker (p5)) >
des égalités (sans quoi dim (ker (;)) + dim (ker (¢,)) > dim (£)).
1 1
Donc dim (ker (p,)) = 5 dim (F) et dim (ker (¢,)) = 5 dim (F). Et par la formule du rang,

dim (ker (¢, )) = dim (Im (¢)) et dim (ker (,)) = dim (Im (,)) -
Et puisque Im (¢;) C ker (;) et Im (p,) C ker (¢,), il vient Im () = ker (¢;) et Im (¢;) =

ker (i2,).

15 En déduire que @ est un échangeur.

Posons F' = Im (p;) = ker (¢;) et G = Im (1@22) = ker (¢,) .



Ona FeG=FE.
Soit u € F:
@ (1) = @1 (0) + ¢y (W) = 5 (0) € Im (py) = G
donc ¢ (F) C G.
¢ (F) C G se démontre de la méme fagon donc ¢ est un échangeur.

Corrigé de I’exercice : Soit I/ un R-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).
0 désigne 'application nulle de E.
Pour tout réel k, on définit I'ensemble Ay, = {u € L (E) | u*=ku}, ot u®> = uou.

1 Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f est de rang 1, ce qui signifie que son image Im (f)
est une droite vectorielle.

Montrer qu’il existe un réel k tel que f € Ay.
@ € E non nul tel que Im (f) = Vect (@) .

Im (f) est une droite vectorielle donc il existe
f (@) € Im(f) donc il existe k tel que f (@) =ka.
Pour tout 7’ € FE, il existe \, tel que f(7') =\, @ et on a

Donc f2 = kf.
2 Soit u € Ay avec k # 0.

2a Montrer qu’il existe un réel non nul A tel que g = A\u soit un projecteur de F.
1
g% = \*u? = Nku donc ¢ = g & ANku = Mu, ce qui est vérifié pour A = o

g étant linéaire, g est alors un projecteur de E.

2b Montrer que ker (u) @ Im (u) = E

On a alors ker (¢g) @ Im (g) = E.
o 1

=l

Or 7 € ker(g) & ¢g(7) =
ker (g) = ker (u)
et?EIm(g)@ilexiste?EE,ﬁzg(?):—u(?):u(

Im (g) = Im (u). Donc on a :

3 Soient u,v € Ay avec k # 0.

3a Montrer que siuov+vou=0alorsuov=vou=0.
Siuov+wou =0, alors uov = —vou et —uovov = vouov = —vovou donc uovov = vovou
donc kuov=kvou=—kuowvdoncuov=0etaussi vou=0.

3b A quelle condition nécessaire et suffisante u + v est-il aussi dans Ax? Montrer que dans ce cas :

Im(u+v) = Im(u)+Im(v)
ker (u+v) = ker(u)Nker (v)

13



(u+v)?=uw2+v’+uov+vou=ku+kv+uov+wvou donc:

u+v € Ape (ut+v)’=k(u+v)
& uov+wvou=»0
< wow=wou=0dapres 3.a car la réciproque est évidente.

Im (v + v) C Im (u) + Im (v) est évident.
Réciproquement, si y € Im (u) + Im (v), alors il existe a,b € E tels que y = u(a) + v (b).
Alors :

(ut0)(y) = (U()+U(b))+v(u(a)+v(b))
= ku(a)+uov(b)+vou(a)+kv(b)
ku(a)+ kv (b) car uov=vou=0

Donc y = (u + v) (%) €Im(u+v).

Par double inclusion, on a Im (u + v) = Im (u) 4+ Im (v) .
Enfin, ker (u) Nker (v) C ker (u+ v) est élémentaire et réciproquement, si x € ker (u + v),
alors (u +v) (z) = 0. Donc :

0 = u(0)=u(u(z)+v(r)) =u*(®)+uov(x)=ku(xr) doncu(z)=0
0 = v(0)=v(u(z)+v(z)=0v*(@)+vou(r)=kv(zx) doncv(zx)=

donc = € ker (u) Nker (v). Ainsi, ker (u + v) = ker (u) Nker (v) .
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