D.S.9

Exercice 1 : Soit F = R, [X]. On pose pour tout (P,Q) € E?:
1
P1Q=PmeW+ [ PO

1 Montrer que ceci définit un produit scalaire sur F.

2 A Taide du procédé de Schimdt, construire une base orthonormale (R, R;) de R; [X] & partir de
la base canonique (1, X).

3 On note f le projecteur orthogonal sur R; [X]. Déterminer f (X?).
4 En déduire la distance de X? au sous-espace R; [X].

Exercice 2 : Des bits d’information, c’est-a dire des 1 ou 0 sont transmis par l'intermédiaire d’un
canal. Ce canal n’est pas complétement fiable. On observe qu'un bit envoyé, un 1 ou un 0,
peut étre altéré en sortie, c’est-a dire qu'un 1 (respectivement un 0) en entrée du canal peut
devenir un 0 (respectivement un 1) en sortie.

On note b le bit envoyé et b le bit en sortie (b, € {0,1}) :

b — canal bruité —
Apreés observation, on modélise la transmission d’un bit de facon probabiliste :

e Le bit envoyé définit une variable aléatoire b : on note « la probabilité qu’un 1 soit envoyé
(c’est-a dire « = P (b =1) et donc 1 — « la probabilité qu'un 0 soit envoyé.

e La perturbation dans le canal est aussi modélisée de fagon probabiliste :

— On désigne par p la probabilité qu'un 1 en entrée ne soit pas altéré pendant la transmis-
sion (c’est-a dire p = P()' =1|b=1) et donc 1 — p désigne la probabilité quun 1 en
entrée devienne un 0 en sortie.

— On désigne par ¢ la probabilité qu'un 0 en entrée ne soit pas altéré pendant la transmission
et donc 1 — ¢ désigne la probabilité qu’un 0 en entrée devienne un 1 en sortie.

1 On a écrit ci-dessus p = P (V' =1|b=1). Exprimer de la méme maniére 1 — p,q et 1 — g en
termes de probabilités conditionnelles.

2 Un bit est envoyé. Quelle est la probabilité de recevoir un 1 en sortie?
3 On recoit le bit 1. Quelle est alors la probabilité qu’un 1 ait été envoyé en entrée?

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On décide d’envoyer n fois le méme bit b.On note b}, ... b,

les n bits obtenus en sortie et on note X la variable aléatoire qui compte le nombre de 1 en sortie :
canal bruité — b}

canal bruité — b,

canal bruité — b/,
1



4 Soit k un entier entre 0 et n. Exprimer P (X = k) en fonction des paramétres p, g, «.
5 En déduire I’espérance de X en fonction de p, ¢, a.

6 Soit k un entier entre 0 et n. Exprimer la probabilité que le bit 1 ait été envoyé sachant que le
nombre de 1 en sortie vaut k.

7 On fait a présent I’hypothése que le canal est symétrique, c’est-a dire que p = ¢. De plus, on
1

suppose que p > 3

7a Déterminer en fonction des parameétres p et «, 'ensemble des valeurs k prises par X pour-
lesquelles il est plus probable (au sens strict) qu'un 1 ait été envoyé plutot quun 07

1
7b Que devient ce résultat lorsque o = 5?

1
8 On suppose a = 3 On note f (n) la probabilité que Iinterprétation de I'observation en sortie

soit fausse, c’est-a dire que le bit en entrée n’est pas celui le plus probable en sortie.
8a Exprimer f (n) en fonction des P (X = k), pour des entiers k entre 0 et n.
8b Donner une expression de f (n) en fonction de n et p.

8c Ecrire une fonction binome en langage Python qui prend en entrée un entier naturel N et un
entier naturel k£ compris entre 0 et N et retourne la valeur du coefficient binomial (]Z)

8d On suppose p = 0.95. Ecrire un programme en langage Python qui prend en entrée l’entier
naturel n et donne une estimation de f (n).



Corrigé exercice 1 :

1 On a écrit ci-dessus p = P ()/ = 1| b=1). Exprimer de la méme mani¢re 1 — p,q et 1 — ¢ en termes
de probabilités conditionnelles.

On a :
l—-p=PW =0]b=1);g=PW' =0]b=0);1—g=P(b' =1|b=0)
2 Un bit est envoyé. Quelle est la probabilité de recevoir un 1 en sortie?

(b=1) et (b =0) forment un systéme complet d’événements donc

Pl =1 = Pb=1)P(W =1|b=1+P0b=0)PH =1|b=0)
= pa+(1-q)(1-a)

3 On recoit le bit 1. Quelle est alors la probabilité qu’un 1 ait été envoyé en entrée?

PW=1|b=1)P(b=1
LEITES L F

Si on avait P (' = 1) = 0, on aurait pa = (1 — ¢q) (1 — a) = 0. On est obligé de supposer p > 0 et

0 < a < 1 vu le contexte.

Sachant qu’on a regu le bit 1, la probabilité qu'un 1 ait été envoyé est donc :

Selon la formule de Bayes: P(b=1|b =1) =

pa
pa+(1-q)(1-a)

Pb=1|¥=1)=

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On décide d’envoyer n fois le méme bit b.On note b, ... b, les
n bits obtenus en sortie et on note X la variable aléatoire qui compte le nombre de 1 en sortie :

canal bruité — b}
canal bruité — b

canal bruité — b/,
4 Soit k un entier entre 0 et n. Exprimer P (X = k) en fonction des parameétres p, ¢, a.

Si un 1 est envoyé, les éventuelles perturbations sont a prior: indépendantes les unes des autres.

On note Y la variable aléatoire correspondant au nombre de 1 regus de sorte que P (X =k |b=1) =
P(Y =k)
On répéte n fois de fagon indépendante la méme expérience de Bernouilli dont les deux issues sont

e 1 avec une probabilité p

e () avec une probabilité 1 — p



Y compte le nombre de 1 donc Y suit une loi binémiale B(n,p) : Y < B(n,p) donc pour

k€ [|0,n]] :

k
P(Z =k) on a de méme Z — B(n,1— q) donc pour

P(Y =k)= <n)p’“ (L—p)""

En notant Z tel que P(X =k | b
ke [|0,n|] :

I

=
SN—

I

n
Pz=1=(})a-ate
La formule des probabilités totales donne alors P (X = k) =P (Y =k)P(b=1)+P(Z =k)P(b=0)
donc pour k € [|0,n|] :
n n— n—
P == (}) (wra-pr s a-aa-gte)

5 En déduire lespérance de X en fonction de p, q, a.

On a:

n

E(X) —ka(x—k)—aikP(Y—k)Jru—a)ZkP(z—k)

k=0 k=0

n

donc E(X)=aFE (Y)+(1—a)E(Z) = anp+(1 —a)n (1 —q) (Y et Z suivent de slois binomiales).
Ainsi
E(X)=n(ap+(1—-a)1—q))

6 Soit k£ un entier entre 0 et n. Exprimer la probabilité que le bit 1 ait été envoyé sachant que le nombre
de 1 en sortie vaut k.

Si le bit envoyé est 1 (c’est-a dire si b = 1) et si Y désigne le nombre de bits 1 regus, alors
Y < B(n,p). On peut encore appliquer la formule de Bayes :

Pb=1|X=Fk) = P(X:’;’(i(:;])j(b:” —P(b=1)
()p" (L —p)""
() (or* (1= p)" "+ (1= ) (1= 9)f ")
P (1—p)""
apt (L=p)" "+ (1—a)(1—q)f g

P =k)
P(X =k)

= «

= @

7a Déterminer en fonction des parameétres p et «, 'ensemble des valeurs k prises par X pour-lesquelles il
est plus probable (au sens strict) qu'un 1 ait été envoyé plutot qu'un 07

L’hypothése que le canal est symétrique donne
p(—p" "

—k ko
ap (L=p)" "+ (L—=a) (1 —p) p**

Pb=1|X=k =a

donc : i
(1—p) p*
apt (L —p)" "+ (1—a) (1 —p)Fprt

Ph=0|X=k=(1-a)



donc :
Pb=1|X=k) > Pb=0|X=koap1-—p"">10-a)@1-p)fp*
D 2k P nl_&
(1—p) >(1—p) o
n(n(p)—Imn(1-p)+nl—a)—I)
2(In(p) —=In(1-p))

s k>

1
carp>§donc 1p > 1 donc In (p) —In (1 —p) > 0.

-D

7b Que devient ce résultat lorsque o = 5?
. 1 . .
Sia= 5 le 1 est le plus probable si et seulement si 2k > n

1
8 On suppose o = > On note f (n) la probabilité que l'interprétation de 1'observation en sortie soit

fausse, c’est-a dire que le bit en entrée n’est pas celui le plus probable en sortie.

8a Exprimer f (n) en fonction des P (X = k), pour des entiers k entre 0 et n.

1
Les hypotheses o = 2 et p = q donnent :

P —p) "

Ph=1|X=k) = S
pE(L—p)" "+ (1 —p)prh

donc i
(1—p) p"*
(L —p)" "+ (1 —p)prh

1
et P(X =k)=— (Z) <pk 1-—p)" "+ (1 -pF p"_k> . La formule des probabilités totales donne :

P(b=0|X=k) =

fn)= Y PO=0|X=kP(X=k+ > POb=1|X=kP(X=k)

n/2<k<n 0<k<n/2
8b Donner une expression de f (n) en fonction de n et p.

Donc :

J(n) = % 2 (Z) (1=p)p"* +% > (Z)pk (1—p)"

n/2<k<n 0<k<n/2

8c Ecrire une fonction binome en langage Python qui prend en entrée un entier naturel N et un entier
naturel k£ compris entre 0 et N et retourne la valeur du coefficient binomial (]Z)



def TPascal(n):

L=[1]
for k in range(1l,n):
aux=[1]

for j in range(1,k):
aux.append(L[j-1]1+L[j1)

aux.append (1)
L=aux

return L

def binome(n,k):

if k>n:
return O

else:
return TPascal[k]

8d On suppose p = 0.95. Ecrire un programme en langage Python qui prend en entrée I'entier naturel n
et donne une estimation de f (n).

p=0.95
def f(n):
somme=0
coefs=TPascal (n)
for k in range(n+1):
if 2xk>n:
somme+=coefs [k] * ((1-p) **xk) * (px* (n-k) )
if 2x%k<n:
somme+=coefs [k] * (px*k)* ((1-p) ** (n-k))
return somme/2
\pagebreak

Corrigé de I’exercice 1 : Soit £ = Ry [X]. On pose pour tout (P, Q) € E?:
1
PlO=PmQW+ [ POQ 0
0

1 Montrer que ceci définit un produit scalaire sur E.

e Soient P, P, Q€ Fet \,py €R, ona:
1
(AP +uP | Q) = ()\P1+MP2)(1)Q(1>+/ ()\P1+NP2)’(t)Q’(t)dt
0

= AAMQW +aR QM)+ [ P{(t)@'(t)dtw/olpg<t>@'<t>dt
= MNP |Q)+nu(P|Q)

donc (. | .) est linéaire & gauche.



e (PIQ)=P(1)Q(1)+ fol P (t)Q (t)dt = (Q | P) donc (.| .) est symétrique donc aussi
linéaire a droite donc bilinéaire.

e Soient P € E, alors (P | P) = (P (1))* + fol (P’ (t))*dt > 0 par positivité de Dintégrale.
Supposons (P | P) = 0, alors (P (1))*+ [, (P’ (t))*dt = 0donc P (1) = 0et [, (P' (1))’ dt =
0.

Ainsi, (P’ )* est une fonction positive, continue et d’intégrale nulle sur [0, 1] donc d’apres
le théoréme de l'intégrale nulle, P’ est nulle sur [0, 1].

Donc P est constante sur [0, 1] donc nulle sur [0,1] car P (1) =0 et enfin P = 0g car P
admet une infinité de racines.

e Donc (.| .) est une forme bilinéire symétrique définie positive sur F, i.e., un produit
scalaire sur F.

2 A laide du procédé de Schimdt, construire une base orthonormale (Ry, R1) de Ry [X] a partir de la
base canonique (1, X).
Calculons :

1
u|n:1+/om:1
0

donc on pose Ry = 1.
Posons alors U; = X + ARy. Alors :

1
o e (i o) =
0

donc on choisit A = —1 et U/; = X — 1 puis on calcule :
1
(U1|U1):(X—1|X—1):0+/ dt =1
0

donc avec R; = X — 1, d’apres le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, (Ro, R1) est une
BON de R; [X].

3 On note f le projecteur orthogonal sur Ry [X]. Déterminer f (X?).
On a donc :

f(X?)=(X?|Ro)Ro+ (X? | Ri) Ry = (X? | 1)+ (X?| X —1) (X —1)
Or :
(X*1) :1+/Bﬁ:1
@ﬂX—UZZOff%ﬂ:WRzl

donc
f(XP)=1+X-1=X



4 En déduire la distance de X? au sous-espace Ry [X].
Enfin :

d(X* R [X]) = [|X° - f ()] = | X* - X]|

- \/(0+/01(2t—1)2dt) :\//01(4t2—4t—|—1)dt

4 ! 4 V3
— B2t =)= —1 =22,
\/{3 + L 3 3




