Corrigé des exercices sur les espaces vectoriels

31. Procédons par double implication.
Supposons que v o u = 0. Montrons que Im(u) C Ker(v).
Soit x € Im(u). Alors il existe a € F tel que z = u(a). On a alors v(z) = v(u(a)) = (vowu)(a) = O car
vowu = 0. Ainsi, € Ker(v), ce qui montre que Im(u) C Ker(v).
Réciproquement, supposons que Im(u) C Ker(v).
Soit © € E. Alors (vowu)(x) = v(u(z)). Or, u(z) € Im(u), donc u(z) € Ker(v) d’apres 'hypothése. Donc
v(u(z)) = 0g. Finalement, (v owu)(x) = 0 pour tout 2 € E, ce qui montre que v o u = 0.
Par double implication, nous avons prouvé que v ou = 0 si et seulement si Im(u) C Ker(v).

32. Supposons que u et v commutent. Montrons que v(Im(u)) C Im(u).
Soit z € v(Im(u)) : il existe a € Im(u) tel que z = v(a). Puisque a € Im(u), il existe b € E tel que a = u(b).
Ainsi, x = v(a) = v(u(b)). Or wowv = v ouwu, par conséquent z = u(v(b)), ce qui montre que x € Im(u).
On a donc prouvé que v(Im(u)) C Im(w) : Im(u) est stable par v.
Montrons maintenant que v(Ker(u)) C Ker(u).
Soit x € v(Ker(u)). Alors il existe a € Ker(u) tel que z = v(a). Alors u(z) = u(v(a)) = v(u(a)) car uov = vou.
Or, a € Ker(u), donc u(a) = 0g. Ainsi, u(z) = v(0g) = 0g, ce qui montre que x € Ker(u).
On a donc prouvé que v(Ker(u)) C Ker(u) : Ker(u) est stable par v.

33. (a) Remarquons tout d’abord que F est un sous-espace vectoriel de R3, car c’est le sous-espace vectoriel
engendré par le vecteur (1,1,0). Par ailleurs, remarquons que :

G ={(z,y,3z + 2y) | z,y,z € R} = Vect{(1,0,3),(0,1,2)}

ce qui montre que G est lui aussi un sous-espace vectoriel de R3.

Procédons par analyse et synthese.

Analyse : soit u = (z,y, z) € R3. Supposons qu'il existe v € G et w € F tels que u = v + w.
e v € G, donc il existe a,b,c € R tels que v = (a,b,¢) et 3a+ 2b— ¢ =0.
e w e F donc il existe A € R tel que w = A-(1,1,0).

r=a+ A
e yu=v+wdonc{ y=>b+ A
z=c

Onadonca=x— X\, b=y — et c= 2z Puisque 3a+2b—c =0, alors 3x — 3\ + 2y — 2\ — z = 0, donc
A= % Ainsi, si v et w existent, alors

20 —2y+z —3x+3y+=z 3r 42y —=z
v = ’ X w:7(171a0)
5 5 5
ce qui prouve 'unicité du couple (v, w) s’il existe.
Synthese : considérons les vecteurs v et w définis par :
2¢ — 2 -3 3 3 2y —
5 5 5
alors :
e wel.

e v+w=(z,y,2) = u.
e v e car 32w7§y+z + 273m+53y+z - (6*6)m+(g6+6)y+5z S

ce qui montre l'existence d’un couple (v, w) € G x F tel que u = v + w.
Par analyse et synthése, on a donc montré que pour tout vecteur u € R3, il existe un unique couple
(v,w) € G x F tel que u = v + w, ce qui signifie que F et G sont supplémentaires dans R3.

(b) La projection p sur G de direction F est I'application de R? dans lui-méme qui & v = v +w (v € G,
w € F) associe v. Ainsi :
p: R3 — R3
(ry,7) > (Blui St )

La symétrie par rapport & F de direction G est I'application de R? dans lui-méme qui & u = v+w (v € G,
w € F) associe —v + w. Ainsi :
s:R? — R3

(1’7 v, Z) — (m+4g72z7 6m7g72z , —Z)
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34. (a) On vérifie que u est linbaire. Puisque u va de R® dans lui-méme, c’est alors un endomorphisme de R3.
Déterminons u o w :
Soit (x,y,2) € R3.

w(u(z,y,2)) = u(é(az + 2y, 4z — y, —2x + 2y + 32)) = %u(x + 2y, dx — y, —2x + 2y + 3z)
= %(x + 2y +2(dx — y),4(x + 2y) — (4z —y), —2(x + 2y) + 2(4x — y) + 3(—2z + 2y + 32))
= %(Qx—k(2—2)y,(4—4)m+9y,(—2+8—6)x+(—4—2+6)y+92)
= (z,9,2)

ce qui montre que u o u = idgs. Ces deux points montrent que u est une symétrie.

(b) D’apres le cours, puisque u o u = idgs, alors u est bijective de réciproque u~! = u. w est donc un

endomorphisme bijectif de R3, c’est-a-dire un automorphisme de R3, et son application réciproque est w.

35. (a) Vérifions que p est linéaire. Soit 21,20 € C et A € R. Alors :
p(z1+ Az2) = 21 + Azo — j(21 + A22)
=71 — ja1 + A7 — Ajze
= p(z1) + Ap(22)

car A € R donc A = \. L’application p est linéaire de C dans lui-méme : c’est un endomorphisme de C.

(b) Déterminons p o p. Soit z € C.

p(p(2)) =p(z—jz) =Z —jz = j(z = j2) = 2 — jz — jz + j*2 = (L + j*)z — 2Re(j)z
Or j =e'% donc —2Re(j) =1, et 1+ j2 =1 €5 =% cos(%) = —j. Ainsi :
(pop)(z) =Z—jz =p(2)

ce qui montre que p op = p. Puisque p est un endomorphisme de C vérifiant p o p = p, alors p est un
projecteur.
Déterminons Ker(p) et Im(p). Soit z € C.

ze€Ker(p) <= p(z) =0<=z—jz=0
Posons z = a + ib, olt a = Re(z) et b = Im(z). Alors :

z € Ker(p) <= a —ib— <1+i\/§> (a+ib)0<:>3a+\/§bi<\/§a+1b> =0

2 2 2 2 2 2
1
<:>?(\/iu—b)—§i(\/§a+b):0<:>\@a+b=0

Ainsi, z € Ker(p) si et seulement si z = a—iv/3a, avec a € R, ce qui montre que Ker(p) = Vectg{1—iv/3}.
Par ailleurs, p étant un projecteur, on sait que Im(p) = Ker(p — id). Ainsi, pour z € C :

zelm(p)<=p(z) —2=0<=z—-(1+5)z=0
En posant z = a + ib, avec a,b € R, on obtient alors, de méme que précédemment :
zelm(p) <= a+V3b=0<=z=—-bV/3+ib

ce qui montre que Im(p) = Vectg{—v/3 +i}.

36. Soit P, Q € R[X] et A € R. Alors :
P(P+AQ) = (P +AQ)(1)X? = (P(1) + AQ(1)X? = P(1)X? + AQ(1)X? = o(P) + Ap(Q)

ce qui montre que ¢ est linéaire. Puisque ¢ est définie de R[X] dans lui-méme, c’est alors un endomorphisme
de R[X]. Déterminons maintenant ¢ o ¢. Soit P € R[X]. Notons Q = ¢(P). Alors :

pop(P)=¢(Q)=Q(1)X?
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avec Q = o(P) = P(1)X?, donc Q(1) = P(1) x 12 = P(1). Finalement ¢ o ¢(P) = P(1)X? = ¢(P), ce qui
montre que ¢ o p = .

¢ est un endomorphisme de R[X] vérifiant 9> = ¢ : ¢ est donc un projecteur ; c’est la projection sur
Ker(p — id) parallement a Ker(y). Déterminons Ker(yp) :
Soit P € R[X].

P e Ker(p) <= ¢(P) =0+= P(1)X? =0<= P(1) =0

Ainsi Ker(¢) = {P € R[X]| P(1) = 0}.

Déterminons maintenant Ker(p — id). Puisque ¢ est un projecteur, on sait que Ker(p — id) = Im(¢p).

Soit P € Im(y). Alors il existe @ € R[X] tel que P = p(Q), c’est-a-dire P = Q(1)X?2. Finalement, il existe
a € R tel que P = aX?. Ainsi, Im(p) C Vect(X?).

Par ailleurs, p(X?) = 12X2 = X2, ce qui montre que X2 € Im(p). Puisque Im(¢p) est un sous-espace vectoriel
de R[X] qui contient X2, alors Vect(X?) C Im(yp).

Finalement, par double inclusion, on a prouvé que Im(p) = Vect(X?), et par conséquent Ker(p —id) =
Vect(X?).

Soit f, g € R® et A € R. Posons h = f 4+ Ag. Alors, pour tout réel  :

ce qui montre que (f + Ag) = ¥ (f) + M(g) : ¥ est linéaire. Puisque v est définie de R® dans lui-méme, 1)
est alors un endomorphisme de RR. Déterminons maintenant )2 :
Soit f € R®. Notons g = 9(f). Alors pour tout réel x :

(@) = v(g)(x) = (9(1) — g(0))z + g(0)
avec g(z) = (f(1) — f(0))x + f(0), donc ¢g(0) = f(0) et g(1) = f(1) — f(0) + f(0) = f(1). Finalement :
VH)(@) = (F(1) = F0)z + f(0) = ¢(f)(z)

ce qui montre que ¥?(f) = ¥ (f). Ceci est vérifié pour tout f € R ce qui montre que 12 = 1. 9 est un
endomorphisme de RF vérifiant ¢? = 1, c’est donc un projecteur. Déterminons Ker 1) :

Soit f € Ker(¢). Alors ¢(f) = 0 donc pour tout = € R, (f(1) — f(0))x + f(0) = 0. En particulier,
en prenant x = 0, on obtient f(0) = 0, et en prenant x = 1, on obtient f(1) = 0. Ainsi, Ker(y)) C
{feRF|f(1)=0cet f(0) =0}.

Réciproquement, soit f € {f € R¥ | f(1) =0 et f(0) = 0}. Alors pour tout z € R, ¢ (f)(z) = (f(1)— f(0))z+
f(0) =0 car f(1) = f(0) = 0.

Finalement, par double inclusion, on a prouvé :
Ker() = {f e R*| f(1) =0 et f(0) =0}

Déterminons désormais Ker(y) —id).
Soit f € Ker(yp —id). Alors ¢(f) — f =0, donc f = ¥(f), c’est-a-dire :

vz e R, f(x) = (f(1) = f(0))z + f(0)

Posons a = f(1) — f(0) et b = f(0). Alors pour tout z € R, f(x) = ax +b. Donc f = aidg +b. On a donc
montré :

Ker(¢ —id) C Vect{idg,z — 1}

Réciproquement, vérifions que id € Ker(¢ —id) et  — 1 € Ker(¢p —id) :
Posons f = idg. Alors pour tout z € R :

(Y —id)(f)(x) = ¥(f)(@) = f(z) = (fF(1) = f(0))z + f(0) = f(2) = (1= 0)z+ 0 -z =2 -2 =0

ce qui montre que (¢vp —id)(f) =0, donc f € Ker(¢ — id).
Posons maintenant f: z — 1. Alors pour tout z € R :

(¢ —1d)(f) (@) = ¥(f)(@) = f(z) = (f(1) = f(0)z+ f(0) = flz) =(1-D)z+1-1=0

ce qui montre que (¢p —id)(f) =0, donc f € Ker(¢) —id).
Par ailleurs, 1) —id est un endomorphisme de R®, donc Ker (1) —id) est un sous-espace vectoriel de R¥. Puisqu’il
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contient idg et x — 1, alors il contient le sous-espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs.
Finalement, par double inclusion, on a prouvé :

Ker(¢ —id) = Vect{z — x,2 — 1}

37. (a) y € Vect{z}, donc il existe a € K tel que y = ax. Puisque h est linéaire, alors h(y) = ah(x). Or, par
hypothese, il existe A, et A, tels que h(y) = Ayy et h(z) = Ayz. On a donc
Ay =a - (Ax)
= A; - (ax)
= Ary

Ainsi, y = 0g ou alors A, = A,. Puisque par hypothese, y # Og, alors Ay = A5.
(b) h étant linéaire, h(z +y) = h(z) + h(y). Ainsi Ay1y - (x +y) = Ay -+ Ay - y. On en déduit donc :

()\y - )\ery) Y= ()\ery - )\w) 4

Si Ay —Azyy # 0, alors 'égalité ci-dessus montre que y € Vect{z}, ce qui est absurde. Donc A\y— A, 4, =0,
et donc 0 = (Ag4y—Az)-x, donc Ay y—A; = 0 car ¢ # Op. Finalement, on a prouvé que Ay = Ay = Ay

(c) On vient de montrer que pour tout y € E \ {Og}, Ay = A;. Notons A = X;. On a donc pour tout
y € E\{0g}, h(y) = Ay, ou encore (h — Aidg)(y) = O, ce qui montre que E \ {Og} C Ker(h — Aidg).
Puisque h et idg sont des endomorphismes de E, alors h — Aidg aussi, donc Ker(h — Midg) est un
sous-espace vectoriel de E. En particulier, O € Ker(h — Aidg) et Ker(h — Aidg) C E. Finalement, par
double inclusion, E = Ker(h — Aidg), ce qui montre que h = \idg.

38. Soit u, v € RN et A € R. Notons w = u + Av. Alors :

o(u+ M) = p(w) = (Wpt2 — Swpt1 + 6wy )nen

= (u7,,+2 + Avpqo — 5(un+1 + )‘vn—i-l) + 6(un + )\Un))neN

= (un+2 - 5un+1 + 6u, + )\(Un+2 - 5'Un-i-l + 6vn))n6N

= (Un+2 = SUnt1 + 6Un)nen + MVnt2 — 5Vni1 + 6V )nen

= o(u) + Ap(v)
ce qu montre que ¢ est linéaire. Puisque ¢ est définie de RY dans lui-méme, c’est donc un endomorphisme de
RN.
Remarquons que E = {u € RN |p(u) = (4)nen}-
Puisque ¢ est linéaire, on sait que les solutions de 1'équation ¢(u) = (4),en sont les suites qui s’écrivent
comme la somme d’une solution particuliere et d’un élément de Ker ¢.

Notons a la suite constante de terme général 2. Alors ¢(a) = (2 — 10+ 12),en = (4)nen. Ainsia € E : a est
une solution particuliere de I’équation p(u) = (4)nen-
Déterminons désormais Ker(¢p).
Soit u € RN,
u € Keryp <= p(u) = (0)neny <= Yn € N, upy2 — Sty1 + 6u, =0

Le polynéme caractéristique associé est X2 —5X + 6 de racines 2 et 3. Ainsi :

ueKerp<—= INpeR, u=(Ax2"+pux3")pen
< I\ p € Ru= A2")nen + (3" Jnen

ce qui montre que Ker ¢ = Vect{(2")nen, (3")nen}. Finalement :

E={ueRY|INpeR VR e Nu=4+Xx2"+px3"}

De méme, on remarque que F est Pensemble des solutions de I’équation ¢(u) = (12(—1)")pen-
Notons b la suite de terme général (—1)". Calculons ¢ = ¢(b) : son terme général est :

Cn = bny2 — Bbyiy + 6b, = (=1)"T? —5(=1)"Tt 4 6(—1)" = (=1)"((-1)> = 5(-1) + 6) =12 x (—1)"
Ainsi, b est une solution particuliere de I’équation @(u) = (12(—=1)")pen : b € F. Finalement :

F={ueRY|INpeR VneN, u, = (-1)" + A x 2" + p x 3"}
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