PCSI

Corrigé des exercices du chapitre Intégration

2. Soit z € [0;1]. Alors 22 < 1 et 1 < v/1+ %, donc 22 < 1+ 2. La croissance de l'intégrale assure alors,

puisque 0 < 1 :
1 1
/x2dx</ V1+zide
0 0

3. Considérons la fonction f définie sur [0;1] par f(z) = 0si x # § et f(3) = 1. Alors f est une fonction en
escalier sur [0; 1], positive et non nulle car f(%) 0, et :

4
/Olf(t)dtOx (;O)H)x <1;>0

4. P est un polynome & coefficients réels, donc x — P?(x) est une fonction continue et positive sur [0; 1]. Puisque
son intégrale est nulle, alors d’apres la stricte positivité de Iintégrale, pour tout = € [0;1], P?(x) = 0. Le
polynéme P posséde donc une infinité de racines (tous les réels de [0;1]), c’est donc le polynéme nul.

], on a pour tout x € [0; Z] :

5. La fonction cosinus étant décroissante sur [0; & I

4
<cos(z) <1

et par conséquent :

La croissance de 'intégrale donne le résultat.

/(f—f2)2=/ FPo2frry=[ P2l P =0
[051] [051]

[051] [0:1] [0;1]
d’apres les hypotheses.

(b) Soit f € E. Alors (f — f?)? est une fonction continue et positive sur [0; 1]. D’apres la question précédente
et la stricte positivité, (f — f2)? est la fonction nulle sur [0;1], ainsi, pour tout = € [0;1], f(z) = f?(x),
donc f(x) =0 ou f(z) = 1. Supposons f non constante. Alors il existe a,b € [0;1] tels que f(a) =0
et f(b) = 1. f étant continue sur 'intervalle [0; 1], le théoréme des valeurs intermédiaires assure alors
I'existence d'un réel ¢ € [0;1] tel que f(c) = %, ce qui est absurde puisque f(c) € {0,1}. Ainsi, f est
constante, donc f est soit la fonction nulle, soit la fonction constante égale a 1.

Réciproquement, on vérifie que ces deux fonctions sont bien éléments de E.

Finalement, £ = {x — 0} U {z — 1}.

7. (a) Considérons la fonction F' définie sur [a, b] par

F(z) = /x Ft)at

F est continue sur [a, b], dérivable sur |a,b[, et F'(a) = F(b) car F(a) = 0 et F(b) = 0 par hypothese. Le
théoréme de Rolle assure alors lexistence d’un réel ¢ €]a, b| tel que F'(c) = 0. Puisque F’ = f, alors f
s’annule au moins une fois sur [a, b].

Remarque : on aurait pu aussi prouver ce résultat par I'absurde : f étant continue sur Uintervalle [a, b],
si elle ne s’annule pas, alors elle est de signe constant d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. La
stricte positivité de l'intégrale permet alors d’obtenir que f; f(t)dt # 0 ce qui contredit ’hypothese.

(b) Considérons la fonction g définie sur [0;1] par g(z) = f(x) — x. g est continue sur [0; 1], avec :

1 1 1 1 t2 1
/ g(t)dt = f(t)dt—/ tdt:—[} -0
0 0 0 2 2],

La question précédente assure alors que g s’annule au moins une fois sur [0; 1], ce qui montre que f admet
au moins un point fixe.
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9.

(a)

On sait que pour tout réel ¢, cos(t) < 1, c’est donc encore vrai pour ¢ € [0; 5].

Pour lautre inégalité, on peut étudier la fonction ¢ — cos(t) — 1 + t2 (en dérivant deux fois), ou utiliser
la formule de Taylor avec reste intégral : cos est de classe C® sur [O; 7], donc, pour t € [0; 7] :

cos(t) = cos(0) — sin(0)t — COSQ(O)t2 —i—/o @ cos®(s)ds =1 — % —l—/o (t _28) sin(s) ds

Or, puisque ¢ € [0; 5], pour s € [0;], sin(s) > 0, donc, d’apres la positivité de Iintégrale, on obtient
¢ 2
t —
/ =9 sin(s)ds > 0
0 2

ce qui montre que cos(t) > 1 — %
Soit # € R. f(x) est définie si et seulement si ¢ — COS(t)
cos(t)

est continue sur le segment d’extrémités x et 2x.

0, la fonction t +— est continue sur R*. Ainsi, si f(x) est défini, alors z € R,

Réciproquement, soit x € R*. Alors :

e siz>0: [z;2z] C]O;+o0 ;
e siz<0: [2x;2] C] — o0;0].

Dans les deux cas, la fonction t — Cost(t) est continue sur le segment d’extrémités = et 2x, ce qui montre

que f(x) est bien défini. Finalement, f est définie sur R*.

Supposons x €]0; 7]. Alors, pour ¢ € [z;2x], on a t €]0; 7], donc d’apres la question a, et puisque ¢ > 0 :
1 ¢t o cos(t) <
to2° ot

Par croissance de l'intégrale, on obtient, puisque = < 2z :

In(2) — ZmZ < f(z) <1n(2)

o+ | =

D’apres la question précédente, puisque lim+ (In(2) — %xQ) =0, le théoreme des gendarmes assure que f
z—0
).

admet une limite & droite en 0, avec lim f(z) = In(2
z—0t

Remarquons que f est paire. En effet, si x € R*, alors —x € R*, et

f-n= [ “Ba- [ T u = )

t —U

Par parité, f admet donc aussi une limite & gauche en 0, avec lim f(x) = In(2).
z—0~

10.

Soit n € N. D’apres 'inégalité de la moyenne, puisque a < b :

b
oul < [ lgtt) cosut)|

Or, pour tout ¢ € [a, b], |g(t) cos(nt)| < |g(t)] x |cos(nt)| < |g(t)]. Alors, par croissance de l'intégrale :

b
ol < / l9(t)] dt

ce qui montre que la suite (v,,) est bornée.

Les fonctions f et t + cos(nt) sont de classe C! sur I'intervalle [a, b], donc, par intégration par parties,
on obtient :

(f(a)cos(na) — f(b) cos(nb)) / f'(t) cos(nt)d

D’apres I'inégalité triangulaire, et la question précédente (puisque f' € C°([a, b];R)) :

b
Il < S (F@) + 101+ 5 [ 170

Le théoréme des gendarmes assure alors de la convergence de la suite (I,,) vers 0.
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11.

(a)
(b)

()
(d)

Iozfleldt:e—letll flln dt = [tIn(t) — t] = 1.
Soit n € N. Pour t € [1;e], 0 < In(t) < 1, donc In" "' (¢) < In™(t). Par croissance de l'intégrale, on obtient
I41 < I, ce qui montre que la suite (I,,) est décroissante.

Soit n € N. Puisque In"(¢) > 0 pour tout ¢ € [1;€], la positivité de I'intégrale assure que I,, > 0. Ainsi,
la suite (I,) est décroissante et minorée, donc convergente.

Soit n € N. Par intégration par parties :

n+1

Inyr = [tIn"TH(1)]S — / t x In"(t)dt =e—(n+ 1)1,
1

Notons ¢ = lim [,,. Puisque I,, > 0 pour tout n € N, par passage a la limite, £ > 0. Supposons ¢ # 0.
Alors (n+1)1, —+> +o00. Par passage & la limite dans la relation précédente, on obtient alors £ = —oo
n—-+0oo

ce qui est absurde. Ainsi, £ = 0.

12.

13.

Ji= [} e dt = [S1In(1 + )], = 22,
Pour t € [0,1], 1 +t* > 1> 0et t" > 0, donc 0 <

T + t2 < t". Par croissance de 'intégrale, on obtient

1
0<J ﬁ)t"dt etpulbquefot”dt |:n+1:| onadonc: 0<J, < -4

assure alors que (J,) converge vers 0.

+1- Le théoreme des gendarmes
Soit n € N. Par intégration par parties, on obtient :

1

¢t bogntt 2t In(2) 2
I, = In(1+t%)| — dt = - Jn
[n+1n( * )L, /0 ntl 1+ e T 1 10

— 0, les opérations sur les limites donnent lim I,, = 0.

Puisque J,, 42 —+> 0 et n+1 ——
1 1
up = [y 3dz =3, w fo de = ln( ), uz = [y tizzde = Arctan(l) = §.
Soit n € N. Pour z € [0;1], ! < 2™, donc 0 < 1+ 2"+ < 1+ 2™, Par inverse, 1-&-% < T

La fonction x — est donc a valeurs positives sur [0; 1] et continue sur cet intervalle. De plus,

ce n’est pas la fonction nulle (car 2" # 2"*1). Par stricte positifivité, on obtient fo (HI;HJrl — 1+z"> dx >

1
1+xn+1 1+xn

0, ce qui donne par linéarité wu, 1 > wu, : la suite (u,) est bien strictement croissante.
Soit n € N. Pour z € [0;1], 1 +2™ > 1 > 0, donc
sur RT*,

Par ailleurs, (1 — 2")(1 + 2") = 1 — 2®" < 1, donc, puisque 1 + 2™ > 0, on en tire : 1 — 2" <
Finalement :

Traw +x“ < 1 d’apres la décroissance de la fonction inverse

_1

14+xm
L 1

1427

1—-2" <

Par croissance de l'intégrale, I’encadrement précédent fournit :

1 1
/(1—m")dx§un</ 1dz
0 0

c’est-a-dire

1
n+1
Puisque lim (1 — n%_l) = 1, le théoréme des gendarmes assure que (u,,) converge vers 1.
n—-+oo

14.

Soit n € N. Pour z € [0;1], 2" < 2™ et €® > 0, donc 2" e® < 2™ e®. La croissance de l'intégrale
donne alors I,,+1 < I, ce qui montre que la suite (I,,) est décroissante.

Soit n € N. Pour z € [0;1], ™ e* > 0, donc I,, > 0 par positivité de l'intégrale.

La suite (I,,) est donc décroissante et minorée, donc convergente.

Soit n € N. Pour x € [0;1], 0 < e* < eet 2™ > 0, donc 0 < z™e” < 2™ e. Par croissance de Uintégrale,
on obtient alors

1
O<In</ z" e dx
0

5 T . 1 . |ttt _ .
c’est-a-dire, puisque fo " dr = | T3 0 = T
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La suite (I,) étant convergente, par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient 0 < lim I,, < 0,
donc lim I,, = 0.

(d) Soit n € N. Par intégration par parties :

n+1 1 1 . n+1 1
I, = | X —e| — / T etdr=—S ..
n+1 0 o n+1 n+1 n+1

(e) Soit n € N.

(=1t (*1)n[ (="t (=1)" < ; : n+1> - (Ing1+e—Tnya) -

n+1—"Un = In - n = In — — I - —
Hna1 (n+1)! L (n+1)! T n+1l n+1 (n+1)!

. n . D (—1)FH! 1
(f) Soit n € N. > (upy1 — ug) = up — ug, ainsi, u, = ug + >, %e, avec ug = Ip = [ e dz =e—1.
k=0 k=0
Ainsi :
n!

I, = (-1)"nlu, = (=1)"nl(e—1) + ’ﬂ+k+17e
(7t = G 2 G0 Gy

sm(t)

15. Soit z € R. F(x) est défini si et seulement si ¢ —
%m(t)

est continue sur le segment d’extrémités x et 2x. Or,

la fonction ¢ — est continue sur R*. Ainsi, si F( ) est défini, alors = € R*.
Réciproquement, smt x € R*. Les réels z et 2z sont de méme signe. Ainsi, si > 0, alors [z;2z] C]0; +o00],

donc ¢ — bm(t) est continue sur [x;2z], donc F(z) est bien défini. De méme, si x < 0, alors [2z; ] C] — o0; 0],

donc t sm(t) est continue sur [2z;z], donc F(x) est bien défini. Finalement, F est définie sur R*.

De plus, on sait que sin est dérivable sur R, de dérivée cos qui est bornée : |[cos| < 1, donc sin est 1-
lipschitzienne sur R. En particulier, puisque sin(0) = 0, pour tout réel ¢, |sin(¢)| < |¢|. Soit = €]0; +o00[. Alors

m < 1. Par croissance de l'intégrale, puisque

pour ¢ € [z;2z], on a 0 < sin(t) < ¢ donc, puisque ¢ > 0, 0 <
x < 2z, on obtient :
0< F(z) <=

Le théoréme des gendarmes assure alors que limJr F(z) =0.
r—0

16. (a) Soit z € R. Alors —z € Ret f(—z) = f__jm et dt.
Effectuons le changement de variable t = —u : dt = —du, et si t = —z, alors u = z, si t = —2x, alors
u = 2x. On obtient ainsi :

Flez) = /:x e~ =0 (Z1)du = —/:xe—uz du = — f(2)

ce qui montre que f est impaire.

(b) La fonction t — e~ est continue sur R donc y admet des primitives. Soit ¢ I'une d’elles. Alors pour
r €R, f(x) = ¢(22) — p(z). ¢ est de classe C! sur R, et x — 2x aussi, donc par composée, z — (2z)
aussi. Par somme, f est donc de classe C! sur R, avec pour = € R :

Flla) =20/ (22) — ' (x) = 274" —e7

(c) Soit z € R. f/(z) >0 < 2¢ 4" > e = 2< e car e % > 0. Ainsi, f/(z) > 0 < In(2) <

2

32% = — 22 5 < 22
La fonction f est donc décroissante sur | — oo; —1n§2)], croissante sur [— lnf); lnz(f)} puis décroissante sur
In(2),
(=55 +o0l,
(d) Soit z > 0. Pour t € [z;2z], on a 2% < t? < 422 car la fonction carrée est croissante sur RT. On en

, . _ 2 42 2
déduit e 4" < et < e~ . Par croissance de Iintégrale, on obtient, puisque z < 2z :

2x R 2x 5 2x R
/ e 4 dtg/ et dtg/ e dt
xr xr x

2

ce qui donne :
2
re ™ L flr) <xe™

—42?

. . . . _a? . 12 . Lo
(e) D’apres la croissance comparée, lim ze @ = lim (z?)2e™® =0et lim xze = 0. Le théoreme

T—+00 T—+00 r—+00
des gendarmes donne alors : lim f(z) =0
T—+00

Lycée H. Poincaré — Nancy 4



PCSI

17. (a) La fonction - est continue sur A =]0;1[U]1; +o00[, donc pour que f(z) soit défini, il est nécessaire que
x—1€ Aet 2% € A. On doit donc avoir x €]1;2[U]2; +o0].
Si z €]1;2], alors  — 1 €]0; 1] et 22 €]1;400[, donc 1 € [2;2%] : la fonction = n’est pas défini sur [z;2?]
: f(x) n’est donc pas défini.
Six>2 alorsz—1>1etax?>1. De plus, 22 > 2. Ainsi, [z;2?] C]1;+oo[. La fonction % est alors
continue sur le segment [x;22] : f(x) est donc bien défini.
Finalement, le domaine de définition de f est D =]2;4o0].
(b) La fonction ﬁ est continue sur |1; 4+o00[ donc y admet des primitives. Soit ¢ 'une d’elles. Pour z € D,
on a donc f(z) = p(a?) — o(z —1).
La fonction ¢ est de classe C! sur |1;+00] ; les fonctions  +— 22 et x +— x — 1 sont de classe C* sur D
A valeurs dans ]1;+o0|, donc par composée, = — p(22) et x +— p(z — 1) sont de classe C! sur D. Par
somme, f est de classe C'! sur D, avec pour x € D :
2z 1 T 1
/ — 2 (22) — o (1 — 1) = _ _ _
i) = 20¢(2%) = ¢ = 1) In(z2) In(z—1) In(z) In(z-1)
18. (a) La fonction ¢ — ﬁ(zz est continue sur |0;4o00[, donc y admet des primitives. Notons g 1'une d’elles.
Alors, pour > 0, on a puisque % >0:
F(a) = g(2) - g(a)
Construite comme composée et somme de fonctions dérivables sur leur domaine de définition, F' 'est
aussi, avec, pour x > 0 :
1, (1 1 Int 1 —1 1
Fla)=——g (1) g =L e o) bl @ _,
2 x le—&-P 1+ 22 2 4+1 1+ 22
La fonction F' est donc constante sur Uintervalle |0; +oo[. Or F(1) = 0, donc F est la fonction nulle.
(b) ¢+ 1 est de clabse C! sur Dintervalle d’extrémités = et = Quand t=z,u=—-,et quand t = =, u = z.
De plus dt = du Ainsi, le changement de variable u = donne
"n(y) -1 * —In(u)
F(m)—/l T xﬁdU—/QE T du = —F(x)
ce qui montre que F(z) = 0 pour tout = > 0.
19. (a) Soit x € R et t € R. Alors sin(z — t) = sin(x) cos(t) — cos(z) sin(t). Ainsi, par linéarité de l'intégrale, on

obtient :

= sin(x / f(t) cos(t) dt — cos(z / f(t)sin(¢
D’ aprés le théoreme fondamental du calcul différentiel, les fonctions x — fo t)cos(t)dt et © —
fo )sin(t) dt sont dérivables sur R, donc par produit, g est dérivable sur R, avec pour tout réel

g (z) = cos(x / f(t) cos(t) dt + sin(z) f(x) cos(z) + sin(z / f(t)sin(t) dt — cos(z) f(x) sin(x)

= cos(z /f cos(t) dt + sin(x /f ) sin(t

Construite comme somme et produit de fonctions dérivables sur R, ¢’ est elle-méme dérivable sur R, ce
qui montre que g est deux fois dérivable sur R, et pour tout réel z :

g"(z) = —sin(x) /(;E f(t)cos(t) dt + f(x) cos®(x) + cos(x) -/OZ f(t)sin(t) dt + f(x)sin?(x)

— sin(z) /0 f(t) cos(t)dt + cos(:c)/o f@)sin(t) dt + f(x)
= —g(z) + f(2)

ce qui montre que g est solution de I’équation différentielle 3" +y = f.
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(¢) L’équation homogene associée y” + y = 0 a pour solutions les fonctions & — Acos(z) + Bsin(z), ou
A et B sont deux constantes réelles. Puisque g est une solution de cette équation, alors I’ensemble des
solutions de 1’équation v +y = f est donc :

{R—>R

x =  g(x)+ Acos(z) + Bsin(x) ‘ 4,B¢ R}
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