1 FAMILLE GENERATRICE

Chapitre 20 : Espaces vectoriels de dimension finie

Dans ce chapitre, K désigne R ou C et F désigne un K-espace vectoriel.

Premiére partie

Famille de vecteurs

1 Famille génératrice

Définition — Soit n € N*. Soient ey, ..., e, des vecteurs de E. On dit que la famille (eq,...,e,) est une
famille génératrice de F lorsque E = Vect{e,...,en}.

En d’autre termes, la famille (eq,...,e,) est une famille génératrice de E lorsque tout vecteur de E s’écrit comme

combinaison linéaire des vecteurs ey, ..., €e,.

Conventions :

e La famille vide est une famille génératrice de 'espace vectoriel {Og}.

e Dans les énonceés suivants, si n = 0 et (eq,...,e,) est une famille de vecteurs de E, alors on convient que la
famille (eq,...,e,) est la famille vide.

Exemples :

e Dans C considéré comme R-espace vectoriel, la famille (1,1) est génératrice, car pour tout z € C, il existe a,b € R
tels que z = a + ib.

e Dans C considéré comme C-espace vectoriel, la famille (1,1) est encore génératrice (pour tout z € C, il existe
a,b € C tels que z = a + ib). Mais la famille (1) est également génératrice car pour tout z € C, il existe A € C tel
que z = A.1 (A = z convient).

e Dans R?, la famille ((1,0), (0,1)) est une famille génératrice, pour tout e = (z,y) € R?, e = x(1,0) + y(0,1).
De méme, la famille ((1,1), (1, —1),(1,0)) est génératrice car, pour tout e = (z,y) € R?, e = y(1,1) + 0(1,—1) +
(x —y)(1,0) (’autres coeflicients pourraient convenir).

e Dans £ = {y € D*(R)|y" +y = 0}, la famille (cos,sin) est génératrice car aprés résolution de I'équation
différentielle, on obtient

E = {Acos+Bsin|A, B € R} = Vect(cos, sin).

e La famille (1, X, X2,..., X") est génératrice de R, [X] car les vecteurs 1, X, ..., X" appartiennent a R, [X] et
pour tout P € R, [X], il existe ag,...,a, € R tels que P = Y aX*.

=0
. 1 0 0 1 0 0 0 0 . . .
e La famille ((0 0) , (0 0) , (1 0) , (O 1)) est génératrice de Ms(R) car les quatre vecteurs de la famille
appartiennent a M>(R) et pour tout A = “ Z) € M>(R),

1 0 0 1 0 0 0 0
a=a(y o) +eo o) +e (S o) +a(o 3):
e Déterminer une famille génératrice de E = {P € R3[X]|P(2) = 0}. On obtient

E = {P € R3[X]|(X — 2) divise P}
={(X —2)(aX® +bX +¢)|a,b,c € R}
= Vect((X —2)X?,(X —2)X, X — 2)

donc la famille ((X — 2) X2, (X — 2)X, X — 2) est une famille génératrice de E.

Vocabulaire : Lorsque la famille (eq, ..., e,) est génératrice de E, on dit que les vecteurs ey, ..., e, engendrent E.

Exemple : Les vecteurs (1,2,3), (2,1,4), et (3,1, —1) engendrent-ils R3?
Ces trois vecteurs sont des vecteurs de R3. Soit z = (a,b,c) € R3.
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Il existe A1, A2, A3 € R tels que
)\1(15273) + )\2(27 174) + /\3(35 17 _1) = (a7bv C)

ssi le systéme
M +2X+3N3=a
2M1 + A+ A3 =0
3M\ +4X— A3 =c

d’inconnue (A1, A2, A\3) € R3 admet au moins une solution. Or :

)\1 —+ 2)\2 —+ 3)\3 =a )\1 + 2)\2 + 3)\3 = a )\1 —+ 3)\3 —+ 2)\2 = a
2Mi+ X+ A3 =b <— —3X—bA3 = b—2a <— —bA3—3X = b—2a
3A\ +4X s — A3 =¢ —2X —10\3 = c¢—3a 4 = a+c—2b

Le systéme admet donc toujours des solutions.
Par conséquent, pour tout = = (a, b, c) € R3, il existe i, A2, A3 € R tels que

)\1(17 23 3) + )\2(23 13 4) + >‘3(3a 1; _1) = (a’ bv C)
les vecteurs (1,2,3), (2,1,4), et (3,1, —1) engendrent R3.

Exemple : Les vecteurs (1,2,3) et (3,1, —1) engendrent-ils R3?
Ces deux vecteurs sont des vecteurs de R3. Soit z = (a, b, c) € R3.
Il existe A1, A2 € R tels que
/\1(17 2, 3) + /\2(3, 1, —1) = (a, b, C)

ssi le systéme

/\1+3)\2:a
22 4+ A3 =0b
3)\1—>\2:C

d’inconnue (A1, \2) € R? admet au moins une solution. Or :

AM+3A=a A+2)\ = b A +2\ = b
21+ X =b = 5\ = b4+c = 5A\1 = b+c
3\ — X =c -5\ = a-—3b 0 = a—2b+c

Sia—2b+ ¢ # 0, le systéme présente une ligne incompatible donc n’admet pas de solution. Par exemple, le vecteur
(1,0,0) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs (1,2,3) et (3,1, —1).
Par conséquent, les vecteurs (1,2,3) et (3,1, —1) n’engendrent pas R3.

Proposition — Soit n € N et (eq,...,e,) une famille génératrice de E. Alors :
e Pour toute permutation ¢ de [1;n], la famille (e, (1), ..., ep,n)) est encore génératrice de E.
En d’autres termes :
Vect(ep(1), - - -5 €pn)) = Vect(er, ..., ey)
e SiAp,..., A\, sont des scalaires non nuls, alors la famille (Ajey, ..., A\ye,) est encore génératrice de F.

En d’autres termes :
Vect(Areq, ..., A\nen) = Vect(eq, ..., en)

n
e Pour tous Ag,..., A, € K la famille (ef,ez,...,e,) ol €] =e; + > Agex est encore génératrice de F.
k=2
En d’autres termes :

n
Vect(e; + Z A€k, €2, ..., en) = Vect(er,...,ep)

k=1
e Pour tout z € E, la famille (eq,...,e,,x) est encore génératrice de E.
Proposition — Soit n € N et (ey,...,e,) une famille génératrice de E. Alors :
la famille (eq,...,e,—1) est encore génératrice de E ssi e, est combinaison linéaire des vecteurs eq,...,€,_1.
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Preuve. Supposons que (eq,...,e,_1) est génératrice de E. Le vecteur e,, appartient & E = Vect(ey,...,e,—1) donc
e, est combinaison linéaire de e1,...,e,_1.

Supposons que e, soit combinaison linéaire de (ey,...,e,—1). Alors e, € Vect{ey,...,en_1}. De plus, pour tout
1€ [1,n—1],e; € Vect(ey,...,en_1).

Vect(ey, . ..,e,—1) est un sous-espace vectoriel de E qui contient ey, ...,e, donc

Vect(eq,...,en) C Vect(er,...,en1).

Or (e1,...,ey,) est génératrice de E donc Vect(eq,...,e,) = F Ainsi E C Vect(ey,...,e,—1). L'inclusion réciproque
est claire car Vect(ey,...,e,—1) est un sous-espace vectoriel de E.
Finalement, Vect(e,...,e,—1) = E et par conséquent, la famille (eq,...,e,—_1) est une famille génératrice de E. O

2 Familles libres, liées

Définition — Soit p € N*, soient ey, ..., e, des vecteurs de E. On dit que la famille (e1,...,e,) est liée s’il
existe (A1,...,Ap) € KP\ {(0,...,0)} tel que

p
i=1

Exemples :
e Dans R?, la famille ((1,0), (0,1)) est-elle lice?
Pour tous A1, A2 € K
)\1(1,0) + )\2(0, 1) = (0,0) S A =0et Ay =0.
Donc la famille ((1,0), (0,1)) n’est pas liée.
e Dans R?, la famille ((1,1), (1,—1),(1,0)) est-elle lice ?
On remarque (aprés avoir cherché au brouillon) que

(1,1) 4 (1,-1) —2(1,0) = (1 +1—2,1 — 1) = (0,0)

donc la famille ((1,1),(1,-1),(1,0)) est lice.

Définition — Soit p € N*, soient ey, ...,e, des vecteurs de E. On dit que la famille (eq,...,e,) est libre
lorsqu’elle n’est pas liée, c’est-a-dire lorsque :

14
V()\l,...,)\p) € Kp, (Z)\l - €5 =0 = Vie ﬂl’p]]a)\z :0)
i=1

Convention : On convient que la famille vide est libre.

Exemples :
e Une famille constituée d’un seul vecteur non nul est libre.
e Dans R¥, la famille (cos,sin) est-elle libre ?
Soient A, 1 € R tels que Acos +usin = 0g, alors : Vo € R, Acos(z) + psin(z) = 0.
En particulier, pour x = 0, on obtient A x 14+ x4 x 0 =0 donc A =0
Puis, en prenant x = /2, on trouve p = 0.
Donc la famille (cos, sin) est libre.
e Dans R¥, la famille (f,g,h) avec f : x + cos(x), g: x> ze® et h: x> (x — 1)? est-elle libre ?
Soient a, b, c € R tels que af + bg + ch = 0. Alors, pour tout x € R, acos(x) + bze® + c¢(x — 1)3 = 0. On pourrait
évaluer cette relation en trois valeurs de x pour en déduire trois égalités qui nous permettraient de déterminer a,
b et c. Mais on peut également utiliser les limites : si b # 0,
acos(x) + bre® +clx — 1) ~ bxe®
r—+00
donc la limite en +o0o de la fonction af + b g 4+ ch vaut oo suivant le signe de b.
Or cette limite est nulle car la fonction af + bg + ch est nulle par hypothése. Donc b = 0.
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Par conséquent, acos(z) + c(z — 1)® = 0 pour tout x € R. On pourrait & nouveau montrer que I’hypothése ¢ # 0
est absurde en utilisant les limites. On peut également évaluer cette relation en 1 pour en déduire acos(1) =0
donc a = 0. Alors ¢(x — 1)3 = 0 pour tout 2 € R. En particulier, pour # = 0, on obtient —c = 0 donc ¢ = 0.
Par conséquent, on a montré que si af +bg+ch =0, alors a =b=c¢ =0 : la famille (f, g, h) est libre.
n
e Dans R, [X], la famille (1, X, X2, ..., X") est-elle libre ? Soit A1,...,\, € K tels que > \;X; = 0. Alors, puisque
i=1
légalité de deux polynomes induit I’égalité de ses coefficients, pour tout ¢ € [1,n], A; = 0. Donc la famille
(1,X, X2, ..., X") est libre.

Proposition — Soit p € N, soit (eq,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.
Alors :
e Toute famille extraite de la famille (e, ..., e,) est encore libre.
e Si ¢ est une permutation de I'ensemble [1;n], la famille (ey(1), ..., ey est libre.
e SiAi,..., A, sont des scalaires non nuls, la famille (Ajeq, ..., Aye,) est libre.
n
e Pour tous Ao, ..., A, € K, la famille (e; + >  Ageg,ea,...,e,) est libre.
k=2
Proposition — Soit p € N, soit (eq,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.
Alors, pour tout € E, (e1,...,ep, &) est libre ssi « & Vect(er,...,ep).
Preuve. Soit z € E. Par contraposée, montrons que = € Vect(e,...,e,) ssi (e1,...,ep,x) est lice.

Supposons que x € Vect(eq,...,e,). Alors il existe A, ..., A, € K tels que
T=Arcer+ Ay ep.

On en déduit
AM-er+-+ A e+ (—1)z=0

et puisque —1 # 0, la famille (eq, ..., ep, x) est liée.

On vient d’établir la premiére implication.
Supposons (e1, ..., e, z) lice. I existe (A1, ..., Apr1) € KPTE\ {Ogr+1} tel que
A '€1+"'+)\p'€p+)\p+1$:OE.

Alors —App1z =AM -e1+ -+ Ay ep.
Supposons Ap4+1 = 0. On obtient A; -e; +---+ A, - e, = 0. Or la famille (eq,...,ep) est libre donc Ay = Ag =--- =

Ap =0, ce qui est absurde car Ay,...,A\,41 ne sont pas tous nuls.
o — -A
Par conséquent, A\py1 # 0 et ainsi ¢ = Lo+ e, donc z € Vect(eq,...,ep).
Ap+1 Apt1

On vient donc d’établir 'implication réciproque, et, par double implication, on a bien établi ’équivalence cherchée. [

Définition — Soit e1, es € E. Les vecteurs ey et es sont dits colinéaires lorsque il existe A € K tel que e; = Aeg
ou ey = Aej.

Remarque : — Deux vecteurs e1, e5 de £ forment une famille libre si et seulement si ils ne sont pas colinéaires
(écrivez la justification!).

Définition — Soit n € N, Py, ..., P, € K[X]. On dit que la famille (P, ..., P,) est une famille de polyndmes
de degrés échelonnés lorsque
degPy < degP; < --- < degP,.

Proposition — Soit n € N, Py, ..., P, € K[X]. On suppose que (Py,..., P,) est une famille de polynomes de
degrés échelonnés et que Py # 0. Alors la famille (Py, ..., P,) est une famille libre.
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Preuve. Pour tout k € [0,n], notons Hy, I'assertion " la famille (P, ..., Py) est libre".

e L’assertion Hy est vraie car (P) est une famille constituée d’un seul vecteur et ce vecteur est non nul.

e Soit k € [0,n — 1]. Supposons que Passertion Hy, soit vraie.
Posons p = degPy. Puisque degPy < degPy < --- < degP, = p alors P,..., P, € K,[X], ce qui prouve que
Vect(Py, ..., Py) C K,[X] car K,[X] est un K-espace vectoriel contenant Py, P, ..., Py.
Or degPyy1 > p donc Pyiq € Kp[X]. Ainsi Pyy1 ¢ Vect(Po,. .., Py).

On sait que (Py, ..., Py) est libre d’aprés Hy et Py ¢ Vect(Fo,..., P;), par conséquent, la famille (Py, ..., Pry1)
est libre, donc 'assertion Hy1 est vraie.
e Le principe de récurrence assure que 'assertion Hj, est vraie pour tout k € [0, n]. En particulier, ’assertion H,,

est vraie, ce qu’il fallait démontrer.
O

Exemple : Soient a € K, n € N. La famille (1, X — a, (X —a)?,...,(X —a)") est une famille de polynomes de
degrés échelonnés ne contenant pas 0, donc c’est une famille libre.

Proposition — Soit p € N. Soit (eq, ..., ep) une famille libre de vecteurs de E.

Alors, pour tout k € [1,p — 1], les sous-espaces vectoriels Vect(eq, ..., ex) et Vect(egt1,...,ep) sont en somme

directe.
Preuve. Montrons que Vect(eq,...,ex) N Vect(egti,...,ep) C {0}
Soit & € Vect(e1,...,ex) N Vect(exy1,...,ep).
Le vecteur x appartient a Vect(eq,...,ex) donc il existe Aq,..., A\ € K tels que x = A\eg + -+ + Agex et le vecteur
x appartient & Vect(ep+1, .. .,e,) donc il existe des scalaires aq,...,ap—1 tels que £ = a1 - €1 + - + Qp_i - €p.
Alors

Op = Mer + -+ Apeg + (—ar)ept1 + - + (—ap_p)ep.
k
Or (e1,...,ep) est libre donc Ay =--- = Ay = —aq = --- = —ayp_j, = 0. Par conséquent, z = Y 0-¢; = 0g ce qui
i=1

prouve l'inclusion.
La deuxiéme inclusion étant évidente, on en déduit Vect(eq, ..., ex) NVect(egt1,--.,ep) = {0g} et la caractérisation
des sommes directes permet de conclure. O
3 Bases

Définition — Soit n € N, soient e, ..., e, des vecteurs de E. On dit que la famille (eq,...,e,) est une base

de F lorsque cette famille est & la fois libre et génératrice de E.
Exemples :
e Dans le K-espace vectoriel K", la famille formée des vecteurs

er1 = (1,0,...,0),ea =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
est a la fois libre et génératrice. La famille (eg,...,e,) est donc une base de K", appelée base canonique.

e Dans le K-espace vectoriel K,[X],
— (1, X,...,X™) est une base de K, [X], appelée base canonique.

— Pour tout a € K, la famille (1, X — a, (X —a)?,...,(X — a)") est une famille de polynomes de K, [X] libre
(car c’est une famille de polynome de degrés échelonnés ne contenant pas 0) et génératrice car pour tout
P e K,[X],

" pk) (g
P:ZPM( ) (x — ay®
k=0

d’aprés la formule de Taylor. C’est donc également une base de K,,[X].

. 10 0 1 0 0 0 0 i .
e La famille ((O O) , (O 0) , (1 O) , (O 1)) est une base de Ms(RR) appelée base canonique de Ms(R).
e Plus généralement, la famille
(El,la ceey El,p7E2,1a . ,EQ,p, ceey En,la e 7En,p)

ou pour tout (4, 7) € [1,n] x [1,p], E; ; désigne la matrice de taille n x p dont le seul coefficient non nul est un 1
en position (¢, j) (appelée matrice élémentaire), est une base de M,, ,(K), appelée base canonique de M, ,(K).
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e Considérons E = {y € D*(R)|y” + y = 0}. On a vu précedemment que la famille (cos,sin) est une famille
génératrice de E et que la famille (cos, sin) est libre. Donc (cos, sin) est une base de E.

Remarque importante : Si la famille (e1,...,e,) est libre, c’est une base de Vect(eq,...,ep)

Proposition — Soit n € N* soient ey, ..., e, des vecteurs de E. La famille (eq,...,e,) est une base de E ssi

Vo€ B, &, 6,...,&) €Kz =) & e

i=1
Démonstration. Supposons que la famille (eq,...,e,) soit une base de E.
Soit € E. La famille (e, ..., e,) est génératrice de E donc x est combinaison linéaire des e; : il existe £1,&a,...,&, €
n
K tels que x = > & - e;.
i=1

n
Supposons qu'il existe &1, &5, ...,&, € K tels que z = > & - e;. Alors
i=1

(3

n

Op=z—z=Y &G-e—) &=y (G—&) e
i=1 =1

i=1

Or la famille (e, ..., e,) est libre donc pour tout ¢ € [1,n], & — & = 0, donc & = &..
On vient de montrer que :

Vo e B, 6., &) €KLz =) & e
=1

D’ou la premiére implication.

Supposons & présent que

n
Vo € B, N, 6, &) €Kz =) & e
i=1
En particulier, tout vecteur  de E est combinaison linéaire des vecteurs e;. Donc la famille (eq, ..., e,) est génératrice
de E. . .
De plus, puisque 0 = > 0- ey, si &1,...,&, sont des scalaires tels que Y &; - e; = 0, alors & = 0 pour tout ¢ € [1,n]
i=1 i=1
(par unicité des coefficients). Donc la famille (eq, ..., e, ) est libre.
Libre et génératrice, la famille (eq,...,e,) est donc une base de E.

On vient d’établir la deuxiéme implication.
Finalement, on a établi I’équivalence en montrant la double implication. [

Définition — Soit n € N*| soit (eq, ..., e,) une base de E. Soit x € E. On appelle coordonnées de x dans la
n

base (e1,...,e,) Punique n-uplet (&1,...,&,) tel que x = > &; - e;.
i=1

K3
On définit alors la matrice de x relativement & la base (e1,...,ey), notée Mat(.,, . ., )(7) en posant

&1
Mat(ehm’en)(l‘) =
én
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Exemples :
e Munissons K™ de sa base canonique (ey,...,e,) (comme vu précédemment). Soit © = (z1,...,z,) un vecteur de
1

K™. Alors Mat(el,_..,en)(z) =

T,
-3
0
o Munissons K4[X] de sa base canonique et considérons P = —3 4+ 2X? —4X?. Alors Mat(;,_ y4)(P) = | 2
—4
0
. . 1 0 0 1 0 0 0 0 s .
e Munissons M>(R) de sa base canonique B = <<O O) , <O 0) , (1 O) , <0 1))7 et considérons A =
3
3 2 2
(O 1). Alors Matg(A) = 0
-1
Théoréme OO0 — Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de E. Soient (eq,...,e,) une base de E; et
(e1,...,€-) une base de Ejs.
Alors E; et Ey sont supplémentaires dans E ssi B = (eq,...,€p,€1,...,&-) est une base de E.
Dans ce cas, B est appelée base adaptée a la somme directe E; ® Fs.
Preuve. Supposons que F; et FEy sont supplémentaires. Montrons que B est une base de F.
e Montrons que B est génératrice de E :
E = Ey + E5 = Vect(es, ..., ep,) + Vect(eq, ..., &) = Vect(er, ..., ep,e1,...,&)
donc la famille B est génératrice de F.
e Montrons que B est libre :
Soit Ai,..., Apyr € K tel que Aier + ... Apep + Apgpie1 + - + Apyrer = 0g,
alors Adjer + -+ Apep = —Apyi€1 + - — Appper.
€k (S
Donc Meg + -+ + /\pep € FiNE; et )\p+1€1 + -4 >\p+r€r € F1NEs.
Or E; et Ey sont supplémentaires donc Ey N Ey = {0g}. Par conséquent, A\je; + -+ Aye, = 0p (). De plus, la
famille (eq,...,ep,) est libre car c’est une base de E7. Donc avec (x), on en déduit A\ = --- = A, = 0.
De méme, on obtient A,1q1 =+ = Apq, = 0.
On a donc montré que la famille B est libre.
Finalement, libre et génératrice de F, la famille B est une base de E.
Supposons & présent que B soit une base de E. En particulier, la famille (e1,...,ep,1,...,¢,) est libre donc

Ey = Vect(eq,...,e,) et By = Vect(epsilony,...,&,) sont en somme directe.
De plus, B engendre E, donc

Ey + E9 = Vect(eq,. .., ep) + Vect(eq, ..., &) = Vect(ey, ..., ep,e1,...,6.) = E.
Par conséquent, F; et Es sont supplémentaires dans F.

Finalement, on a montré par double implication que E; et Es sont supplémentaires dans E ssi B est une base de
E. O
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Deuxiéme partie

Dimension d’un espace vectoriel

1 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition — On dit que 'espace vectoriel E est de dimension finie lorsqu’il posséde une famille génératrice
finie.

Exemples :
e Pour tout n € N*, K" est de dimension finie car K” = Vect(es,...,e,) ou e; = (0,..., 1 ;0,...,0) pour tout

i€ [1,n].
e Pour tout n € N, K, [X] = Vect(1,...,X™) donc K,[X] est de dimension finie.

1 0 0 1 0 0 0 0 . . .
o M>(R) = Vect ((O 0) , (0 0) , (1 0) , (0 1)) donc My(R) est de dimension finie.

Plus généralement, pour tout n,p € N*, M, ,(K) est de dimension finie.

e Posons E = {y € C?(R)|y” + y = 0}. On a vu que E = Vect(cos, sin) donc E est de dimension finie

e {0} = Vect(0) donc {0} est de dimension finie.

e Montrons que K[X] n’est pas de dimension finie.
Supposons que K[X] soit de dimension finie : il existe n € N*, Py,..., P, € K[X] tel que K[X] = Vect(Py, ..., Py).
Posons r = max(deg(Py),...,deg(P,)). Alors toute combinaison linéaire des vecteurs P4, ..., P, est de degré r
au maximum, et en particulier, X"t ¢ Vect(Py,..., P,) = K[X], ce qui est absurde.
Donc K[X] n’est pas de dimension finie.

2 Existence de bases

Théoréme de la base incompléte — Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit £ une famille
libre de F.
Alors on peut compléter la famille £ en une base de E.

Plus précisément, si (z1,...,z,) est une famille génératrice de E, on peut compléter £ en une base de E en lui
ajoutant certains des vecteurs z;.

Preuve. Soit (r1,...,7,) une famille génératrice de E. On construit une suite de famille (£;);c[o;n] de la maniére
suivante :
e on pose Lo =L
e pour tout k € [1;n — 1], on note Fj, la famille constituée des vecteurs de la famille £ et du vecteur x4, et on
pose
{ Ly, si la famille Fj, est liée
Lyt1 =

F}, sinon.
Par construction, on remarque que pour tout ¢ € [1,n], la famille £; est libre et z1,...,2; € VectL; (cela se vérifie
par récurrence finie).
En particulier, la famille £,, est libre et x1,...,2, € Vect(L,). Vect(L,) est un sous-espace vectoriel de E qui
contient les vecteurs x4, ..., z, donc il contient Vect(x1,...,x,). Or Vect(z1,...,z,) = E car la famille (x4, ..., 2,)

est génératrice de E. Ainsi, Vect(£,) = E : la famille £,, est génératrice de E.
Libre et génératrice, la famille £,, est une base de F, obtenue en ajoutant certains des vecteurs x; a la famille L.
O

Exemple : On considére la famille £ = ((1,1,0,0), (0,1, 1,0)). II s’agit d’une famille libre de vecteurs de R*, car
elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires. Complétons-la en une base de R* au moyen des vecteurs de la
base canonique : e; = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0) et e, = (0,0,0,1).

=1
>\1+)\2:0
A2=10
0=0

e1 € L= TN, €ER e = /\1(1,1,0,0) +>\2(O,1,1,0) <~ dA, X €R



2 EXISTENCE DE BASES

Le systéme n’étant pas compatible, e; ¢ £, donc la famille £ = ((1,1,0,0), (0,1,1,0),e;) est libre.
On remarque que ey € L car es = (1,1,0,0) — (1,0,0,0).

AM+A3=0
ez € L' ssile systéme ¢ A\ + Ay =0 admet des solutions. On remarque que (—1,1,1) est solution de ce systéme :
Ay =1

es =(0,1,1,0) — (1,1,0,0) + (1,0,0,0), donc e3 € L.

eq & L' car la derniére composante des vecteurs de £’ est nulle, alors que celle de e4 est non nulle : e4 ne peut étre
combinaison linéaire de vecteurs de £’ : la famille B = ((1,1,0,0),(0,1,1,0),e1, e4) est donc une famille libre. Elle
est également génératrice car ey, eq, e3,e4 € Vect(B). C'est donc une base de R*.



