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Feuille d’exercices : Suites réelles et complexes

Exercice 1
Montrer en revenant a la définition de la limite que la suite u de terme général u,, = % converge vers 0, que la

suite v de terme général v,, = 22 converge vers 1, et que la suite w de terme général w,, = 2" — 3cos(n) diverge

n+5
vers —+00.

Exercice 2
Soit u une suite réelle telle que pour tout n € N, u,, € Z.

1. Dans cette question, on suppose que u est convergente. Montrer qu’il existe N € N tel que pour n > N,
|un —un| < 1. En déduire que u est stationnaire.

2. Montrer que u est convergente si et seulement si elle est stationnaire.

Exercice 3
Soit v une suite réelle.

1. On suppose que les suites (uon)nen €t (Uan+1)nen sont convergentes. Est-ce le cas de u ?
2. On suppose les suites (U2, )nen €t (Uont1)nen convergentes de méme limite. Montrer que u est convergente.

3. On suppose que les suites (uan)neN, (Uan+1)nen et (Usn)nen sont convergentes. Montrer que u est convergente.

Exercice 4
Pour n € N, on pose u, = /n— [/n].

1. Etudier la suite (up2)nen.
2. Vérifier que pour tout n € N*, (n+ 1)2 < n? + 3n < (n + 2)?, puis étudier la suite (u,243,)nen-

3. Que peut-on en déduire sur la suite (up)nen ?

Exercice 5
Soit u une suite périodique. Montrer que u est convergente si et seulement si elle est constante.

Exercice 6
A laide d’encadrement, déterminer, si elles existent, les limites des suites de terme général u,, dans chaque cas :

3
3

k
: 2 — -~ 1
s — sin(n?) w, = v Uy = 221 Up = Z 2
n n S k3 =1 (n+k)
k=1
1 n 2n 2n+1 1 1 n
Uy = EZkl un:ijefk Uy = 2 1 k Un = ) I_ka
k=1 k=n k=1 k=1

Exercice 7
n

Le but de cet exercice est de déterminer pour a > 1, la convergence de la suite de terme général u,, = — ainsi que
n!

la valeur de sa limite.

Un 41
Un

1. Pour n € N, calculer et déterminer sa limite.
2. En déduire que la suite u est décroissante a partir d’un certain rang.
3. Justifier que u est convergente vers une limite ¢ > 0.

4. En raisonnant par ’absurde, montrer que ¢ = 0.
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Exercice 8
Soit 4 = (U, )nen une suite de réels strictement positifs. On suppose qu'il existe un réel k tel que lim *2 = k.

n—+oo Un
1) Montrer que si k < 1, alors u converge vers 0.
2) Montrer que si k > 1, alors u diverge vers +oo.
Exercice 9
, U
Etudier la limite de la suite (un)nen définie par ug = 1 et par la relation de récurrence t,4+1 = 1 Jrn 5
un

Exercice 10

n
1
Soit u la suite de terme général u,, = Z w2
k=1

1 1 1
1. Mont tout entier k > 2, — < —— — —.
ontrer que pour tout entier k2 k 1 k

2. En déduire que (u,) est convergente et que sa limite ¢ vérifie 1 < £ < 2.

3. Retrouver la convergence de u en montrant que les suites u et v sont adjacentes, ou la suite v est définie pour
* — 1
n € N* par v, = u, + .

Exercice 11

n
1
On considere la suite v de terme général u,, = Z 7 pourn > 1.
k=1

1
5"

2. La suite u peut-elle étre convergente 7 A-t-elle une limite ? Si oui, la préciser.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a ug, — U, =

3. Pour tout entier naturel non nul n, on pose v, = u, —Ilnn et w, = u, —In(n + 1).

(a) Pour z > —1, déterminer le signe de f(z) =2 — In(1 + z).
(b) Pour n € N*, exprimer v, — v,—1 et w, — w,—1 en fonction de f.

(¢) Montrer que les suites v et w sont adjacentes.
Un

4. Montrer que ngrfoo In(n) =1

Exercice 12
Pour tout entier naturel n, on pose :

1 "1 1
= = it

!
p=0 p=o "

Montrer que les suites u et v sont adjacentes. Que peut-on en conclure concernant la suite u ?

Exercice 13

n 2n
On considere les suites (Sy,)n>1 et (T),)n>1 définies par S, = Y %Hc i Th= >0 %
k=1 k=n

1. Montrer que (S,) et (T,,) sont adjacentes.

2. Quel terme de la suite (S,,) permet de fournir une approximation & 10~3 pres de la limite £ de S ?

Exercice 14
" (1)t
On considere la suite u = (uy )n>1 définie par u, = Z -_—

k=1
Calculer uq, usg, us et uy.

Montrer que les suites v = (u2p)p>1 €t w = (U2p—1)p>1 sont adjacentes. La suite (u,) est-elle convergente ?

Lycée H. Poincaré — Nancy 2



PCSI'1

Exercice 15
Le but de l'exercice est d’étudier la suite u de premier terme ug € RT et définie par la relation de récurrence :

1
VneN, wupy = g(ui +8)

2248

On note f la fonction définie sur R par f(r) = *

1. Tracer la courbe représentative de f sur RT, et, pour différentes valeurs de ug, tracer les premiers termes de
la suite u. Former une conjecture quand & la nature de la suite u (monotonie/convergence).

2. Montrer que si v est convergente, alors sa limite est 2 ou 4.
3. Dresser le tableau de variation de f sur R™ ainsi que le tableau de signe de f(z) — x sur R*.

4. En déduire la nature et la limite éventuelle de la suite u suivant les valeurs de ug. On pourra distingueur
suivant la position de ug par rapport a 2 et 4.

Exercice 16
On considere la suite u définie par ug € [0; 5], et pour n € N, w41 = sin(uy,).

us

1. Tracer la représentation graphique de la fonction sinus sur [0; 7], et tracer les premiers termes de la suite u

dans le cas ou uy = 1. Que remarque-t-on ?

2. Démontrer que I’équation sin(z) = = admet une unique solution dans [0; 5]. Dresser le tableau de signe de
'expression sin(z) — z sur [0; 5].
3. Démontrer que pour tout n € N, uy,, € [0; 5].

4. Démontrer que la suite u converge et préciser sa limite.

Exercice 17

1. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique z,, €]0;+o0[ tel que In(z,,) + z,, = n.
2. Montrer que la suite (z,)nen ainsi définie est croissante.

3. En déduire qu’elle admet une limite et la déterminer.

Exercice 18
On considere ’équation (F,) z" —z—1=0oun > 2. On introduit, pour n € N, la fonction f,,: z +— =™ —z — 1.

1. Montrer que pour n > 2, (E,) admet une unique solution dans l'intervalle [1; +00] ; on note x,, cette solution.
2. Déterminer, pour n > 2, le signe de fy,(zn+1), et en déduire le sens de variation de (xy,)n>2-
3. Montrer que (z,)n>2 est convergente. On note ¢ sa limite.

4. En raisonnant par ’absurde, montrer que ¢ = 1.

Exercice 19
On consideére la suite u définie par u; = 1 et par la relation de récurrence : Vn € N*|  w, 11 = In(n + uy,).

1. Montrer que la suite u admet une limite et la déterminer.
2. Justifier rapidement que pour tout x > 0, In(z) < «.
3. Prouver que pour tout n € N\ {0, 1}, u,, < In(2n).

4. En déduire que u, ~ In(n).

Exercice 20

1. Montrer que pour tout entier naturel n, 1’équation In(xz) = —nz d’inconnue z € R** admet une unique
solution, que ’on notera u,,.

2. Montrer que la suite ainsi définie est monotone.
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3. Justifier que u est convergente et déterminer sa limite.

4. Montrer que la suite v de terme général v, = nu, admet une limite, et la déterminer.

Exercice 21
On définit les suites (zp,)n €t (yn)n par les relations

Tn + Yn y _ Tn = Yn
\/i ) n+1 \/g

1. Montrer que la suite de terme général z,, = x,, + 1y, est géométrique. En déduire les expressions de x,, et y,
pour tout n € N.

o, Yo € R, et pour tout n >0, zp41 = —

2. Les suites (), et (yn)n peuvent-elles converger ?

Exercice 22
Soit zg € C. Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (z,), définie par :

pour tout n € N, z,, = QZ"%Z
Exercice 23
Soit 29 € C et z = (2, )nen la suite de nombres complexes définie par : pour tout n € N,  2z,,1 = %‘Z"l

1. Montrer que si zg est réel, la suite est convergente, et déterminer sa limite.

2. On suppose désormais que zo n’est pas réel, et on pose zg = 7€', avec r = |29 et 6 €] —;0[U]0; 7[. Pour tout
entier naturel n, on pose r, = |z,| et 6, est Pargument principal de z,. Exprimer r,11 et 6,4 en fonction
de r,, et 0,,.

3. Montrer que la suite de terme général r, sin 6, est une suite géométrique.
4. Donner l'expression de r,, et 8,, en fonction de r,6 et n.

5. Montrer que la suite z est convergente, et préciser sa limite.

Exercice 24

Classer par ordre de négligeabilité, lorsque c’est possible, les suites de termes général :

10
n?; Ilnn; 10"; €e*; n%; In'?n; €; Vinn; Inn?

Exercice 25
Déterminer les limites des suites de terme général :

n3 + 5n

O gt @ cE @ VR -veeon o (25E)

2
00 ) ol )

n n

Exercice 26
Déterminer un équivalent simple des suites de terme général :

1 1 1
vn+1l—+vn—1 - = nw —1 In(n +1) — In(n) tan(ngf)
n

n+1l n

Exercice 27
Pour tout n € N, on note I, =|nm — J;nm 4 J|.

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique z,, € I,, tel que tanz,, = x,.
2. Montrer que la suite (z,) diverge vers +o0o. En donner un équivalent simple.
3. Pour tout n € N, on pose y,, = x,, — nw. Justifier que y,, = Arctan(z,,). Quelle est la limite de (y,) ?

4. Pour tout n € N, on pose z, = x, —nm — 5. Donner un équivalent simple de (z,).
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